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$ 1. Неопределенный интеграл и простейшие 
приемы его вычисления 


263. Понятие первообразной функции (и неопределенного 
интеграла). Во многих вопросах науки и техники приходится не 
по заданной функции искать ее производную, а наоборот — восста- 
навливать функцию по известной ее производной. В 91, предпола- 
гая известным уравнение движения $ =5 (1), т. е. закон изменения 
пути с течением времени, мы путем дифференцирования нашли сна- 


45 о. 
чала скорость 9 = 5;, а затем и ускорение а =. На деле, од- 


нако, часто приходится решать обратную задачу: ускорение а 
залано в функции от времени #Ё: а=а(!), требуется 
о пределить скорость х и пройденный путь $ в зави- 
симости от Е. Таким образом, здесь оказывается нужным по 
функции а = а (КЁ) восстановить ту функцию 9 —=9(), для которой а 
является производной, а затем, зная функцию 9, найти ту Ию 
$ —=5$(Г), для которой производной будет %. 

Дадим следующее определение: 

Функция Е(х) в данном промежутке называется первооб- 
разной функцией для функции Г(х) или интегралом от У (х), 
если во всем этом промежутке }(х) является производной для 
функции Е(х) или, что то же, /(х)Ах служит для Е (х) диф- 
ференциалом 


Е’(х)=У(х) или аЕР(х) = (х)ах*. 


Разыскание для функции всех ее первообразных, называемое 
!нтегрированием ее, и составляет одну из задач интегрального ис- 
числения; как видим, эта задача является обратной основной задаче 
дифференциального исчисления. 


`В этом случае говорят также, что функция Р (х) являстся первооб- 
разной (или интегралом) для дифференциального выражения / (х) ах. 
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Теорема. Если в некотором (конечном или бесконечном, 
замкнутом или нет) промежутке 9’ функция Е(х) есть перво- 
образная для функции У(х), то и функция Е (х)-ЕС, где С— 
любая постоянная, также будет первообразной. Обратно, каж- 
дая функция, первообразная для Г(х) в промежутке 4 может 
быть представлена в этой форме. 

ДоклзаАатеЛЬСТВО. То обстоятельство, что, наряду с Р(Х), 
и 2 (х)-С является первообразной для /(х), вполне очевидно, ибо 
[РСТ = ЕР’ (Хх) = (>). 

Пусть теперь Ф(х) будет любая первообразная для /(х) функ- 
ция, так что в промежутке .4 


Ф’ (х) = (х). 


Так как функции Р(х) и Ф(х) в рассматриваемом промежутке имеют 
одну и ту же производную, то они разнятся на постоянную [131, 
следствие |: 


Ф(Х=Е(Х-ЕС, 


что и требовалось доказать. 

Из теоремы следует, что достаточно найти для данной функции 
7(х) только одну первообразную функцию Р(х), чтобы знать все 
первообразные, так как они отличаются друг от друга постоянными 
слагаемыми. 

В силу этого выражение Е(х)-Е С, где С — произвольная по- 
стоянная, представляет собой общий вид функции, которая 
имеет производную Г(х) или дифференциал Г(х)ах. Это выраже- 
ние называется неопределенным интегралом /(х) и 0бо- 
значается символом 


Гуд ах, 


в котором неявным образом уже заключена произвольная постоянная. 
Произведение /(х)4х называется подинтегральным выраже- 
нием, а функция /(х) — подинтегральной функцией. 

Пример. Пусть /(х)==х?; тогда, как нетрудно видеть, не- 
определенный интеграл этой функции будет 


зах = С. 


Это легко проверить обратным действием — дифференцированием. 
Обращаем внимание читателя на то, что под знаком «интеграла» 


[ пишут дифференциал искомой первообразной функции, а не 


производную (в нашем примере: х?ах, а не х?). Такой способ 
записи, как будет выяснено ниже [294], создался исторически; к тому 
же он представляет ряд преимуществ, и его сохранение вполне це- 
лесообразно. 
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Из определения неопределенного интеграла непосредственно вы- 
текают следующие свойства: 


ь а [|1 (®) ах == Г(х) ах, 


т. е. знаки а и Г, когда первый помещен перед вторым, взаимно 
сокращаются. 
2. Так как Р (х) есть первообразная функция для Е” (х), то имеем 


Ге (хах=Е(х%) + С, 
что может быть переписано так: 
Гав о = Е -ЕС. 
Отсюда видим, что знаки а и Г, стоящие перед Е (х), сокра- 


щаются и тогда, когда а стоит после Г, но только к Е(Х) 


нужно прибавить произвольную постоянную. 


Возвращаясь к той механической задаче, которую мы поставили 
вначале, мы можем теперь написать, что 


о= [а (а 


| 
= [э (6) Е. 


Предположим для определенности, что мы имеем дело с равноуско- 
ренным движением, например под действием силы тяжести; тогда 
а = © (если направление по вертикали вниз считать положительным) 
и — как нетрудно сообразить — 


о = [в =ве- С. 


Мы получили выражение для скорости х, в которое, кроме вре- 
мени &, входит еще и произвольная постоянная С. При различных 
значениях С мы будем получать и различные значения для скорости 
в один и тот же момент времени; следовательно, имеющихся у нас 
данных недостаточно для полного решения задачи. Чтобы получить 
вполне определенное решение задачи, достаточно знать величину 
скорости в один какой-нибудь момент времени. Например, пусть 
нам известно, что в момент Ё = скорость 9 =‘ подставим эти 
значения в полученное выражение для скорости 


9 = 8 НС, 


С = — 84, 


откуда 
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и теперь наше решение принимает уже вполне определенный ВИД 


= (1—9. 


Найдем, далее, выражение для пути $. Имеем 


= [ке = --ье—фю-С 


(дифференцированием легко проверить, что первообразная функция 
может быть взята в такой форме). Неизвестную нам новую постоян- 
ную С’ можно определить, если, например, дано, что путь $ == $5 
в момент 2 ==; найдя, что С’==5,, перепишем решение в оконча- 
тельном виде 


+ (Е 


Значения К, 5%, ® условно называются начальными значе- 
ниями величин Ё, $ И 3. 
Мы знаем, что производная функции у=Р(х) дает угловой 
коэффициент касательной к соответствующему графику. Поэтому 
задачу разыскания первообраз- 
/ и, ной Р(х) для заданной функ- 
пе ции /(х) можно истолковать 
так: требуется найти кри- 
вую у=Р(х), для которой 
имел бы место заданный за- 
кон изменения углового ко- 
эффициента касательной: 


{20 = /(х). 


Если у=Р(х) есть одна 
из таких кривых, то все осталь- 
Черт. 1. ные могут быть получены из 
| нее простым сдвигом (на про- 
извольный отрезок С) параллельно оси у (черт. 1). Для того, чтобы 
индивидуализировать кривую в этом множестве кривых, достаточно, 
например, задать точку (хо, Уо), через которую кривая должна пройти; 
начальное условие у = (ху) С даст С = у —Р (хо). 

264. Интеграл и задача об определении площади. Гораздо 
важнее истолкование первообразной функции как площади криво- 
линейной фигуры. Так как исторически понятие первообразной функ- 
ции было теснейшим образом связано с задачей об определении 
площади, то мы остановимся на этой задаче уже здесь (пользуясь 
интуитивным представлением о плошади плоской фигуры и откла- 
дывая точную постановку этого вопроса до главы Х). 

Пусть дана в промежутке [а, 6] непрерывная функция у = Х(х), 
принимающая лишь положительные (неотрицательные) значения. 
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Рассмотрим фигуру АВСР (черт. 2), ограниченную кривой у = Х(х), 
лвумя ординатами х —=а и х=ф и отрезком оси х; подобную фи- 
гуру будем называть криволинейной трапецией. Желая 
определить величину площади Р этой фигуры, мы изучим поведение 
площади переменной фигуры АММО, заключенной между на- 
чальной ординатой х==а и ординатой, отвечающей произвольно 
выбранному в промежутке [а, 6] значению х. При изменении х эта 
последняя площадь будет соот- р 
ветственно0о изменяться, причем 
каждому х отвечает вполне опре- 
деленное ее значение, так что 
площадь криволинейной трапе- 
ции АМАО является некоторой 
функцией от х; обозначим ее 
через Р(х). 

Поставим себе сначала зада- 7 @ г Т'Ат 8 
чей найти производную Черт. 2. 
этой функции. С этой целью | 
придадим х некоторое (скажем, положительное) приращение Ах; 
тогла площадь Р(х) получит приращение АР. 

Обозначим через т и М, соответственно, наименьшее и наиболь- 
шее значения функции /(х) в промежутке [х, Хх Ах] [85] и срав- 
ним площадь АР с площадями прямоугольников, построенных на 
основании Ах и имеющих высоты ши М. Очевидно, 


тАх «АР < МАХ, 


откуда 
_ АР 
ЕВ 
т <: < М. 


Если Ах-›0, то, вследствие непрерывности, т и М будут стрс- 
миться к /(х), а тогда и 

‚ АР 
Р’(х) = Им = = (хХ). 


др >08 


Таким образом, мы приходим к замечательной теореме (обычно 
называемой теоремой Ньютона и Лейбница): производная 
от переменной площади Р(х) по конечной абсциссе х равна ко- 
нечной ординате у == Д(х). 

Иными словами, переменная площадь Р(х) представляет собой 
первообразную функцию для данной функции у = (Хх). 
В ряду других первообразных эта первообразиая выделяется по 
тому признаку, что она обращается в О при х =а. Поэтому, если 


* В действительности это предложение — хотя и в другой форме — опу- 
бликовал еще Барроу (15. Вагго\), учитель Ньютона. 
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известна какая-либо первообразная Р(х) для функция Х(х), и по 
теореме предыдущего п° 


Р(®=ЕР(х) С, 
то постоянную С легко определить, положив здесь х —а 
= (а)--С, так что С =— Р(о). 


Окончательно 
Р (хх) =Е(х)— Е (а). 


В частности, для получения площади Р всей криволинейной тра- 
пеции АВСЬ нужно взять х =: 


Р=Е(®—Е(@. 


В виде примера, найдем площадь Р(х) фигуры, ограниченной 
параболой у=ах?, ординатой, отвечающей данной абсциссе х, 
и отрезком оси х (черт. 3); так как 
парабола пересекает ось х в начале ко- 
ординат, то начальное значение х здесь 0. 
Для функции Г(х)—= ах? легко найти 


первообразную: Е (х) = = Эта функция 


как раз и обращается в 0 при х=0, 
так что 
а 


Ро = Е“ 


х 
| 3 3 
[ср. 32, 4)]. 

Ввиду той связи, которая существует 
т Между вычислением интегралов и нахож- 
- дением площадей плоских фигур, т. е. квад- 

Черт. 3. ратурой их, стало обычным и самое. вычис- 
ление интегралов называть квадратурой. 

Для распространения всего сказанного выше на ‘случай функции, 
принимающей и отрицательные значения, достаточно условиться 
считать отрицательными площади частей фигуры, располо- 
женных под осью х. 

Таким образом, какова бы ни была непрерывная в промежутке 
[а, 6] функция Л (х), читатель всегда может представить себе перво- 
образную для нее функцию в виде переменной площади фигуры, 
ограниченной графиком данной функции. Однако считать эту геоме- 
трическую иллюстрацию доказательством существования первооб- 
разной, разумеется, нельзя, поскольку самое понятие площади еще 
ие обосновано. | 

В следующей главе [305] мы сможем дать строгое и притом 
чисто аналитическое доказательство того важного факта, что каждая 
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непрерывная в данном промежутке функция Г(х) имеет в нем 
первообразную. Это утверждение мы принимаем уже сейчас. 

В настоящей главе мы будем говорить о первообразных лишь 
для непрерывных функций. Если функция задана конкретно и имеет 
точки разрыва, то рассматривать ее будем лишь в промежутках ее 
непрерывности. Поэтому, допустив сформулированное выше утвер- 
ждение, мы освобождаемся от необходимости всякий раз оговаривать 
существование интегралов: рассматриваемые нами инте- 
гралы все существуют. 

265. Таблица основных интегралов. Каждая формула диффе- 
ренциального исчисления, устанавливающая, что для некоторой функ- 
ции Р(х) производной будет Г(х), непосредственно приводит к со- 
ответствующей формуле интегрального исчисления 


Го ах =Е(х) + С. 


Перебрав формулы п°’95, по которым вычислялись производные эле- 
ментарных функций, а также некоторые формулы, выведенные дальше 
{для гиперболических функций), мы можем теперь составить сле- 
дующую таблицу интегралов: 


1. [о- ах = С. 
2; Г! ‚ах = [ах = с. 
3 ] ‚а с ( | 
. Хх: ЕТ (№ == — ). 
1 а 
4. +а«= | == == ш| | + С. 
Ф 1 п —__ 
5. ] "> г 5 = агс х -|- С. 


ы Г еее Верона 
1. тах —- С. 
Ареньый, 


8. [ зтхах = — с05 х -— С. 
9. | соз хах = зшх - С. 


« В ах 
50. = а ах —= = ее 


2 Г.М. Фихтенгольц, т. Ш 
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1 ах 
11. [нах = | еышхчс. 
12. [зн х 4х = вх - С. 
13. [спхх = знх + С. 


| 1 

14. | зиеах = — нх ЕС. 
1 

15. | читая = их -- С. 


По поводу формулы 4 сделаем пояснение. Она приложима в любом 
промежутке, не содержашем нуля. Действительно, если этот про- 
межуток лежит вправо от нуля, так что х>0, то из известной 


| 
формулы дифференцирования [п хрГ =- непосредственно следует 


ах 
-— = Шх-С. 
Хх 
Если же промежуток лежит влево от нуля и х<0, то дифферен- 
цированием легко убедиться в том, что [п (— хр =, откуда 
Ах 
р — п (—х) С. 


Обе эти формулы и объединены в формуле 4. 

Рамки приведенной выше таблицы интегралов раздвигаются при 
помощи правил интегрирования. 

266. Простейшие правила интегрирования. |. Если а — по- 
стоянная (а = 0), то 


[а.7сдах=а. Г/сдах. 
Действительно, дифференцируя выражение справа, мы ‘получим [105,1] 
а [а. [лсдах | =а-а| [ /едах| —а./(х)ах, 


так что это выражение является первообразной для дифференциала 
а: /(х)ах, ч. и тр. д. Итак, постоянный множитель можно вы- 
носить из-под знака интеграла. 


| И. Гис-=О) ах = ||/(х) ах = [в (Фах. 
Дифференцируем выражение справа [105, 1]: 
а[ [Ле ах == [в (®)ах|= 


=а | лдах а а (хдах = -есах; 
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таким образом, это выражение является первообразной функцией 
для последнего дифференциала, ч. и тр. д. Неопределенный инте- 
грал от суммы (разности) дифференциалов равен сумме (разности) 
интегралов от каждого дифференциала в отдельности. 

Замечание. По поводу этих двух формул заметим следующее. 
В них входят неопределенные интегралы, содержащие каждой произ- 
вольное постоянное слагаемое. Равенства подобного типа пони- 
маются в том смысле, что разность между правой и левой частями 
его есть постоянная. Можно понимать эти равенства и буквально, 
но тогда один из фигурирующих в них интегралов перестает быть 
произвольной первообразной: постоянная в нем устанавливается 
после выбора постоянных в других интегралах. Это важное замс- 
чание следует иметь в виду и впредь. 

ПТ. Если 


Гло@=ЕФ-С, 


то 
1 


а 


Глахьах= «Еах--р- С”. 
Действительно, Данное соотношение равносильно следующему: 
( 
ар © =Р (0 =/ (0. 
Но тогда 


(ах Е! (ах 5) -а=а. Л (ах 5), 
Так что 


аг1 
т |: Е(ах-— 5) —Л(ах- 5), | 
т.е. -- ЕР (ах 6) действительно оказывается первообразной для 


функции / (ах 5). 


Особенно часто встречаются случаи, когда а =1 или 6 =0: 
Гла-ьах= ЕОс, 
| 
Г/л(ах) ах —=—.Р (хх) С.. 


[На деле правило Ш есть весьма частный случай правила замены 
переменной в неопределенном интеграле, о чем будет речь ниже, 268] 


267. Примеры. Г (6х? — Зх -|- 5) ах. 


Пользуясь правилами П и 1 (и формулами 3, 2), имесм 


] (бхз—Зи 4х бах — || ках || 5ах= 


3 | 
=6 / зах —3 /| хах+-5 | 4х = 2х3 — 5 ха 5х -- С. 


2* 
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2) Легко проинтегрировать многочлен и в общем виде 


] (ах? Вах"... ани аах а | Па 


+4 |] а ан-1 | хаха, | ах= 


_ @0__ 


ПЕ ЧЕ в @п—1 о } 
ВЕ т зы ха С. (П,13, 2) 
э | (2х2 1)3 ах = [| вов 1ожа-- вла 1) 4х = 
— : а жа С. (пример 2) 


9 [атуя\ах= Г а4У ява У лая 


— [ежа [| хтажчв [ хака ах | зах = 


3 5 
ха змс (И, 1;3,2) 


не ыы д 


1 1 1 1 
— дань [«-]%- 


— [к-та пом +С (11, 1; 3, 2, 4) 
пеня «= | хУхфУх а ах = 


Ах = 


а 1 и 6 1 
-Раныьй х8 ЕС. (11;3) 
Дадим ряд примеров на применение правила 1: 
7) (а) ды (Ш, 4) 
оса = [ев * ах = 
х— 
(&>1 ] 
—. Е № —А-Е1 — о —д—д—д—дддк000т— С. | ;3 
Е (х а) С (8—1) (х— а)" ! ря ( ) 
8) (а) зптхах = с0$ тх - С, | (11;8) 
(т 7 0) 
(6) [ совтхах = „сэт + С (111; 9) 


(в) е-меак = — зе С. (Е 7) 
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267] $ 1. 
Ах 1 ах Хх (111; 6) 
9) (а) йо = агсзт —- С. , 
У 2— № а у х \2 а 
(#— (2) 
(а>0) 
ах сео ах __ 1 х (ПГ; 5} 
9) ИС УТЕС о 
| 1 (— 
а 
Примеры на все правила: 
(2? — 1) (227 -- 1) | 22 х —х р 
(И, 11; 7, 2) 


ест хе ®- С. 


а 


а а 
сх ай 
Разделив числитель на знаменатель, представим подинтегральное выра? 


жение в виде 
а 
о сх а‘ 


Отсюда искомый интеграл равен 
^х а пех 41 С. (И, 1, Ш;2, 4) 


с 
и —_ 
4х = Г (5+ ег = 

= хх? — бхбш|х 11-Е С. 


Интегрирование дроби со сложным знаменателем часто облегчается раз- 
ложением ее на сумму дробей с более простыми знаменателями. Например, 
и 
) 


12) 


1 1 а. 
2 — а = (х — а) (ха) =  х-а 


поэтому [см. пример 7) (а) ] 
ах 1 ах ах 1 х—а 
`) не Л а -] теа| од | а |+ С. 
Для дроби более общего вида 
1 


(ха) («5 


такой прием. Очевидно, (ха) — (х-- 6) = 


можно указать, например; 
=а— 6. Тогда имеем тождественно 
1 2. (ха—С@-О _ 1 ([-- | —_ 1 
ТЕТ а’ стасть ав х-ь ха 
Таким образом, 
а | Е. |+ С. 


| ах 
9 ты х-а 
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В частности, 
ах х—3 
5 в и=уе=ы =" яв 


9 Да в= “Ис 3+ С 
16) Г ержтес (при В? — АС`>0). 


Знаменатель следующим образом разлагается на вещественные множи- 
тели: А (х— а) (х —В), где 


„ ЕВУВ АС ,_-В-УВАС 
А` | А | 
А тогда, согласно примеру 14), полагая в нем а = —В, 6 = — =, получим 
ах = 1 и| А+ В —У 81 —АС 


ее Е” Експрес С. 
Ах Вх--С 27 В— АС Ах-+В-У В*— АС 5 


Некоторые тригонометрические выражения, после тех или иных элемен- 


тарных преобразований, интегрируются также при помощи простейших 
‚приемов. 


Очевидно, например, 


; 1 со 2тх 1 — со 2тх 
05 тх = о, Ш тХ = не 
‘откуда 
17) (а) [ соззтх ах = х + и 2тх + С, 


(т=-0) 


1 1 | 
у. — —- ай ] ® 
(6) [зп тхах= ух — цоп 2тх -- С 


_Аналогичным образом, а 


$11 771Х С0$ ПХ —= 5 [п (т-- п) х-- зп (т — пух], 
с0$ ШХ с0$ ИХ = - [со$ (т -- п) х -- с0$ (т — п) х|, 


51 7х $1 ПХ = и [с0$ (т — п) х — со$ (т- я) Хх]. 
‘Считая т = п=20, получим следующие интегралы: 
18) (а) [ п тх со$ пх Ах = 
2 (тп) 


(6) Г с0$ 1х с0$ пх 4х = 


] 
ее бы 


с0$ (т -- п) х — 
| -- - —__зш (т-- п) Хх + С, 
Е о 


(в) | зптх т лх.4х = 


=— 51 (171 — п) Хх — 
2(т— п) ° ( ) 


и и (т -- п) х- С. 
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В заключение рассмотрим немного более сложный пример. 


(19) (а г их А, а 


т х 
Так как 
п р в 
зт2их = У, [т 2х — эт (28 —2) х] =2зтх У с0з (28 —1)х, 
1 1 


7 


то подинтегральное выражение приводится к 2 №2 с0$ (2 —1) х, и иско- 
К=1 
мый интеграл будет равен 


а Ве С 


Аналогично 


п 
6) /] ие», о 
Е=1 


шах 


268. Интегрирование путем замены переменной. Изложим один. 
из сильнейших приемов для интегрирования функций — метод замены 
переменной или подстановки. В основе его лежит следующее: 
простое замечание: 

если известно, что 


Г ООС, 


то тогда | 
Год)’ (фах = 0% (5) С. 


[Все фигурирующие здесь функции 2&2([Г), ®(х), ®’(х) пред-. 
полагаются непрерывными. ] 

Это прямо вытекает из правила. дифференцирования сложной. 
функции [98] 


4 0(®(5)) = 0/ (4) в" (= 806)" (9) 


если учесть, что ОС’(Ь==2(0. То же можно выразить и иначе, 
сказав, что соотношение | 


аб 0 =е®а 


сохраняет силу и при замене независимой переменной Е на функ- 
цию ®(х) [106]. 
Пусть требуется вычислить интеграл 


Г 1(х) ах. 
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Во многих случаях удается в качестве новой переменной выбрать 
такую функцию от х:Ё==%(х), чтобы подинтегральное выражение 
представилось в виде 


Год ах = в (®()) в" дах, (1) 


где ©(2) — более удобная для интегрирования функция, чем Д(х). 
Тогда, по сказанному выше, достаточно найти интеграл 


Гафаи=а®-с, 


чтобы из него подстановкой Е— 6 (х) получить искомый интеграл. 
Обыкновенно пишут просто 


[усдах = Га 4 (2) 


подразумевая уже, что в функции от & которая представлена инте- 
гралом справа, произведена указанная замена. 
Найдем, например, интеграл 


[ $113 Хх с0$ Хх ах. 
Так как Азтх =с0$х4х, то, полагая { = п х, преобразуем под- 
интегральное выражение к виду 
3113 х С0$ Х 4х = $18 Хх = 4. 


Интеграл от последнего выражения вычисляется легко: 


[4 


Остается лишь вернуться к переменной х, подставляя $ х вместо & 


С. 


Обращаем внимание читателя на то, что при выборе подстановки 
{ — о (х), упрощающей подинтегральное выражение, нужно помнить, 
что в его составе должен найтись множитель ®’(х)ах, дающий 
дифференциал новой переменной, 4 [см. (1)]. В предыдущем при- 
мере удача подстановки Ё = п х обусловливалась наличием множи- 
теля с0$ х 4х == 4. 

В этой связи поучителен пример 


[ $113 х ах; 


$114 х 


] $113 х с0$ Хх 4х = 


°злесь подстановка # = яп х была бы непригодна именно ввиду отсут- 
ствия упомянутого множителя. Если попробовать выделить из подин- 
тегрального выражения, в качестве дифференциала новой переменной, 
множитель ЯпхаАх или лучше — шп хах, то это приведет к под- 
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становке { ==с0$ х; так как остающееся выражение 
— $112 х = с0$2 х — 1 


этой подстановкой упрощается, то подстановка оправдана. Имеем 


зи хах = Гери ес созх-- С. 


При некотором навыке в производстве подстановки можно самой 
переменной Е и не писать. Например, в интеграле 


[ $113 Хх с0$ Хх ах = Г $113 х-а чп х 


мысленно рассматривают $тшх как новую переменную и сразу 
переходят к результату. Аналогично 


ах и х 
Гуа И нЕ ЕС 
а 
х 


ах _1 а В ее 
ай — в ар ет 


— 


х 
Подстановка # —=-. здесь подразумевается. 


Читатель видит теперь, что правило Ш, 266, по’ существу, сво- 
дится к линейной подстановке # =ах-- 65: 


] ах вах т ах уаахь=т [уфа 


Иной раз подстановка применяется в форме, отличной от указан- 
ной. Именно, в подинтегральное выражение /(х)Ах непосредственно 
подставляют, вместо х, функцию х=—=Ф(1) от новой переменной $ 
и получают в результате выражение - 


Л(Ф (2) ) $’ (В аЁ == 5 (® а. 


Очевидно, если в этом выражении произвести подстановку Ё == (Х), 
где ®«(х) — функция, обратная для Ф (Г), то вернемся к исходному 
подинтегральному выражению /(х)ах. Поэтому, как и прежде, имеет 
место равенство (2), где справа, после вычисления интеграла, сле- 
дует положить Ё = (х). 

Для примера найдем интеграл 
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Если положить х = (чтобы все корни «извлеклись»), то получим 


Ух =в, Ух =, ах=6ваЕ и 
ах 2 АЕ 
Гута = 8. ив Ли — Деев} = 
— 6 (1 — ас 0-Е С. 


Теперь остается перейти к переменной х по формуле ‚= Ух, 
и окончательно 


Гутбеут = — ев) с. 


Более интересен пример 


[Уэ—»® Ах. 


Разность квадратов под корнем (из которых первый постоянен) под- 
<казывает нам тригонометрическую подстановку х —=а$1#*. Имеем 


Уд? — х* =4с0$[, 4х ==ас05Е 4 


[Уз ах = | со 14. 


Но мы уже знаем интеграл 


а? | сов в ае =а2 [5 АЕ 2 --С 


и 


{267, (17) (а)|. Для перехода к х подставляем Ё== агс&п =-; пре- 


образование второго слагаемого облегчается тем, что 


ь а 
пр эт 21 = у ачтЕ. а соз == И — 2. 


Окончательно 
за И а аа и 
У —х ах =ухУа —х м: агст —— С. 


Уменье разыскивать выгодные подстановки создается упражне- 
нием. Хотя общих указаний по этому поводу дать нельзя, но 
отдельные частные замечания, облегчающие это разыскивание, чита- 
тель найдет в следующем п”. В канонических случаях подстановки 
будут просто указаны в курсе. 


* Уместно указать, что х мы считасм изменяющимся между —аиа@, 


а { между —7 и 5. Поэтому Ё = агсзт >. 
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. Ах д? 
269. П . 1 т В = 
римерь › (9 [| хах, 6) Г Г, в) сое сз 
(а) РЕШЕНИЕ. Полагая # = х?, имеем 4 = 2х 4х, так что 
Де хак еиетичсете” С 
2 2 2 у 


(6) Уклзлнив. Та же подстановка. Ответ: ы агса 2 -- С. В обоих. 


4, 


случаях интегралы имели вид 


колу хак = т [к от) #09) 


где г — удобная для интегрирования функция; для таких интегралов есте- 
ственна подстановка { = х?. Аналогично интегралы вида 


кодах [0949 


берутся подстановкой Ё= хЗ и т. д. Под последний тип подходит третий’ 
интеграл. 


(в) Ответ: 3 х8- С. 
2 ее" хах в+#—1) 


РЕШЕНИЕ, Можно положить здесь # = х% но проще сразу взять 
и =алх? -|-В, ибо множитель х4х лишь числовым коэффициентом отли- 
чается от (и == 2а хах. Имеем, таким образом, 


М 1 — 1 1 ВЕ 
ее хах=-_ Деми ЕО РТС = 
Е ИЕ &-1 


у ая © м, ® хх. 


Уклзлдние, Все эти интегралы имеют вид 


Ето 4“ = «тж атх 


и берутся подстановкой & = |пх. 
Ответ: (а) = 1х; (6) шшх- С; 
4) Интегралы вида 


ах 
] © (уп х) со х ах, ] & (с0$ 9 зшх ах, / в (5х) тт 


берутся, соответственно, подстановками 
= их, и= 00$ хХ, =. 
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Например, 
со хх и 
(а) _ ти = агсх { -- С = агсю зш х -- С; 
эп х ° аи 
(6) Дахах= | 3х _ = —т [и |---С=— Ша |с0$ х!-- С" 


ах 


`(в) | ах — ( с05? х — | 49 
А? 5113 х -- В? —_ х_ 4215? х- В? — Аз В — 
1 я 
АВ ага Сы Е: аби (3: вх) С. 


о а 2х 
5) (а) [- р Г (6) ] ся хах, (в) у ет“, 


о Д 
Ш х со; х ° 


РЕШЕНИЕ. (а) Если положить #= х?- 1, то числитель 2х 4х дает 
в точности 4#Ё интеграл сведется к 


— 
= п -С = Ш (2-1 + С. 
Заметим, что всегда, когда предложенный интеграл имеет вид 
о 14 
Л (х) Л(х) ° 


так что в подинтегральном выражении числитель представляет 
собой дифференциал знаменателя, подстановка # == /(х) сразу 


приводит к цели 


ен Сам) 1-Е С. 


По этому образцу имеем. 


(6)  сихах= | АА иизтх Со бр 9 


а (е2® -- 1) 1 ь 
ед ета = Чет = ум (2-0 6; 


с052 х 
(г) т Е - [97 9х Иа С: 


6) Из последнего интеграла легко получаются два полезных интеграла: 
х 
ый 
ах 2 
от] кт _ ИЕ за 
2 9 
4(х+5) +7) _ 
ах ” 
® | с0$ х ой ы 
511 ее -- О 


+- С. 


"8 (5+3) 
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7) ЕЕ = Е _2 . 


ТЕ х? ах = | ТУ ага х 4агсв х = = (агс!в <) * -- С; 
ех 4х 4е?  _ 
(6) и 22 1 - Дт = агсо ех | С; 


е Ги.“ = [штаты 


см. 4) (б)]. 
Дадим теперь несколько примеров интегрирования выражений, содер- 
жащих двучлены вида 42 — х?, х?--а? и х? — а?. В этих случаях обычно 
бызает выгодно заменить х тригонометрической или гипербо- 
лической функцией от новой переменной Ё, используя соотношения 


1 
сов | ЕС 


$112 Е - с0$? # = 1, Е весе = т, 
СП? — 51? ё = |, 1 — 122 = а 
о] оеаяя- 
Подстановка: х = 41 *, 4х = о. ‚ ж-а?. =, так что 


ах 1 1 
а? = 8 ] 05? ЕЁ = 5 (# -- т # 058) -- С. [см. 267, 17) (а)] 
Перейдем теперь к переменной х, полагая # = агс13 — и выражая зшё 


х 
и с0$# через = в. Окончательно 
и Ах ВЕ х 1 
Й (2 -- а?) 24 а? т 92 В НС. 
ах 
о узи" 


Здесь удобнее применить гиперболическую подстановку. Останавливаясь 
для примера, на нижнем знаке, положим: х = асйЕ (при х иЁ>0), 4х = 


—=а31#4 У х?— а? =азВЕЁ. Интеграл приведется просто к [м —=Е-- С. 


Для перехода к х вспомним выражение обратной для гиперболического 
косинуса функции [49, 3)] 


Гу" (Е+У (1 -+с=нечуя-®с. 


причем в по тоянную С’ мы включаем и слагаемое — па. 
} ах ах ах 
10) е) ася (6) а а 
(из - 22) а)" (а — м) 


*) Причем достаточно предположить Е изменяющимся между ее и. 
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В данном случае одинаково просто приводят к цели и тригонометри- 
ческая и гиперболическая подстановки. Для примера, во втором интеграле 


азт ра 291514 


возьмем х = азес р, 4х = ‚ тогда х? — а? = а715?ё и 


05°  с0$ё 
ах 1 с0$ Е а 1 1 1 х 
м. 512 а? за а Е УЕ" 


ах 
11) ] р пртееетиестииттиРА 
х У 22 Хх? 
Подстановка: х = ат, 4х == а с0$Ё 4Ё приводит этот интеграл к такому 


[см. 6) (а)]: 


Но 
? Е _1—508Ё _ а— У а?— х> 
= в ё х ? 
так что окончательно 
] ах 1 | Е 
ЕЕ а: п в 
х у 42 — х? а а 
В заключение рассмотрим еще два примера интегрирования путем 


замены переменной, где подстановка не столь естественна, как в предыду- 
щих случаях, но зато быстро ведет к цели. 


-а—- Ух 
х 


Положим У ха —={— х и примем Ё за новую переменную. При воз- 
ведении в квадрат, х? в обеих частях можно опустить, и в результате 


А к: 
=— 9; 
так что р и ти 
т И ба. а — 1 а 
У жа =#:——5 )—, 4 о 44. 
Окончательно 


а о 
Дея № ницичсен+У ха | + С. 


[Ср. 9] 
ах 
9 Л] Ув=ов=я “<*5® 
Положим, х Е а с05? ф -- В $112 ф (о << 5) ‚ где ф— новая перемен- 


ная; тогда 
х — а = (В — а) 51?х, В — х= (В — а) со$? $, 


ах = 2 (В — а) $ фсо$ф 4$. 
Таким образом, 


ах : — а 
=] лы ЕЕ - С. 
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270. Интегрирование по частям. Пусть и==/(х) и 9=8(х) 
будут две функции от х, имеющие непрерывные производные и = 
=” (х) и 9’ = 2" (х). Тогда, по правилу дифференцирования про- 
изведения, 4 (19) =идо- о4и или иду = а (и) — чаи. Для вы- 
ражения 4(и9) первообразной, очевидно, будет их; поэтому имеет 
место формула 


Гадо вии — [оаи. | (3) 


Эта формула выражает правило интегрирования по 
Г 
частям. Оно приводит интегрирование выражения и 49 = ио ах 
к интегрированию выражения 9 4и = чи’ах. 


Пусть, например, требуется найти интеграл Г хсоз х ах. 
Положим, 


и=—=х, 49=с05хаАх, так что 4и=аАх, ч==9пх*, 
и, по формуле (3), 
[ хсозхах = | хазпх==хятх — [ зшхах = 
| —=хяпх--с0$х С. (4) 


Таким образом, интегрирование по частям позволило заменить 
сложную подинтегральную фунцкию хсо$х на простую зшх. По- 
путно0 для получения о пришлось проинтегрировать выражение 
05$ х ах — отсюда и название: интегрирование по частям. 

Применяя формулу (3) к вычислению предложенного интеграла, 
приходится разбивать подинтегральное выражение на два мно- 
жителя: и и 49=9’Аах, из которых первый дифференцируется, 
а второй интегрируется при переходе к интегралу в правой части. 
Нужно стараться, чтобы интегрирование дифференциала 4% не пред- 
ставляло трудностей и чтобы замена и на Ди и а9 на э в сово- 
купности влекла за собой упрощение подинтегрального выраже- 
ния. Так, в разобранном примере было бы явно невыгодно взять, 
скажем, хх за 49, а с0$х за и. 

При некотором навыке нет надобности вводить обозначения и, 
<, и можио сразу применять формулу [ср. (4)]. 

Правило интегрирования по частям имеет более ограниченную 
область применения, чем замена переменной. Но есть целые классы 


* Так как для наших целей достаточно представить со$ х 4х хоть одним 
способом в виде (у, то нет надобности писать наиболее общее выражение 
для 9, содержащее произвольную постоянную. Это замечание следует иметь 
в виду и впредь. 
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интегралов, например, 
Г хп” х ах, Г хе вит 6х ах, Г х* соз вх ах, Г х* ет ах и др., 


которые вычисляются именно с помошью интегрирования по частям. 

Повторное применение правила интегрирования по частям при- 
водит к так называемой обобщенной формуле интегри- 
рования по частям. 

Предположим, что функции и и ох имеют в рассматриваемом 
промежутке непрерывные производные всех порядков, до (п-- 1)-го 
включительно: и’, 9’ и”, 9”’,..., и®, от, цт+0, от+у, 

Заменяя в формуле (3) х на 9®), будем иметь 


[ ит х — Г и 49®) —= цо® — Г <п) Ци == ио@) — [ и’от) ах. 


Аналогично 
[ го ах == и" — | и’от-п ах, 


[ и"от- 4х — и’у®-й — [ ит?) 4х, 


Га Пи шт — | ит+ о 4х. 


Умножая эти равенства поочередно на 1 или на —!и 
складывая их почленно, по уничтожении одинаковых интегралов 
в правой и левой частях придем к упомянутой формуле: 


[ ит 4х — ит) — п’ итп —.,, 


+ (Пиво СП | и"+ Во ах. (5) 


Особенно выгодно пользоваться этой формулой, когда одним 


из множителей подинтегральной функции служит целый миогочлен. 
Если и представляет собой многочлен п-Йй степени, то и" тожде- 
ственно равно нулю, и для интеграла в левой части получается окон- 
чательное выражение. 


Перейдем. к примерам. 


271. Примеры. 1) Г шлх ах. 


Дифференцирование м х приводит к упрощению. поэтому полагаем 


ах | 
и= пх, 49 = Зах, так ‘что а а 


1 1 1 1 
НЕ ое: 3 вк Я Ай : 
[Г эпхах=ужмх | ах дих 6 “ЕС 


2) (а) [ллхах, (6) Гага х 4х, (в) Гатсзш х ах, 
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Принимая во всех случаях 4х = 49, получим 


(а) [пхаххшх— |[ хашхяхих— [ах=хих— ПС; 
(6) эта хах = хающх— [ка аге х = хагою х — 
х 1 
> | ах= — 5 1 (2 . 269, ; 
[ 1 4х = хагс о х 5 ш (2-1) | С [см. 269, 5) (а)] 


в) [ агсз1п х 4х == х агсяп х — Г х 4 агсз х = х агсп х — 
хах АЕ: | 
— Ут-е = Х агспх -- Ус [см. 269, 2)]. 
3) [ х? эпох ах. 
Имеем 


Га (— сов х) = — 42 с05 «— || (— 608 4) 4х? = 
| =— #1 08 х-- 2 [| хсоз хах. 


Таким образом, мы привели искомый интеграл к уже известному [270 (4)]; 
подставляя его значение, получим 


[хз эт жал = — д сов х + 2(х эх + с08 д) + С. 


В общей сложности здесь правило интегрирования по частям пришлось 
применить двукратно. 


Так же, повторным применением этого правила, вычисляются интегралы 
[Ро ей? 4х, ГР зп дх ах, ГР с0$ вх ах, 


где Р(х) — целый относительно х многочлен. 
4) Если воспользоваться обобщенной формулой интегрирования по частям, 
то можно получить сразу общие выражения для интегралов этого вида. 
Полагая "+1 — е@?, будем иметь 
ах а ат 


ра п-1) _ 6 ‘п—2) _ @ 
я Ка а = а 


ит. д. 


Поэтому, считая Р (х) многочленом п-й степени, по формуле (5) получим 


ГР сое ах = 08 [--— о | ай —... + С. 


а а? а 


Аналогично, если взять 9+0 — зифх, то 


о 


со$ бх = п фх _ 05 вх 


=, во игд 
"Отсюда формула 


р’ > Р р” 
[09 п дх 4х = $ вх. | т —^и +... | с° вх т + ‚.. С. 


® 
$ Г. М. Фихтенгольц, т. ПИ 
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Подобным же образом устанавливается и формула 


Ро вов вхих = | 


РР р’ ри 
— $1 рх. [5--ж-+.-. +085. [а-я +... |+ 


5) | хз п? хах. Имеем 


их т мех 1 |] х4 а |п*х = х4 1х 3 | а 
4 =— 4 4 - та. | П-. 9. Хх шхах, 


и мы свели дело к интегралу 1). Окончательно 


1 111 1 
зп” ВЫ ВВ = 
ма хах д тех > (таит в) + с 


1 1 1 
—=--^* (п? х — — =) -- С. 
д (| 5 шх- в) 
Так, последовательно, вычисляется интеграл 


| х® п" х 4х, 


где Ё — любое вещественное число (Ё => — 1), ат =1, 2,3,... Если приме- 
нить к этому интегралу формулу интегрирования по частям, положив 
и = штх, то получим рекуррентную формулу 


1 т 
Е эн о ХАН ИТХ — & пт-1! : 
[л 11 ит: ХЕ+!]птх тт | хах 


по которой вычисление рассматриваемого интеграла сводится к вычислению 
интеграла такого же типа, но с меньшим на единицу показателем при шх. 
Впрочем, подстановка Ё=плх приводит рассматриваемый интеграл 


к виду Гнев Ш, уже изученному в З) и 4). 


6) Любопытный пример представляют интегралы 


[ еах соз фх ах, Г еаз зп бх 4х. 


Если к ним применить интегрирование по частям (в обоих случаях взяв, 


скажем, (9 = еа> 4х, ч = ет еп) то получим 
" 1 |, 
| еа2 с05 хх = —- еа® со5 вх -- — ] еаз зп фх ах, 


1 В 
] еах зп вх ах = р еа® зп вх — — ] вах с0$ 6х ах. 


Таким образом, каждый из этих интегралов оказался выражением через 
другой *. 


* Если под интегралами разуметь определенные первообразные 
[ср. замечание в 266], то, желая во второй формуле иметь те же функции, 
что и в первой, мы, строго говоря, должны были справа присоединить еще 
некоторую постоянную. Конечно, она была бы поглощена постоянными 
Си С’ в окончательных выражениях. 


> 
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Однако если в первую формулу подставить выражение второго инте- 
грала из второй формулы. то придем к уравнению относительно пер- 
вого интеграла, из которого он и определится: 


| еах соз вх 4х = о ве НЫ в ав - — г вах —- С. 
а? -- 06° 


Аналогично находим и второй интеграл 


_@ зшбх — © со$ вх 
т ей: 7 
] вах п фх ах а С 


7) В качестве последнего примера применения метода интегрирования 
по частям выведем рекуррентную формулу для вычисления инте- 


грала 
Ах 
= Дет (Зы) 
Применим к нему формулу (3), полагая 


] 2пх.ах 
ау = Ах, так что аи = — що 0х. 


(1х? -- 4*)* # (0? ра а") "+! , 


Ц = 


Мы получим 


х х- 
р 
"рай ГИ аа 


Последнии можно преобразовать следующим образом: 


(хе а") — а? 
к э 971 +1 ах = | о о | ААПЕЕ “ах = 
(2 те (хе -- а?) 


ре ах 02 ах у °/ 


Подставляя это выражение в предыдущее равенство, придем к соотно- 
шению 


х 
У — пота" -- 21 т паи +1, 
откуда 
1 х 2п—1 1 
Мент = Элай о Ко 9 2 и 


Полученная формула сводит вычисление интеграла /„+1 к вычислению 
интеграла /„ с меньшим на единицу значком. Зная интеграл 


| х 
® У = = ага —. 


[267, 9) (6); мы берем одно из его значений], по этой формуле, при п=1 
найдем 


| х 1 р 
= 28 рат 2аа "В а, 


3* 
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[что мы выше получили другим путем, см. 269, 8)]. Полагая в формуле 
(6) л=2, мы получим. далее 
1 х 3 
ИИ ВИ 
3 44? (Ж2-Р а?)? -- Чая = 
” 1 х 3 х 3 х 
— чат ера К вая рае Г 8 198 а 
и т. д. Таким образом можно вычислить интеграл /„ для любого натураль- 
ного показателя п. 


_ $ 2. Интегрирование рациональных выражений 


272. Постановка задачи интегрирования в конечном виде. Мы 
познакомились с элементарными приемами вычисления неопределен- 
ных интегралов. Эти приемы не предопределяют точно пути, по 
которому надлежит идти, чтобы вычислить данный интеграл, предо- 
ставляя многое искусству вычислителя. В этом и следующих пара- 
графах мы остановимся подробнее на некоторых важных классах 
функций и по отношению к их интегралам установим вполне опре- 
деленный порядок вычислений. 

Теперь выясним, что именно нас будет интересовать при инте- 
грировании функций упомянутых классов и по какому принципу 
будет произведено самое их выделение. 

В 51 было охарактеризовано то многообразие функций, к кото- 
рым в первую очередь ‘применяется анализ; это — так называемые 
элементарные функции и функции, которые выражаются через эле- 
ментарные с помощью конечного числа арифметических дей- 
ствий и суперпозиций (без предельного перехода). 

В главе Ш мы видели, что все такие функции дифференцируемы 
и их производные принадлежат к тому же многообразию. Иначе 
обстоит дело с их интегралами: очень часто оказывается, что инте- 
грал от функции, принадлежащей упомянутому классу, сам этому 
классу не принадлежит, т. е. не выражается через элементарные 
функции с помощью конечного числа названных выше опера- 
ций. К числу таких заведомо невыражающихся в конечном 
виде интегралов относятся, например, 


Ге ах, ПЕ х? ах, [соз х?* 4$, 
тах, п Ва ах 


шх 


другие примеры подобного рода будут приведены ниже [280, 289, 
290 и сл.]. ® 

Важно подчеркнуть, что все эти интегралы реально суще- 
ствуют*, но они лишь представляют собой совершенно 


* См. сказанное по этому поводу в 264. Мы вернемся к этому ниже, 
в 305. 
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новые функции и не приводятся к тем функциям, которые мы 
назвали элементарными *. 

Известны сравнительно немногие общие классы функций, для 
которых интегрирование может быть выполнено в конечном виде; 
этими классами мы ближайшим образом и займемся. На первом 
месте среди них надлежит поставить важный класс рациональ- 
ных функций. 

273. Простые дроби и их интегрирование. Так как из неправиль- 
ной рациональной дроби можно исключить целую часть, интегри- 
рование которой не представляет трудностей, то достаточно заняться 
интегрированием правильных дробей (у которых степень 
числителя ниже степени знаменателя). 

Из них мы остановимся здесь на так называемых простых 
дробях; это будут дроби следующих четырех типов: 


А И А пт — ММ ми _ ММ 
х—а’' аа, г э-рх +4’ о рх-9)т' 
(&=2, 3, -..) | (т=2, 3,...) 


где А, М, М, а, р, 9 — вещественные числа; кроме того, по отно- 
шению к дробям вида Ш и [У предполагается, что трехчлен 
хх рх-- 4 не имеет вещественных корней, так что 


® 
ы 


Дроби вида Ги П мы уже умеем интегрировать [267, 7)] 


х 
= =Аш[х —а|-С, 


ах А 1 
дека = тает + С 


Что же касается дробей вида Пи ПТУ, то их интегрирование 
облегчается следующей подстановкой. Выделим из выражения 
Хх рх --4 полный квадрат двучлена 


ж-ерхан 2.6. «+ (2) +[9—(5) |= 
+69) 


* Для того чтобы помочь читателю освоиться с этим фактом, напомним 


ему, что интегралы 
Ге. Ла 
1-х? 


от рациональных функций сами уже не являются рациональными 
функциями. Таким образом, если бы для нас „элементарными“ были 
лишь рациональные функции, то уже названные интегралы от „элементар- 
ных“ функций не выражались бы через „элементарные“ функции, предста- 
вляя собой „неэлементарные“ функции новой природы — шх и агх! 
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Последнее выражение в скобках, по предположению, есть число 
‘положительное, его можно положить равным а, если взять 


7 
Геперь прибегнем К подстановке 


хо =Ь ах = а 


арх е-а, МХМ = м (М — ^Р). 


В случае Ш будем иметь 


Мр 

% _ Мх-М_ а МЕ -- (м-^Р) 
зря“ БЕ 

м ры ОЕ а Мр [ а 
ва Г (м) а" 


| — 7) ав С, 


° или, возвращаясь к х и подставляя вместо а его значение: 


Мх- М 
Вр — 
__ М Мр 2х | р 
ео ПОР я Е С. 


Для случая [У та же подстановка ие 


/ МХМ Г МЕ +( 7). 
сре" / ати = 

_ М 214 __ МР а 

2 ] ем 2 Г (#2 - а)" у (1) 


Первый из интегралов справа легко вычисляется подстановкой 
Р-- а? = и, 24 = аи 


2Е Е аи | ] 
= (2 а)" Лайн ит-1 НС == 


1 1 
НЕ. ЕВАИЕН Ыб 
т— 1 (| а?) " (2) 


Второй же из интегралов справа, при любом т, может быть вычис- 
лен по рекуррентной формуле (6) п° 271. Затем останется лишь 


__ 2х-Р 
положить в результате 1 — 5, чтобы вернуться к переменной ть 


Этим исчерпывается. вопрос об интегрировании простых дробей. 
274. Разложение правильных дробей на простые. Остановимся 
теперь на одной теореме из области алгебры, которая, однако, 
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имеет фундаментальное значение в теории интегрирования рациона: 
ных дробей: каждая правильная ‚дробь 


Р (х) 
С (х) 


может быть представлена в виде суммы конечного числа про- 
стых дробей. 

Это разложение правильной дроби на простые дроби теснейшим 
образом связано с разложением ее знаменателя ©(х) на простые 
множители. Как известно, каждый целый многочлен с вещественными 
коэффициентами разлагается (и притом единственным образом) на 
вещественные же множители типа х—аи х?*-- рх-- 4; при этом 
квадратичные множители предполагаются не имеющими вещественных 
корней и, следовательно, неразложимыми на вещественные линей- 
ные множители. Объединяя одинаковые множители (если таковые 
имеются) и полагая, для простоты, старший коэффициент много- 
члена @(х) равным единице, можно записать разложение этого мно- 
гочлена схематически в виде 


(= (Фа... -рх- а”... (3) 


где К,..., т, ... суть натуральные числа. 

Заметим, что если степень многочлена @ есть п, то, очевидно, 
сумма всех показателей А, сложенная с удвоенной суммой всех 
показателей т, в точности даст п: 


ен = | (4) 


Для доказательства теоремы установим предварительно следую- 
щие два вспомогательных предложения: 

1°. Рассмотрим какой-нибудь линейный множитель х — а, входя- 
щий в разложение знаменателя с показателем К >. |, так что 


О (<) = (х — а Ц, (х), 


где многочлен ©, уже на х — а не делится. Тогда данная правиль- 
ная дробь 


Р(х) _  Р(%) 
9 =“ @—990, ©) 


может быть представлена в виде суммы правильных дробей 


А Р(х) 
са Го“ 


из которых первая является простой, а знаменатель второй содер- 
жит множитель х —а в более низкой степени, чем раньше. 


* Буквы Р, О (с различными указателями) обозначают здесь целые мно- 
гочлены, а буквы А, М, № — постоянные числа. 
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Для доказательства достаточно подобрать число А и многочлен 
Р.(х) так, чтобы выполнялось тождество 


Р(х)— 20, (<) = (х —@Р, (х). 


Определим сначала А так, чтобы левая часть делилась на х — а, 
для чего достаточно (по известной теореме Безу), чтобы ее зна- 
чение при х =а было нулем; это приводит к следующему выраже- 
нию для Л: 

_ Р(а) 

— 01 (а) ° 
Оно имеет смысл именно потому, что (также по теореме Безу) 
С, (а) == 0. При указанном выборе А многочлен Р, определится 
просто как частное. 

2°. Пусть теперь х?-- рх 4 будет какой-нибудь из квадратич- 
ных множителей, входящий в разложение знаменателя с показате- 
лем т>.1, так что на этот раз можно положить 


9 (х) = (хе рх- 9)” 9х), 
где многочлен ©, на трехчлен х*-- рх а не делится. Тогда дан- 
ная правильная дробь 

ее 

9 (2) б-р 9", (х) 
может быть представлена в виде суммы правильных дробей 

Мх-- М Р\ (х) 
де-рх-Н 9" б-р" 9, 

из которых первая уже будет простой, а вторая содержит в зна- 
менателе упомянутый трехчлен снова — в низшей степени. 


Для доказательства достаточно подобрать числа М, М и многочлен 
Р,(х) так, чтобы имело место тождество 


Р(*) — (Мх-- №0, (<) = арх ФР, (%). 


Определим М и № так, чтобы на этот раз левая часть делилась 
на квадратный трехчлен х? | рх--4а. Пусть остатками от деления 
Р и О, на этот трехчлен будут, соответственно, ах Ви 1х- 5. 
Тогда вопрос сведется к тому, чтобы на х*-- рх--а делилось 


выражение | 
ах НВ — (Мх №) (1х9) = 
— — 1х? - (& —6М —1№)х- (3 —5М). 
Выполнив здесь деление, на Самом деле, в остатке будем иметь 
[(рт— 9) М — М чх - [91 М — М-Н. 


Мы должны приравнять нулю оба эти коэффициента и, таким обра- 
зом, для определения Ми № получим систему из двух линейных 
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уравнений; ее определитель 

1—6 —1 
ЧТ 0 
отличен от нуля. Действительно, при 1==0 его можно написать 


в виде мае ь 
#[(--) +2: (-т)+4}; 


но выражение в квадратных скобках есть значение нашего трехчлена 


= 50° — рб -- 91° 


5 
хх рх--4 в точке И - и, следовательно, не может быть 


нулем, ибо трехчлен этот не имеет вещественных корней. При 1 =0 
определитель сведется к 02, а в этом случае 6 заведомо не нуль, 
поскольку многочлен (©, на х*-- рх-Р 4 не делится. 

Установив указанным путем значения М и №, многочлен Р, и 
‘здесь также определим без труда как частное. 

Обратимся теперь к доказательству высказанной вначале теоремы. 
Оно сведется к повторному применению предложений 1°и 22°, кото- 
рые обеспечивают возможность последовательного выделения про- 
стых дробей из данной правильной дроби, вплоть до ее исчер- 
пания. 

Если множитель х — а входит в © лишь в первой степени, то, 
в силу 1° (при А =1), мы поставим ему в соответствие единствен- 
ную простую дробь вида 

А 
х—а° 


В случае же, если показатель степени х—а есть Ё > 1, то, 
выделив, „на основании 1°, простую дробь 
Ак 
(х— а)’ 


мы к оставшейся дроби снова применим 1°, выделим простую 
дробь 
Ак-1 
(х — 2)*-1!’ 


и т. д., пока множитель х—а вовсе не исчезнет из разложения 
знаменателя. Таким. образом, в рассматриваемом случае множителю 
(х — а)/^ (Е > |) будет отвечать группа из А простых дробей 


А; Ао А) 
ды (х — а)? Ре - (х — ак ° (5) 


Такое же рассуждение мы поочередно применим и к каждому 
из оставшихся еще линейных множителей, пока знаменатель не 


исчерпается или в его разложении не останутся одни лишь квадра- 
тичные множители. 
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Аналогично этому, пользуясь 2°, квадратичному множителю 
х*- рх-4 мы поставим в соответствие одну лишь простую 
дробь вида 

МХМ 


-рх-4 ° 
если он входит в первой степени, и группу из т простых 
дробей 


М:х -- №1 о инНЬе 


| Мих М 
хр на К реа" ^' Терха  © 


если этот множитель входит с показателем т_›> 1. 
°То же можно сделать и с прочими квадратичными множителями, 
если они еще имеются; этим и завершается доказательство теоремы. 
275. Определение коэффициентов. Интегрирование правиль- 
ных дробей. Таким образом, зная разложение (3), мы тем самым 
знаем знаменатели тех простых дробей, на которые разлагается 


Р 
данная дробь <: Остановимся на вопросе об определении чис- 


лителей, т. е. коэффициентов А, М, №. Так как числители группы 
дробей (5) содержат ЕЁ коэффициентов, а числители группы дробей 
(6) 2т коэффициентов, то ввиду (4) всего их будет п. 

о Для определения упомянутых коэффициентов обычно прибегают 
к методу неопределенных коэффициентов, который 


- Р 
состоит в следующем. Зная форму разложения дроби 5’ пишут 


его с буквенными коэффициентами в числителях справа. 
Общим знаменателем всех простых дробей, очевидно, будет ©; скла- 
дывая их, получим правильную дробь*. Если отбросить теперь 
слева и справа знаменатель (©, то придем к равенству двух много- 
членов (п — 1)-Й степени, тождественному относительно х. Коэффи- 
циентами при различных степенях многочлена справа будут линейные 
однородные многочлены относительно п коэффициентов, обозначен- 
ных буквами; приравнивая их соответствующим численным коэффи- 
циентам многочлена Р, получим, наконец, систему п линейных урав- 
нений, из которых ‘буквенные коэффициенты и определятся. Ввиду 
того, что возможность разложения на простые дроби наперед уста- 
новлена, упомянутая система никогда не может оказаться проти- 
воречивой. 

Больше того, так как упомянутая система уравнений имеет 
решение, каков бы ни был набор свободных членов (коэффициентов 
многочлена Р), то ее определитель необходимо будет отличен от 
нуля. Иными словами, система всегда оказывается определен- 
ной. Это простое замечание попутно доказывает и единствен- 


* Сумма правильных рациональных дробей всегда представляет собой 
правильную же дробь. 
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ность разложения правильной дроби на простые дроби. Поясним 
сказанное примером. 


2х 2х-- 13 _ 
ео‘ 


Пусть дана дробь Согласно общей теореме, для нее 


имеется разложение 
2х 2х--13 _ А а. Вх-+С зы: Е 
(х — 2) (2-1) — х—2 эр т (-р" 
Коэффициенты А, В, С, О, Е определим, исходя из тождества 
2х 2х - 13 = А (х?-|- 1) + (Вх - С) (хм 1) (х— 2) {+ (Рх- Е) (х— 2). 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х слева и справа, 
придем к системе из пяти уравнений 
| 24 | А-В =0, 
х?| —2В-- С=0, 
х? 2А--В—-2С--О=2, 
Хх! - 2+ С —2Р + Е=2, 
хо А—2С — 2Е = 13, 
откуда 
А=1 В=—1 С=-—2, О=-3. Е=-4. 
Окончательно 


Эх 9х - 13 1 х-2 _3х- 4. 


ое хр о о!’ 

Алгебраический факт, который мы только что установили, имеет 
непосредственное применение к интегрированию рацно- 
нальных дробей. Как мы видели в 273, простые дроби инте- 
грируются в конечном виде. Теперь мы то же можем сказать 
о любой рациональной дроби. Если всмотреться в те функции, через 
которые выражаются интегралы от целого многочлена и от правиль- 
ных дробей, то можно сформулировать более точный результат: 

Интеграл от любой рациональной функции выражается 
в гонечном виде —с помощью рациональной же функции, лога- 
рифма и арктангенса. 


Например, возвращаясь к только что рассмотренному примеру и вспо- 
мнная формулы п” 273, имеем 


2 2х--13_ ах [|-> АЯ х-2 1, 
1 т хр 
3х 4 1 3—4х 
ай г в о 
01 р и ыы 
276. Выделение рациональной части интеграла. Существует 
прнем, принадлежащий М. В. Остроградскому, с помощью 
которого нахождение интеграла от правильной рациональной дроби 
значительно упрощается. Этот прием позволяет чисто алгебраи- 
ческим путем выделить рациональную часть интеграла. 


4 агсе х + С. 
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Мы видели [273], что рациональные члены в составе интеграла 
получаются при интегрировании простых дробей вила ИП и №. 
В первом случае интеграл сразу можно написать 


А А | 
Я (х — а) = Е— 1 (хх — ЕЕ: (0 


Установим теперь, какой вид имеет рациональная часть интеграла 
2 
] Мх-- М — ах (т> 1, а— ^^ > 0.. 
(2 рх- а) 4 
_Прибегнув к знакомой уже нам подстановке Хх =Ь ИСПоЛЬ- 


зуем равенства (1), (2) и формулу приведения (6) п’ 271 при 
п = т — 1. Если вернуться к переменной х, то получим 


Е Е Е НЕ 
(3 -рх-9 = (2-Е рх 9) (2-Е рх Е 9) 


где М’, №’ и я означают некоторые постоянные коэффициенты. 
По этой же формуле, заменяя т на т— 1, для последнего инте- 
грала найдем (если т _> 2) 


] аах Мих № и: Г ах 
(еррх-- 4)" беря" (хе рх-- 9)" —* 


и т. д., пока не сведем показатель трехчлена х?-- рх-- 4 в инте- 
грале справа к единице. Все последовательно выделяемые рациональ- 
ные члены суть правильные дроби. Объединяя их вместе, получим 
результат вида 


т Мх- М = Е Ю (х) вне» /] ах (8) 
(Тр (же рх- 9) д рх- 9 


где А(х)— целый многочлен, степени низшей, чем знаменатель *, 
а Х — постоянная. 


р 
Пусть имеем правильную дробь ``’ Которую будем предпола- 


гать несократимой, и пусть знаменатель ее @ разложен на простые 
множители [см. (3)]. Тогда интеграл от этой дроби представится 
в виде суммы интегралов от дробей вида (5) или (6). Если К (или 
т) больше единицы, то интегралы всех дробей группы (5) [или (6)], 
кроме первой, преобразуются по формуле (7) [или (8)]. Объединяя все 
эти результаты, окончательно придем к формуле вида 


РР) | Ра) 
] 9 “* = 9,0) +/ у”: (9) 


* См. сноску на стр. 42. 
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Р 
Рациональная часть интеграла получена от сложения выделенных 


©! 


выше рациональных частей; следовательно, прежде всего она 
является правильной дробью, а ее знаменатель (), имеет раз- 
ложение 


0, (х) = (х —а-!... (с рх-а”"... 


Р 
Что же касается дроби —, оставшейся под знаком интеграла, то она 


1% 
получилась от сложения дробей вида [Г и Ш, так что она также 
правильная, и 


05(х) —= (х— а)... (д -Нрх-Ра... 


Очевидно [см. (3)|, О = 0)10.. 
Формула (9) и называется формулой Остроградского. 
Дифференцируя, можно представить ее в равносильной форме 


у 
0=б: а: ` (10) 
19. 9 9. 

Мы видели, что многочлены О и © легко находятся, если 
известно разложение (3) многочлена О. Но они могут быть опреде- 
лены и без этого разложения. Действительно, так как производная ©” 
содержит все простые множители, на которые разлагается (), именно 
с показателями на единицу меньшими, то ©, является наибольшим 
общим делителем (© и @’, так что может быть определено по этим 
многочленам, например, по способу последовательного деления. 
Если (©, известно, то @©.› определится простым делением (© на (), 

Обратимся к определению числителей Р, и Р› в формуле (10). 
Для этого также пользуемся методом неопределенных коэф- 
фициентов. 

Обозначим через п, п|, П›, соответственно, степени многочленов (), 
9., 0, так что п - п› =п; тогда степени многочленов Р, Р,, Р. 
будут не выше п — 1, п, — 1, п› — 1. Подставим в качестве Ри Р, 
многочлены степеней п, —1:и п—1 с буквенными коэф- 
фициентами; всего этих коэффициентов будет п. -- п», т. е. п. 
Выполним в (10) дифференцирование 


7 
РР! — РО! Р 
о. 
Ч 9 9 
Покажем теперь, что первую дробь всегда можно привести 
к знаменателю (©), сохраняя целым числитель. Именно 
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’ 
1%“? 


если Н означает частное 0. Но это частное можно представить 
1 


в виде целого многочлена. Действительно, если (х — а\*, при А =1, 


входит в состав (),, то (х — а)/*-! войдет в О, а х—а в состав ©,; 
такое же заключение можно сделать и о множителе вида (х?- рх —ад)т 
при т-==1. Следовательно, числитель Н нацело делится на зна- 
менатель, и впредь под Н можно разуметь целый многочлен (сте- 
пени п — 1). 

Освобождаясь от общего знаменателя ©, придем к тождеству 
двух многочленов (степени п — 1) 


Р19, — Р.Н -{ Р.О, = Р. 


Отсюда, как и выше, для определения п введенных буквенных 
коэффициентов получим систему из п линейных уравнений. 

‚Так как возможность разложения (10) установлена, каково бы 
ни было Р, то упомянутая система должна быть совместной при 
любых свободных членах. Отсюда само собой вытекает, что опре- 
делитель ее отличен от нуля, а значит — система необходимо ока- 
зывается определенной, и разложение (10)— при. указанных 
знаменателях (©), и ©, — возможно лишь единственным образом *. 


Пример. Пусть требуется выделить рациональную часть интеграла 


Й де 4х8 16-12% --8 
—_ @- ой | 


=== яе-хь = 
4.4 - 4х3 -- 16.х? -- 12х 8 ах? -- ох с 4х ех- у 
ея [ея К ЕячянГ. 
откуда 
4х4 —- 4х3 -- 162 -|- 12х 8 = (2ах В) (хе-хе — 
— (92 ох - с) (3х7 -- 2х - 1) - (ах? -ех - Л) (8 ху. 


Прнравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих частях, 


получим систему уравнений, из которых и определятся неизвестные а, 
а т 


хз 4 =0 (в последующем уже Д в расчет не берем), 
х4 | _а-е=4, 

хз | —_ 20 те--у=4, 

х? а— в — Зе--е-- == 16, а= — 1 6=1, с= —4, 
х! 2а— Зе е--У== 12, 4=0 е=3, Г=5. 
Хо с = 8. 


Имеем 


* Ср. аналогичное замечание по поводу разложения правильной дроби 
на простые дроби, стр. 42. 
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Итак, искомый интеграл 


ря. Ве а т: 
оба м7 яя 
ах __ х°—х-4 
р + Загавя + С 


В этом примере вычисление последнего интеграла легко было произвести 
сразу. В других случаях ирнходится снова разлагать на простые дроби. 
Можно, впрочем, и этот процесс объединить с предыдущим. 

277. Примеры. Приведем дальнейшие примеры на интегрирование 
рациональных фукций. | 


о ая. 
х* (1-- х")- 


Разложение на простые дроби здесь достигается путем незамысловатых 
преобразовании: 


п Зы нь 
ХЕ 2) (Е?) о (1-4?) (1 х?)? 
В о ИЕ ИН РИН а 
— зат аж я пя аж. 
1 1 х 3 
Ответ: — к а ох ТЕ ЕН р агс( х -- С. 
ео оне | ВИЙ 
2) ие ее ех-5“* 
Имеем 
о 11 
4х 4х — И о 
2х ПО-ЭОх—5 (*-1) 5 
*—2)(*+5)(*—5) 
А В @ 
=—т- +“ ;, 
т. 3 5 
о о 


откуда следует тождество 


ранее 


Вместо того чтобы приравнивать коэффициенты* при одинаковых степе- 


нях х слева и справа, можно поступить иначе. Положим, в этом тождестве 

35 ] | 3 
=, —-—,--; сразу получим А=— а — — 
а то" о 
(ибо всякий раз справа останется лишь одно слагаемое). 


роследовательно х = 
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1 11 1 31.3 51 
Ответ: д Ш тои х+5 +3 #5 +с= 
1, | (2х— 1) 2х — 5) — 
=" 2х3 В 
эт: 


Так как | 
д = (| 2.2 -- 1) — 2х2 = (х2- 1) — (ху)? = 
= (22 -+хУ2 +1) (—ху2+ 1, 


то разложение ищем в виде 
| ] Ах- В 
т ТЫ 
а -+ху2+1 
Из тождества 
1 = (Ах В) (*— ху +0 (Сера куй +1) 
получаем систему уравнений 
х| А-+С=0, 
х? | -УЗА+НВ-+НУ2С+Ь=0, 
х1 А— Ув С++ Ур =0, 
хо ВО =1, 


1 


Сх-о 
ху 


откуда | 
А = — С = 


Таким образом, 


ах _ 1_ __х+У2__ 1 х—-у7 —_ 
ту] И" ку А тая= 
и -хУ2 1 | = 
4 о х? >. У?-+! т уе У жа 


т ут агся (хУ2 —П- С. 


Использовав формулу сложения для арктангенсов [50], можно этот резуль- 
тат представить и в такой форме: 
| ю-ху2 ей 1 ВИ 


= п—_— агсЕ С". 
у хуи 22 мт 


Нужно заметить, однако, что это выражение годится лишь отдельно 
для промежутков (— со, —1), (—1, 1), (1, -- сс), ибо в точках х = +1 оно 
теряет смысл. Постоянная С” для этих о соответственно, равна 


С———=, В: 
2 у м: У? 
а изменение постоянной компенсирует разрывы самой функции 
при х = 
4) т: ааа. а 
пы 1) (<? — 2х 2} 


х 1 
шт Очевидно, постоянная С” разнится от постоянной С на —5 12. 
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Прибегнем к выделению рациональной части интеграла. Имеем 
Ва = (9 — 2х2), = (м — 1 (9—2 2). 
Таким образом, 
2х4 — 4х3 -|- 24х? —40х-|-20 _ 
(х — 1) (<> — 2х ` 

[Ея] т ИЕ 1-е 

— (1х2 — 2х -- 2)? ты х— 2х2’ 
причем мы заодно уже разлагаем на простые дроби то выражение, которое 
еще подлежит интегрированию (после выделения рациональной части ин- 


теграла). 
Тождество 


2х 1 4434 2452 — 40х 4-20 == (Зал? 4 96х 4-6) (2—2) («—П— 
а о -- сх а). 2 (2х —2)(х— 1+ 
Не — 2х 2) (ха) — 0 (2х 2)1 
приводит к системе уравнений: | 
х8 е-- Л=0, 
х| —а— бе — э/- с =0, 
х4| —а— 260 - 18е + 127—596 =2, 
хз| За--26 — 3 — 32е — 167 -{- 128 = —4, 
х? | — ба |- 46 -- 5с — 44 -- 36е 127 — 16р == 24, 
х1 | — 46 -- 84 — 24е — 4} -- 120 = — 40, 
х0 | — 2с — 44 -- 8е — 40 = 20, 


откуда 
а=2, = — 6, с=8, а=—9, е—2, 1=—2, в =4. 
‚23 — 6х -- 8х —9 
Е оо В+ 2 го (и — 1 + С 
ее 


Е ое -х- 17 
Выделим рациональную часть интеграла. Имеем 
(Оо 1, = х+ 1. 
Разложение ищем в виде 
ах хз сх ах-+е : 1х -ф- 2х В 
Е СЕ 
Из системы уравнений: 
м| /=0, 
| —ае=1, 
х| а — 26 Зе-й=—1, 
х4| 5—6 — Зе 5 4 ЗВ =1, 
хз 4а -- 36 — Зе — 44а Е 5е 5 =2, 
х? Зе — 54 — 5е | Зе - 5й = 3, 
д| 2—@а—Те4 е- 31 =3, 
х| а—Зе4в=3 


4 Г.М. Фиктенгольц, т. И 
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находим ;9 | 
а=—1, 6=0, с=—2, 4=0, е=—1 У=#=й=0. 
Таким образом, здесь интеграл весь сводится к рациональной функции 
и х4— 22] +- С. 

ха -Ех 1 


$ 3. Интегрирование некоторых выражений, 
содержащих радикалы 


ах В ‹ *ж* 
ух 8 /° 
Примеры. Выше мы научились интегрировать в конечном виде ра- 
циональные дифференциалы. В дальнейшем основным приемом ин- 
тегрирования тех или других классов дифференциальных выражений 
будет разыскивание таких подстановок { —= ® (х), которые привели бы 
подинтегральное выражение к рациональному виду и дали бы воз- 
можность представить интеграл в конечном виде в функции от #. 
Если при этом сама функция ®«(х), которую надлежит подставить 
вместо [, выражается через элементарные функции, то интеграл 
представится в конечном виде и в функции от х. 

Назовем этот прием методом рационализации подин- 
тегрального выражения. 

В ‘качестве первого примера его применения рассмотрим инте- 


грал вида 
Деу рае с 


где Ю означает рациональную функцию от двух аргументов, 
т — натуральное число, а о, В, 1, 6 — постоянные. 
Положим 


ах В т ах В = __ 1% —В 
#—® (х) = И. 1 — 1х, Е 


Интеграл перейдет в 


278. Интегрирование выражений вида К (х. у 


[990.09 ав 


здесь дифференциал имеет уже рациональный вид, так как К, ф, 
ф’— рациональные функции. Вычислив этот интеграл по правилам 
предыдущего параграфа, к старой переменной вернемся, подставив 
Е —® (Х). 

К интегралу вида (1) сводятся и более общие интегралы 


ее. На 


* Условимся раз навсегда буквой А обозначать рациональную 
функцию от своих аргументов. 
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где все показатели г, $, ... рациональны; стоит лишь привести эти 
показатели к общему знаменателю т, чтобы под знаком интеграла 


У ах 
получить рациональную функцию от х и от радикала И =. 


__ Ух. 12 _ 
: (1) Ух т 
ах | В 


Здесь дробно-линейная функция Е в частности, свелась просто 


х-5 


к линейной функции. Полагаем # = Ух ЕТ, 4х = №46 тогда 


Ух 1+2 —_ 2, _ 2 9642 — 
1 — Ух к? ети ] (т вег)4- 
И 2 2-1 
РГ — т агсЁр в С, 


где остастся лишь подставить # = Ух 1. 


Ах 3) х+т ах. 
[=] Ир ЕРЕТИВЕ> 
УП Ра а 


Примеры. 1) 


3 р. 
Полагаем ВЕНЕ хе Ет : тя тогда 
ОИ р | 
ТИ 4х — | — 341 = /(- а 
х- 1 х--1 в— 1 ЕЁ —] РНЕ-1 
__ 1 РНЕ 1 г 1 
— г С -- Уз агс(е Уз -- С, 


ттт 
ег = = . 
х—1 


279. Интегрирование биномиальных дифференциалов. Примеры. 
Биномиальными называются дифференциалы вида 


хт (а рх”)Рах, 


где а, р — любые постоянные, а показатели т, п, р — рациональные 
числа. Выясним случаи, когда эти выражения интегрируются в ко- 
нечном виде. 


Один такой случай ясен непосредственно: если р— число 
целое (положительное, нуль или отрицательное), то рассматриваемое 
выражение относится к типу, изученному в предыдущем п’. Именно, 
если через ^ обозначить наименьшее общее кратное знаменателей 


а 

дробей т и п, то мы имеем здесь выражение вида В ИЕ ах что 
В.о 

для рационализации его достаточна подстановка { = Ух. 


4* 
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Преобразуем теперь данное выражение подстановкой & = х”". 
‚ Тогда 
т-+1 


хт (а хт)Р ах = а- Ра 


и, положив для краткости 


т 1 Е 
а 
° будем иметь 
кт каз вахту ах ан" 42. | (2) 


Если д — число целое, то мы снова приходим к выраже- 
нию изученного типа. Действительно, если обозначить через у зна- 
менатель дроби р, то преобразованное выражение имеет вид 


ь 

НН 
в(2. Уа--5г ) Рационализации подинтегрального выражения можно 
достигнуть и сразу — подстановкой 


т. га ара а ИБ -Ерут. 


Наконец, перепишем второй из интегралов (2) так: 


] ее и ыы рее г. 


Легко усмотреть, что при р--4 целом мы также имеем изучен- 


э 
| а-—-65г 
ный случай: преобразованное выражение имеет вид ®(:. ЕЕ г 


`’Подинтегральное выражение в данном интеграле рационализируется 
и сразу подстановкой 


ЕН —=Уах-" В. 


Таким образом, оба интеграла (2) выражаются в конечном 
виде, если оказывается целым одно из чисел 


р, 9, р 9 
или (что то же) одно из чисел 


т1 т-1 
ПР. 


п 


р, 


Эти случаи интегрируемости, по существу, известны 
были еще Ньютону. Однако лишь в середине прошлого столетия 
П. Л. Чебышев установил замечательный факт, что других слу- 
чаев интегрируемости в конечном виде для биномиальных дифферен- 
циалов нет. 
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Рассмотрим примеры. 


1) рые о 


Ух 
Здесь т = ыы ыы так как 
Д О И. Иа, 
ыы 
О 
п — р бань: 
4 


то имеем второй случай интегрируемости. Заметив, что у=3, положим 
(по общему правилу) 


3 4 — 
Иа И. х = (8 —1)4, ах = 128 (В — 134 


те 


ах = | в—ви=т И (48 —7)--Сит. д. 


1 
2) = | ма+5 * ах. 
угЕя 


1 
На этот раз т = 0, п=4, р= — РТ. третий случай интегрируемости, так как: 
т- | ] | 
- - р= = 0. Здесь у = 4; положим 


уеыт-ИГЕЯ -= 


— (14 — 4 
к х=(Н—1 *, 
р 5 


ах=—В(#—1) “а 
так что 
1 


4 и 
Ит-м == * 


] ах реет Г АИ "Г а _ 
Е. — 1 4 РЕГ-т-г) 24 В+ _ 


ИТ 
#41 1 
= =] | за + С 
итд 
ах ь и 
3) ——= | х-1(1--л5) Зах. 
ху 1-х 
Здесь т = —|1, П=5, р=—3; второй случай: и = 0; у=3. По- 
ложим 
з р. 3 _4 
=уУ1— 45, х= (В —1)5, ах= (В —1) 54 


5 
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имеем 


ыы ом = | 4 — 
а 5 в—1 #1 ВЕЕТ 


си _@—1 , УЗ агс!о аи. 


ПЕР 5 уз и 


и т. д. 


280. Формулы приведения. Так как интеграл от биномиального 
дифференциала всегда может быть [см. (2)] преобразован к виду 


Лра= Г (а 62)? 27а, (3) 


то в дальнейшем ограничимся рассмотрением именно этих интегралов. 
Установим ряд формул приведения, с помощью которых 
‘интеграл (3) может быть, вообще говоря, выражен через подобный же 


‘интеграл /р’,а’, где р’и 4’ разнятся от ри 4 на произвольные це- 
лые числа. 


Интегрируя тождества 
(НОР И — а (а- 2)? - Ь(а РР ьг)Р2Т", 
а ‘ ‘ 
а] = (р Оба 52) Иан рат, 
‚найдем 
Урна == @Лр,а Е Врач, 
а (рН Пра -На-Н О нач. 


‘Отсюда получаются первые две формулы 


| о арын, ра 
< 9 а (РО. Лр+1, 4» 
и: — 


__ (а 2)Р+т 1+1 р--4-2 
о Яо оо Рамо 
9—1 


которые позволяют увеличить показатель р или 4 на единицу 
(если только он отличен от — 1). 

Разрешая эти равенства относительно Ур+1,а, Ур,а+1 И заменяя р 
и 4 соответственно н— р—Ги 9—1, придем к формулам 


(а-- 6г)Р 2+1 ар 
о а = раЕ ТРИ -ьь 
(р+а2-—1) 
(а- 62)Р+1 24 _ ад р 
(РАО — Б(Р-аи ‘РТ " 


которые позволяют уменьшать показатель р или 4 на единицу 
{если только сумма р--4. отлична от —1). 


(ТУ) Лр,а = 
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Если ни р, ни 49, ни ра не будут целым числом (так что 
интеграл /ра не выражается в конечном виде через элементарные 
функции), то формулы приведения могут последовательно прилагаться 
без всякого ограничения. С их помощью параметры ри д могут 
быть сделаны, например, правильными дробями. 

Остановимся на более интересном для нас случае, когда интеграл 
берется в конечном виде. При: этом можно предположить, что целым 
оказывается показатель р или 4, так как случай целого р--4 под- 


1 
становкой 2 —=-,. приводит к случаю целого 4. 


Тогда последовательное применение выведенных формул позво- 
ляет свести этот целый показатель, р или 4, к О (если он был по- 
ложительным) или к —1 (если он был отрицательным). Этим обычно. 
либо заканчивается интегрирование, либо — во всяком случае — зна- 
чительно упрощается. | 


Примеры. 1) Рассмотрим интеграл * 


* хт 
Ре ] ут-я ах (т — целое). 


Здесь п =2, РЕ: поэтому при т нечетном оказывается целым числом 
т 1 т ] т ] т-- | 1 т 
нь Е”, а при т четном — число И НЕ 


и что во всех случаях интеграл в конечном виде берется. Подстановкой. 
г = х? сведем его к интегралу 


1 т-1 ы 


1 >? 1 
з[в—э а аг = —У 1 


Если, считая т>> 1, приьНизь к этому последнему интегралу формулу: 
(1\), то получим 


Е т— 1 
1 2 - 
с т—1 т -|- т 1 | 7—3» 
2" 2 2 
или, возвращаясь к данному интегралу, 
1 р ] 
Нь=ф д х” т х? Ни —2 * 


Эта формула, уменьшая значение т на 2, последовательно ‘сводит вы- 
числение Нъ ‚либо к 


хах 


ЕС 
1 Ут— У ХЕ 


* Аналогично можно исследовать и интегралы 


х хт 
—____ Ах, —_—_—___ Ах. 
ТЕ УЕ ^ 
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при т нечетном, либо же к 


ах 
Н = = мета С 
0 у! —_ 5 ия 
при т четном. 


Пусть теперь т<« —1, так что т= — и, и`>1. Применим на этот Ре 
формулу (1) 


1 т 
Е -еы т--2 
и 2 т-1 а. и 
2 
откуда 
оо о. = 
х х и —2 
НЦ = — 
а и — 1 т и — 1 Н- (>). 


С помощью этой формулы мы имеем возможность уменьшать значение 
и на 2 и, последовательно, свести вычисление Н_, либо к 


в 
а к — 
н_,— Й 4х 11 
х у! — д? Хх 
при и нечетном, либо же к 


4х ‚ Фе. 
О Е. 
У уг о 
‚при в. четном. 


2) Если к интегралу* 


> ах 1 5 —(п+1 
ая Дня т [ @ +5 и РИ - 


(х?- а)" т! 
(п=Ь2, 3...) 


+С 


лтрименить формулу (1): 
1 
2 э)- п? 11 


а, К п т Мия, 


2 


-то, возвращаясь к Иж, получим уже известную нам [271, (6)| формулу при- 
ведения 


+= паз (к? - а)" -- п з/п. 


281. Интегрирование выражений вида К (х, Уз ох- с). 
Подстановки Эйлера. Переходим к рассмотрению очень важного 
Жжласса интегралов 


Г в(х. Ув ох- сах. — (4) 


* Аналогично можно исследовать и интеграл 


(2 — а)" +! ° 
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Предполагаем, конечно, что квадратный трехчлен не имеет равных 
корней, так что корень из него не может быть заменен рациональ- 
ным выражением. Мы изучим три подстановки, называемые под- 
становками Эйлера (1.. Ешег), с помощью которых всегда 
можно достигнуть здесь рационализации подинтегрального выражения. 

[| подстановка приложима в случае, если а>0. Тогда полагают" 


Уве хе —#— Уах*. 


Возводя это равенство в квадрат, найдем (по уничтожении членов 
ах? в обеих частях) Хх е=й—2Уа [х, так что 


РИ =. ————^_ _ Уай-и-+еТуа 
а Уахе-бх--е = 2УаЕ-ь 
Уаз и сУа 
и ыН АЕ 
“х ФУ “ 


Все остроумие эйлеровой подстановки именно в том, что для опре- 
деления .х получается уравнение первой степени, так что х, а од- 


новременно с ним также и радикал Уаз ох с выражаются 
рационально через {. 

Если полученные выражения подставить в (4), то вопрос сведется 
к интегрированию рациональной функции от Ё. В результате, воз- 


вращаясь к х, нужно будет положить Ё== Уах-РЬх с РГ Уах. 
П подстановка приложима, если с > 0. В этом случае можно 
ПОЛОЖИТЬ 


Уз х-Ре = Ус**. 
Если возвести в квадрат, уничтожить с в обеих частях и сократить 


на х, то получим ах 6 =хе-- 2 сЁ— снова уравнение первой 
степени относительно х. Отсюда 


__ 2УаЕ-Ь ^^ __ Усы Ус 
ТБ Уах ны а ЕН И 


с? — Ш са 
1х2 ана А ДЕ. 

(@—#) | 
Подставив это в (4), очевидно, осуществим рационализацию подин- 
тегрального выражения. Проинтегрировав, в результате положим 


Е У а хе — Ус 


х 


* Можно было бы положить и 
У ах Ре =Е+ Уах. 
** Или У ах фе = хё — Ус. 
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ЗАМЕЧАНИЕ [. Случаи, рассмотренные выше (а > 0 ис>0) 
1 
приводятся один к другому подстановкой х = —. Поэтому всегда 


можно избежать пользования второй подстановкой. 

Наконец, Ш подстановка пригодна в том случае, если квад- 
ратный трехчлен ах? - 5х - с имеет (различные) вещественные корни 
ХЛ иь. Тогда этот трехчлен, как известно, разлагается на линейные 
множители 


ах хе —=а(х—№(х— в). 
Уах ох с —=#(х — ^). 


Возводя в квадрат и сокращая на х—), получим и здесь уравне- 
ние первой степени а (х — в) = (х —^), так что 


Положим 


__ — ав - А. АВЕ 
в ИРЕН бЕ Уах т жи 
__ 2а(и —№ЕЁ 
ит. д. 
ЗАМЕЧАНИЕ. |. При сделанных предположениях радикал 


Уз —№(х— в) (считая для определенности, скажем, х>>^) 
можно преобразовать к виду 


«МУ ах 


Хх — 


Так что в рассматриваемом случае 


Ю(х, Уа Ее) = В, (х, У а* ="). 


х—^ 


и мы, в сущности, имеем дело с дифференциалом изученного 
в 1” 278 типа. Ш подстановка Эйлера, которую можно записать, 


в форме 
ыы ЕЙ ль 
У «== | 


тождественна с подстановкой, уже указанной в 278. 

Покажем теперь, что Ги Ш подстановок Эйлера одних доста - 
точно для того, чтобы осуществить рационализацию подинтеграль- 
ного выражения в (4) во всех возможных случаях. Дейст- 
вительно, если трехчлен ах?--5х--с имеет вещественные корни, 
то, как мы видели, приложима Ш подстановка. Если же вещест- 
венных корней нет, т. е. 6? — 4ас < 0, то трехчлен 


ах ох с = И (ах о - (4ас — 5?)| 


при всех значениях переменной х имеет знак а. Случай а < 0 нас 
не интересует, ибо тогда радикал вовсе не имел бы вещественных 
значений. В случае же а > 0 применима [ подстановка. 
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Эти соображения’ приводят вместе с тем к общему утверждению: 
интегралы типа (4) всегда берутся в конечном виде, причем для: 
представления их, кроме функций, через которые выражаются 
интегралы от рациональных дифференциалов, нужны еще лишь. 
квадратные корни. 


282. Геометрическая трактовка эйлеровых подстановок. Эйле-- 
ровы подстановки, кажущиеся столь искусственными, могут быть- 
все получены из наглядных геометрических соображений. 

Рассмотрим кривую второго порядка 


у == = Ув х-с или у = ах рх Ре. 
Если взять на этой кривой произвольную точку (ху, Уд), так что 
У = ах. — ра —- С. (5) 


то проходящая через нее секушая у — уу =1(х — ху) пересечет кри-- 
вую еще только в одной точке (х, у). Координаты последней най-- 
дутся простым вычислением. Исключая у из уравнений кривой. 
и секущей, получим | 


[НЕ (х — хо) == ах -Нх с, 
откуда, с учетом (5), 
21 (х — м) Е (х — хо)? — в(х? — х0) 5 (* — хо) 
или — по сокращении на х — ху — 
ВЕН В (х — хо = а(х хо 5. 


Таким образом, абсцисса х, а с нею и ордината у второй точки 

пересечения выражаются рациональными функциями от пе- 

ременного углового коэффициента #. При этом очевидно, что, над- 

лежаще изменяя #{, можно заставить точку (х, у) описать всю кривую. 
Теперь ясно, что зависимость 


Уз ох-с — и=Е(х— 


и определит ту подстановку, которая заведомо рационализирует 
подинтегральное выражение в случае (4). 

Пусть трехчлен ах? х--с имеет вещественные корни ^ и вц; 
это значит, что наша кривая пересекает ось х в точках (^, 0} 
и (1, 0); взяв, например, первую из них за точку (Ху, Уд), придем. 
к Ш подстановке Эйлера 


Уаз с Ей), 


Если с > 0, то кривая пересекает ось у в точках (0, —Ус)}; 
взяв одну из них за точку (ху, Уз), получим П подстановку Эйлер 


Ув 6х-с Ус = 1х. 
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Наконец, в сущности, в том же порядке идей получается и [ 
подстановка Эйлера, лишь за точку (ху, Уд) мы принимаем беско- 
нечно удаленную точку кривой. Именно, предполагая а > 0 
{в этом случае кривая будет гиперболой), рассмотрим асимптоту, 
кривой у —= — Уз х и станем пересекать кривую прямыми у = #—У ах, 
параллельными асимптоте (они будут проходить через упомянутую 
бесконечно удаленную точку). Каждая такая прямая пересе- 
каст кривую во второй точке (х, у), координаты которой будут 
рациональными функциями от 2. Отсюда подстановка 


Уаз 6х Ре = Уах. 


283. Примеры. Нам уже известны два основных интеграла [269, 9) 
и 12); 268]: 


а рее РяИЯ 


Ах 
[ —___ = агсу|п —_ —- С, 
У — а 


относящихся к рассматриваемому типу. Отправляясь от них, можно вычис- 
лить и другие интегралы. 


ах 
1) ] ————__. При вычислении этого интеграла будем различать 
Уз В 


два случая: а > 0 иа_х 0. 
Если а >0, то интеграл легко преобразуется к первому из основных 


(при =) ° 
&И +1 |+с 


Можно еще умножить аргумент логарифма на «, что введет дополнительное 


р 


слагаемое т ша и, следовательно, отразится лишь на С. Окончательно 


получим 
] а еее 5 (6) 

Ув Ух («>0) 
Если жеа< 0, так что а = — [а |, радикал перепишем в виде ув —|а| х?. 


Для того чтобы радикал вообще мог иметь вещественные значения, необхо- 
димо предположить здесь В >> 0. Интеграл преобразуется ко второму из ос- 


новных интегралов (при = аз). и 


Гузяер тут" (У +6 в 
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К интегралам (6) и (7) с помощью элементарных приемов приводятся 
многие другие. Например, 


2) р У ах? --В ах берется интегрированием по частям 
[Уз ах = худ | хаУ зав — 


РА Е 2х? ие | @^ В) —8 , _ 
= хУ а 3 = -уеееак= ху [ Уже в = 


= хУ аж в — Гут а ут. 


Справа у нас снова получился искомый интеграл; перенося его налево 
и разделив все равенство на 2, найдем 


и. ыыы. В ах 
Дузявах = УзА ут. (8) 


Для получения окончательного результата остается лишь вместо послед-. 
него интеграла подставить его выражение (6) или (7), смотря по тому, будет ли 


ар или «< 0. | 
. ах ах 
Г Гу: ы ] пузев” ® Гоячвя 


сводятся К уже известным интегралам простой подстановкой Хх = 


ь 


Ах = в АЕ. Имеем (для определенности, пусть х и Ё >> 0): 


(а) ] ах — ] а 
ху -в Уз 82 
— дальнейшее вычисление производится по формуле (6) или (Т), смотря по 


знаку 3. Далее, 
Г 


ах 1 ИВАНЕ 
лун" у РУ +С- 
Ух В 
ый Вх Е. 


и аналогично 


ах ЗН ЕаЕ = 
® ] ее Л @&- 82) 
1 1 1 6 
ИЕ о ВЕН В, 
у Вузе * 


4) Тождественные преобразования подинтегрального выражения приво- 
дят к уже вычисленным следующие, например, интегралы: 


х?ах У а В д х? а 
(а) Де пер’ © ЕВЕ х, (в) т х 
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Имеем 
ах _ В 
- Ду „/ Уз В 


ре 


или, воспользовавшись формулой (8), 


уе "ИЕР д] уе "т едем 
в В ро ах? -- В ыы 
Дак ] учи 


ЕР ы Гут! 


первый из интегралов берется сразу, второй вычислен в 3). Наконец, 
. 


° х? | В 
НХ РНЕ о И 
Г и. т ры С т, 


[см. к и 3] |. 

5) Если под радикалом стоит полный квадратный трехчлен ал? -|- ох -- 
{- с, часто выгодно линейной подстановкой свести его к двучлену. 
Выделяя полный квадрат 


ах? -- 6х с = м [(2ах - 6)? -- 4ас — 6], 


полагают {= 2ах -|- 5. Таким путем, например, из формул (6) и (7) полу- 
чается при а>0 


тт риа 2 Уч +С= 


- уе ах + Уа@я же) | + С’, (6*) 

а при а<0 
——_ 10 2) 
Тузнте Ув" т — 


6) Обратимся теперь к эйлеровым подстановкам. В 269, 12) 
мы фактически применили { подстановку к вычислению интеграла 


] ах 
ЕТ 


Хотя второй основной интеграл 
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нам известен из элементарных соображений, но — для упражнения — мы 
все же к нему применим эйлеровы подстановки.. 

(а) Если воспользоваться сначала ПП подстановкой У — = 
—=#(а—х), то 


х=а——- ах х? 


РВ НЕВЯИЕАНИЕ, > =—_ 
Е" ео, ь в! 


ах = а  _ = у 
я? ат = ве + С = Зака Ея, 


Так как имеет место тождество 


Р—1 4аё Ух 24 


ах < к " 
2 агс и. агс1а о (ах ха) 


то этот результат лишь формой разнится от уже известного нам. 
Читателю и впредь следует считаться с возможностью для инте- 


грала получаться в разных формах, в зависимости от примененного 
для его вычисления метода. 


(6) Если к тому же интегралу применить И подстановку 
У 4<*— х?= хё — а, то аналогично получим 


ах аЕ 
2 [китая [ С = 
] УЕ в! ви 


$ __ у9 
оон ОУ О 


Здесь мы сталкиваемся с другим любопытным обстоятельством *: этот 


результат годится отдельно для промежутка (— а, 0) и для промежутка 
(0, а), ибо в точке х =0 выражение 


2— 2 
него агсЁр Е 


лишено смысла. Пределы этого выражения при х-—>=—0 и при х>--0 
различны: они равны, соответственно, п и — т; выбирая для упомянутых 
промежутков различные же значения постоянной С так, чтобы второе 
из них было на 2л больше первого, можно составить функцию, непрерывную 


во всем промежутке (— 4, а), если принять за ее значение при х = 0 общий 
предел слева и справа. 


И на этот раз мы получили прежний результат лишь в другой форме, 
ибо имеют место тождества 


[ 
а У а?-— х? р 
--— 


х 

агсы —— — т ДЛЯ О ха, 

— 2 агс+ | 
8 ох 

‚агсыт -— для —а<х< 0. 


Ех , 


о тута 


* Ср. пример 3) п° 277. 
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(а) Сначала применим | подстановку: У 2 — Хх 1=2—х, 


_—1 —о—&-1 
=, и 


О 2, [2 о 


3 3 
т 5 м1 — ИС. 


Если подставить сюда = х-- У = — х-- 1, то окончательно получим 


а А Е ьыьь 
Хх Ух —х-1 ху м — Хх 1 
— [2х +2 яхт |2 х+У-!-+ С. 


_ (6) Применим теперь ПИ подстановку: Ух — ХЕ! = — 1, 


2—1 я —— #1 
== = а: Е НЕ 
и], ах = —2 —1} а Ух! гра 

1 


УЕ | 
] ах - /= 2, 
а 2—1) &- 1)? 


‚ай 2 _ 31 3 ат = 
АЕ — 
= ретуши мии С 


| Ух—х 1-1 
Остается подставить сюда & == В И после очевидных упро- 


щений получим 
] ах в Зх + 
ху ж—х-1 Ух х-+ 1 
2 | Ужин Уя=х1-фх+И 
шутя +1 С’. 


Это о хотя и разнится от ранее полученного по форме, но при 


9 + отождествляется с ним. 


ы ЛтеутЕЕ 
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(а) Так как корни подкоренного выражения вещественны, то можно 


применить Ш подстановку Ут ==Е(а—х) здесь —а«х«<а 
и #0. Имеем 

в — 1 да 24 24° (#1) 
ЗО ВИНЕ Е ВОТ ЗЕРНА 2 Е аоеьВЬ НН Вы 
ат Ее ПА 
и 


И ах 1 Й 282 
(и -- а?) У 4—2 24а? 4-1 
1 у 1 1 
24? [у ТАУ Е 
= м [агсе СУ ЭП) ага (У 8—1] + С, 
а? У 2 
куда еще нужно подставить для получения окончательного результата 
а и ах 
© а—х° 


Воспользовавшись формулой для суммы арктангенсов, а также очевид- 
ным соотношением 


атс _ —= — ага = (при а=20), 


можно придать результату более простую форму 


аа (ле Туз уз). 


(6) Если к тому же интегралу применить П подстановку 
У 2? — 2? ={х — а, то получим, что 


] ах 
орут 

В — зу ав (И в агсе (У З—ПН- С", 
а-- ЕЕ 


при & = . Этот результат годится в отдельности для 


промежутка Е. а, 0) и для промежутка (0, а); легко сообразить, что изме- 
няя значение постоянной С’ при переходе х через 0, можно сделать его 
пригодным во всем промежутке (— а, а). Наконец, если преобразовать его 
по формуле для суммы арктангенсов, то он отождествится с предыдущим 
результатом. 


9) ] ах 


(е-ЕЛУ * ь. 


[ подстановка: УР ь=Е—х. Имеем 
] ах =? 24 4 —_ 
(НАУ ха -ь в 22 — ме - 2 


2 роты 
У 22а’ | 


5 Г.М. Фихтенгольц, т. П 
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Таким образом, вопрос сводится к вычислению элементарного интеграла; 
в результате надлежит подставить 


и=в = (ху в). 


284. Другие приемы вычисления. Хотя подстановки Эйлера 
принципиально во всех случаях решают вопрос о вычислении инте- 
грала типа (4) в конечном виде, но иной раз — при их применении — 
даже простые дифференциалы приводят к сложным выкладкам. Ввиду 
важности интегралов рассматриваемого типа мы укажем и другие 
приемы для их вычисления. 

Для краткости положим 


У— ах рх-ье и у=УУ. | 


Рациональная функция АЮ(х, у) может быть представлена в виде 
частного двух целых многочленов относительно хи у. Заменяя у? 
всюду на У, мы приведем К(х, у) к виду 


_ Ра (®-- Р. (®)у 
Ко У — РЕ Ру 


где Р;(х) — целые многочлены. Умножая числитель и знаменатель 
этой дроби на выражение Р.(х) — Р. (х)у (и снова заменяя у? на У), 
придем к новой форме для Ю 


К (х, у) = К, (х)-Е К, (х) у. 


Интеграл от первого слагаемого справа мы уже умеем выражать 
в конечном виде: следовательно, нам надлежит заняться лишь вторым 
слагаемым. Умножая и деля его на у, окончательно получим такое 
выражение 

] 
Уз 6х Ес’ 
интегрированием которого мы и займемся. 

Прежде всего выделим из рациональной функции Ю*(х) целую 
часть Р(х), а правильно-дробную часть представим себе разложенной 
на простые дроби [274]. В таком случае интегрирование полученного 
выражения сведется к вычислению интегралов следующих трех типов; 


Р (х) 
Г. з 
ве и 
| ] Аах 
ГУ (ха ах ох Ес, 


Мх + М 
Ш. ] РОН: 2 2 2 ИЕН Ах, 
(2+ рх-- 9)" У аж - 6х с 
где все коэффициенты вещественны, а корни трехчлена х*-- рх + аЫ— 
мнимые. Остановимся на каждом из них в отдельности. 


Е" (х) г ый. 


284] $ 3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАДИКАЛЬНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 67 


1. Положим (для т = 0, 1,2, ...), 


У - узы = а. 


Легко установить рекуррентную формулу для этих интегралов. 
С этой целью, считая т 1, возьмем производную 


("У У) = т— х”- ву = а 


2 (т— 1 хт-? (ах хо хт- | (2ах-- 6) 
уу 


хт 1}, хт-1 х 
орет не-ьет 


т—2 


и проинтегрируем полученное тождество 


= ] 
хт-1 у У = та\У„- (" — 5) Ии-(т — ПсУж_›. 
Беря здесь т = 1, найдем 
т Ь 
У, — -У у ==> 9а Уз; 
полагая затем т —2 (и используя выражение для У), получим 


| ее | 
У, = (ах — ЗуИУу- 8-3 (36? — 4ас) У. 
Поступая так дальше, придем к общей формуле 


Ут — Ри-1 (х) Уу = Ат в, 


где ри_1(х) есть многочлен (т — 1)-й степени, а м == соп${. Таким 
образом, все интегралы Ут приводятся к У. 

Если в интеграле [ многочлен Р(х) будет п-Йй степени, то этот 
интеграл представит собой линейную комбинацию интегралов 
О ры а значит, по предыдущей формуле, напишется 


в виде 
Се Ри, +], (9) 


где @(х) — некоторый многочлен (п — 1)-Й степени, а А ==сопз3{. 
Самое определение многочлена @(х) и постоянной Х обычно 
производится по методу неопределенных коэффициен- 


тов. Дифференцируя (9) и умножая полученное равенство на У У, 
получим 


Ро =О’ ах 9-5 90) бах 9%. 


5* 
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Если вместо @(х) подставить сюда многочлен (п — 1)-Й степени 
с буквенными коэффициентами, то в обеих частях мы будем иметь 
многочлены п-й степени. Приравнивая их коэффициенты, придем к си- 
стеме п--1 линейных уравнений, из которых и определяется 
п коэффициентов многочлена @(х) и постоянная Л *. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Формула (9) осуществляет выделение алге- 
браической части из интеграла 


Дуба» 


Подобное же выделение могло бы быть произведено и по отноше- 
нию к интегралу общего вида 


К (х) 
р. 


где А — знак произвольной рациональной функции. На этом мы не 


останавливаемся. 
) ах 
(х—а^ Ут 


П. Интеграл 
| 
приводится подстановкой х —а=-- к только что рассмотренному 


Ах, 


типу. Действительно, имеем 


ах, арх -ре = АО би Иа, 


так что (считая для определенности х >хиЁ > 0) 


Г ах ее ь ] #—1 4 
(хак У а хе = Уве м тое- Ома’ 
Если а ро с =0, т. е. а оказывается корнем трехчлена У, то 
дело еще упрощается: мы получаем интеграл типа, рассмотренного 
в 278. 

Ш. (а) Обращаясь к последнему интегралу, рассмотрим особо 
случай, когда трехчлен ах? 6х --с лишь множителем а отличается 
от трехчлена хх? рх 4. Тогда искомый интеграл имеет вид 


Мх-+ М 
2т-1 


(а -ьх-о * 


4х. 


* Из доказанного явствует, что эта система будет совместной при любых 
значениях свободных членов, а в таком случае ее определитель необходимо 
отличен от 0, и система оказывается всегда определенной. Этим попутно 
устанавливается и единственность представления (9). (Ср. стр. 42` 
и 46.) 
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Его легко представить как сумму двух интегралов: 
М бах в МЬ ах 
м ем [ ие 
(ах хе) ? 


(а ох с) * 
из которых первый сразу берется подстановкой = ах? рх- с. 


Для вычисления интеграла 
ах __ ах 
г. 2т +1 


2т-1 


(ах? ох с) ь 
всего удобнее так называемая подстановка Абеля (М.-Н. АБе!) 


р 
м, у’ ах -- э 
2уу У ал? ох с 
Возводя в квадрат и умножая на 47, получим равенство 
4РУ —=( У”)? = 4а2х? -- 4абх Е 5>, 
которое вычтем из умноженного на 44 равенства 


У —= ах ох с. 


В результате получится 
4 (а — 1?) У = 4ас — 2?, 


откуда 
т __ дас — 65? 7% | 
т) ив р 
Дифференцируя теперь равенство 
[Уу =ах + 5 , 
найдем — — 
У Уаё-- 2 ах = а ах, 
так что 
ах ТИ 
УУ ап —- 
Из (11) и (10) 
Ах чо — 
2-1 = (= я) @— №)" Ш 
у 2 
и, наконец, 
а 4 то м 
[= (веа) | @—в" ДЕ, (12) 


у 2 
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Таким образом, весь вопрос сводится к вычислению интеграла от 
‚ многочлена. 
В частности, например, при т — 1 имеем 


] ах К. 2ах + ь 
(ах 6х с) 4ас — 652 У а 6х с 


(6) В общем случае для большей симметрии обозначений положим 
ах ох Ре ==а (же р’х 9’), 


причем теперь мы можем предположить, что трехчлен в скобках 
не тождественен с трехчленом х?-— рх +49. Поставим себе задачей 
преобразовать переменную х так, чтобы в обоих трехчленах 
одновременно исчезли члены первой степени. 

Пусть сначала рзёр’. Тогда нашей цели можно достигнуть 
с помощью дробно-линейной подстановки 


__ ВЕНУ 
У" (13) 


надлежаще подобрав коэффициенты р и у. Имеем 


2 2 2х У 29] 2 У? У 
ох во ТЕРВЕЕЯ Е тет Е Ра) 


и аналогично — для второго трехчлена. Искомые коэффициенты опре- 
деляются из условий 


2-Е РУ) -Е 29 =0, 2 р’ У 29 =0 


ИЛИ 


иу—= — 2979 РИ 


Таким образом, в и у суть корни квадратного уравнения 
(рр) --2 (9—9) 2- (29—29) =0. 


Для того чтобы эти корни были вещественны и различны ^*, (необ- 
ходимо и) достаточно условие 


(1—9) —(р— р’) (р’9—р9’)> 0; (14) 
удостоверимся в его выполнении. 
Перепишем условие в равносильной форме 


[2 9-9’) — рр'1? >> (49— р?) (449'— р”). (14*) 


Дано, что 49 — р? 0 (ибо трехчлен х?-рх-4 имеет мнимые 
корни), поэтому неравенство (14*) заведемо выполняется, если одно- 


* При в = подстановка теряет смысл, ибо сводится к Х= р. 
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временно 44’ — р” < 0. Остается исследовать случай, когда и 
44’ — р” > 0. Тогда а > 0, 9’>0и 4У 94’ > рр’, и мы имеем 
последовательно * 
12 (а-- 9’) — рр’? = [4 У 94’ — рр’? = 
= (49 — р) (49' — р) --4(рУ—р'У9= 
= (44 — р?) (44' — р”). 

Здесь дважды знак неравенства соединяется со знаком равенства, но 
равенство не может иметь место в обоих случаях одновременно: если 
4==9’, то равенства, наверное, нет в первом случае, а при 4 =4', 


наверное, нет во втором. Таким образом, неравенство (14*), а с ним 
и (14), доказано. 


Выполнив подстановку, мы преобразуем искомый интеграл к виду 


] РБ 4 
(в--х)” Уз ' 
где Р(В есть многочлен степени 2т — 1 (и ^>> 0). Снова прибегнув 
(при т >> 1) к разложению правильной дроби 
Р (2) 
(2 -А)” 


на простые, мы придем к сумме интегралов вида 


АЕ В —_ 
Ди Е—12,..., т). 


В исключенном случае, когда: р = р’, уничтожение членов первой 


степени достигается еще проще — подстановкой х = — ь ‚и мы 
непосредственно приходим к интегралу только что указанного 
вида. 


Полученный интеграл, естественно, разлагается на два: 


А ры о 4 +в ] (1 | 
ет У ав В ту" 
Первый из них легко берется подстановкой и—=Уоё- В. Ко вто- 
рому же приложима уже знакомая нам подстановка Абеля 
пы, 
Уз - в 
Именно, в силу (11), имеем 
(#11 _ 
Ум аи", 


* Поскольку чт = У аа’. 
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кроме того, как легко вычислить, 


(В — а^) и? -Р Ха? 
а — . 


Поэтому 


] Ш =” | С Аи 

(Р--А)” У а В [8 — <) шла" 

И искомый интеграл привелся к интегралу от рациональной функции. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Помимо того что мы в настоящем п” указали ряд 

новых приемов для вычисления интегралов типа (4), совокупность 

приведенных соображений дает независимое от прежнего доказатель- 

хтво утверждения, сформулированного в конце п” 281. 


З_— 
285. Примеры. 1) ] ыы ах 
Уж 2х2 
Полагаем 
> х3—х--1 


Уж 2х2 г. 
=@ирыоУяЕыа+о | еь 


Уве’ 


откуда 
ж— х--1= (2ах-- 6) (хе 2х 2) + (а -ах-о «0+. 
Система уравнений 
За =1, 5а- 26 =0, и Ре д=1 


1 5 5 
приводит к значениям 4 =, Ь = —=, == ‚9. = 5. Таким образом, 
если учесть пример 5) п° 283, окончательно получим 


28 —х+1 —_ 1 в 
Е т’ 


+> т (ха У 2х2 С. 


> | ах 
Ут. 


| 
Подстановка х — | = 7 (если, скажем, х>ТиёЁ›>0) приводит инте- 


’ зы 22 4 
уг 58’ 


Этот интеграл легко берется элементарными средствами [см. 283, 4)]. 


1 ребе 1 ны 
Ответ: — ЕУ1— 2Р — — агсш & 2+ С = 
ТЁУ уз У 2-+ 

1 


ПЕ в У? 
Г. Е = агс$!п ЕС. 


грал к виду 
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3) Й ыы ыы : 
(2х2 — х-+- 2)" 
Подстановка Абеля 


р 4х — ] 


2 2— х--2 


преобразует интеграл следующим образом: 


— 2)? 
9 [о 12)? 4; 


при этом можно либо повторить для частного случая общие выкладки п° 
284, Ш (а), либо воспользоваться готовой формулой (12). 


, 4х — 1 т (4х— 1 
Ответ: з75 | бе_хро» 6 ето Е 
1 (4х — 1} 
и С 
77 160 160 (2х2 — х-- 2)” Е 


|“ (х- 3) ах 
ху ют, 


Дробно-линейная подстановка 


му 
Ре 
дает 
эха ВОЙ ЕЕ, 
(Е 1? 
Требования 
2 (и) -+2=0 | 
или р --у=0, иу = —1 удовлетворяются, например, при в = 1 Уу=— | 
Имеем 
#—1] 2 2 в _ №3 
О Е ОЕ 
и 
лая, МУЗЕЕ 
2 И: 
Уж-х-!1 го 
если — для определенности — считать Ё--1>>0 (т. е. х< 1). Таким образом, 
] (х-+ 3) ах - [и (ЗЕ -- 4) а 
(исх! (2--Э Уз!‘ 


Полученный интеграл разбивается на два: 
Е ф 


—_—_—_—ю 4 т ЕЕ ЕЕ 

(2-3 Узе-1 ы (2-3) Узе-1 
Первый легко вычисляется подстановкой и == узе-т! и оказывается рав- 
ным У 8 агсе И ны -- С’. Ко второму применим подстановку Абеля 
Вр Е 
Уз!’ 


й = 
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которая приведет его к виду 


в / — а ЗУ 3+ 27 5и Ей 

27—82  Уб ЗУ 3—2У2и 

Остается лишь вернуться к переменной Хх. 

>| д-р У м Ех 1—1, 
Уже! х 


Уклзлднив. Представить подинтегральную функцию в виде 
2.4 -|- жЗ-- 2 1 2-24 -- 348 —1 _ 
Хх (хоум х-! 
4 2 Зх 
оз ЕЕ 
х-1 Ум -Ех-т 
4 
хкоУжз-х-г 


к третьему слагаемому применить метод п? 284, |, а к последнему — под- 


—- 
| 


становку х- 1 = — 


$ 4. Интегрирование выражений, содержащих 
тригонометрические и показательную функции 


286. Интегрирование дифференциалов К(5шлх, созх) ах. 
Дифференциалы этого вида всегда могут быть рационализированы 


подстановкой & == => (-п<х<®”). Действительно, 


х с 
п Хх == ны — с0$ Хх = НЫЕ: ры 
ос 5э некто ИВОЕРТЗК | 
тих рее ея 1-2 
2 Е 
х = 2 ас [, ра} 
так что 
| 21 1—2\ 24 
Ю (зшх, сов) ах = К (та, ти)тя- 
“Таким образом, интегралы типа 
Г кт х, с0о$ Хх) ах (1) 


всегда берутся в конечном виде; для их выражения, кроме функ- 
ций, встречающихся при интегрировании рациональных дифферен- 
циалов, нужны лишь еще тригонометрические функции. 
Упомянутая подстановка, являющаяся универсальной для 
интеграла типа (1), приводит иной раз к сложным выкладкам. Ниже 
указаны случаи, когда цель может быть достигнута с помощью более 
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простых подстановок. Предварительно сделаем следующие элемен- 
тарные замечания из области алгебры. 

Если целая или дробная рациональная функция А (и, 9) не меняет 
своего значения при изменении знака одного из аргументов, например, и, 


т. е. есл 
ы Ю(—и, = (и, 9), 
то она может быть приведена к виду 
К (и, 9) = К, (и*, 5), 


содержащему лишь четные степени и. 
Если же, наоборот, при изменении знака и функция Ю (а, 9) 
также меняет знак, т. е. если 


Ю (—и, 9) = — А (и, и), 
то она приводится к виду 
Ю (и, 5) = Ю, (и?, чи; 
это сразу вытекает из предыдущего замечания, если его приме- 
К (и, 5) 
нить к функции о 


[. Пусть теперь А (и, 9) меняет знак при изменении знака и; 
тогда 
В (зпх, со5х) ах = Ю, (512 х, с0$х) зп х 4х = 
— — № (1 — с05$*х, созх) 4 созх, 


и рационализация достигается подстановкой { == с0$ х. 
П. Аналогично, если Ю (и, 9) меняет знак при изменении знака х, то 


* 
Ю (чпх, созх) Ах = Юо(зшх, со? х) с0$ х 4х = 
* 
— Ао(5пх, 1 — $12 х) 4 япх, 


так что здесь целесообразна подстановка # = яп х. 
Ш. Предположим, наконец, что функция А (и, 9) не меняет своего 
значения при одновременном изменении знаков и их 


К(—и, —9) =Кци, 9). 
и 
В этом случае, заменяя и на < 9, будем иметь 
К (и, д=А (1%, )=8"(<. о). 


По свойству функции ^А, если изменить знаки и и 9 (отноше- 
ГА . 
ние „- при этом не изменится), 


а тогда, как мы знаем, 
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Поэтому 


_Ю(зшх, сз х) = В: (вх, с05? х) = В! :(& Х, 1 та =), 
т. е. попросту _ 
Ю (пох, со$ х) = (вх). 


Здесь достигает цели подстановка { = 2х (— :- реа 5) ‚ ибо 
Е — ф 
Ю(зтх, со$ х) ах =В (0 ТЕ ит. д. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Нужно сказать, что каково бы ни было рацио- 
нальное выражение А(и, 9), его всегда можно представить в виде 
суммы трех выражений рассмотренных выше частных типов. Например, 
можно положить 


Ю (и, о — О С С Ве жАЯ Е 


И ыы: у 


Первое из этих выражений меняет знак при изменении знака и, вто- 
рое меняет знак при изменении знака х, а третье сохраняет значение 
при одновременном изменении знака и и 9. Разбив выражение 
Ю(5тх, созх) на соответствующие слагаемые, можно к первому из 
них применить подстановку Ё==с0$х, ко второму — подстановку 
{—=зшох и, наконец, к третьему — подстановку [—® х. Таким 
образом, для вычисления интегралов типа (1) достаточно этих трех 
подстановок. 

287. Интегрирование выражений $1ш’х. с0$-х. Будем считать у 
и в рациональными числами, а переменную х — изменяющейся в про- 


к . . 
межутке (с. 5) . Тогда подстановка 2 = “1х, 42 = 2 т хсо$ хах 


дает | 
$11 Х С05Р х 4Х — 5 Ех (1 — 912 х) * 2 яп х с0$ х ах = 


так что дело сводится к интегрированию биномиального диф- 
ференциала [279] 


|] чп хсозех ах = ев аа 1 1. (2) 


Вспоминая случаи интегрируемости биномиальных дифференциалов, 
мы видим теперь, что интересующий нас интеграл берется в конеч- 


—1 У— 1 
ном виде, 1) если 5 (или 5 ) есть целое число, т. е. если № 
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У 
(или у) есть нечетное целое число, либо же 2) если вт есть 


целое число, т. е. если ь„--» есть четное целое число. 

Сюда же, в частности, относится случай, когда оба показателя \» 
и „— целые; впрочем, тогда выражение $п’х со х рационально 
относительно зпх и с0$х, т. е. принадлежит классу выражений, 
уже рассмотренному в предыдущем п°. 

В этом случае, если показатель х (или м) будет, нечетным, то 
рационализация сразу достигается подстановкой #==с0$ х (или Е = яп х). 
Если же оба показателя у и в четные (а также если они оба не- 
четные), то можно для той же цели применить подстановку Ё = 1х 
или [= СХ. 

Заметим, что если показатели у и в оба суть положитель- 
ные четные числа, то предпочтительнее другой прием, основанный 
на применении формул 


п 2х : 1 — с0$ 2х 1-- с0$ 2х 


ШП = 2 — С 2 Хх — - ь 


Именно, если х=2п, и=2т, то при У=ь пишут 


$” х 052 х — (пт х с0$ х)?т з1п2 (п-т) х — 
”_ (5 2х \2т (1 — соз 2х \ т 
—_ р 2 | 


. 2 т 2х\28 /1-- соз 2х \"-П 
17" х с0527 х —= (зп х с0$ х)*" с05? (тп) х — 5 ) 9) | 


а при У ь 


В развернутом виде получится сумма членов вида 
С яп” Эх со$* "9х, 


где У = эта. Те члены, у которых хоть один из 
показателей ‘у’, и’ есть нечетное число, легко интегрируются по 
указанному выше способу. Остальные члены подвергаем подобному же 
разложению, переходя к $1п 4х и с0$ 4х, ит. д. Так как при каждом 
разложении сумма показателей уменьшается, по крайней мере, вдвое, 
то процесс быстро завершается. 

Вернемся к установленной выше зависимости (2). Мы можем теперь 
воспользоваться формулами приведения биномиальных интегралов 

—1 У— 1 

[280], чтобы, полагая там а=1, 6=— 1, =", 4=-—5_, 
установить формулы приведения для интегралов рассматриваемого типа. 
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Таким путем получатся следующие формулы (которые, конечно, 
могут быть выведены и самостоятельно): 
Ех сое Х 
в! 


НЕ 51” х 05812 Хх (и — 1), 


(Г) ] $ Х С05# Хх 4х = — 


(1) | эп х сов х п 


ЗЕ х зп х Уы--2 


У1. У-- 1 
(ПО | яп х созе х Не == 


$? х с05* хХах (= — 1), 


5 НЕХ с05 1х и —1 


я В [и хсоз"-2 хх и-Нь=0), 


(1\) ] $117 Х 05 Х 4х = 


Их со х ИИ | 


я У [ие х сое х 4х (Уз 0). 


Эти формулы вообще позволяют увеличить или уменьшить показа- 
тель у или (1 на 2 (за указанными исключенйями). Если оба показа- 
теля узи |, — целые числа, то последовательным применением формул 
приведения можно свести дело к одному из девяти элементарных 
интегралов (отвечающих различным комбинациям из значений у и ц», 
равных —1, 0 или 1) 


о ах=х, 6 || "ах —= — Ш] с0$х|, 


: х 

2) | созхах = эт х, ош 
х т 05 Хх 
3) ет «(+ =) ._ 8 [| <°5 ах = ш| эх], 
| ах. 
4) [| зпхах = — созх, 9 шах | 
Ш х с05 Х . 
102 
5) ] яп хс0$ х 4х = —5 а 
288. Примеры. 1) [ пех созз х ах. Подинтегральное выражение меняет 
знак от замены с0$ х на — со0$ х. Подстановка Ё = $ х: 
| эта х сов хах= | ва-ви= асы 


— 
речи 


3 5 
т х —. # х фе С. 
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5115 Х 
2) — о Подинтегральное выражение меняет знак от замены $п х 


на — зшх. ЕЕ Ё = со$ д: 


5115 х АР] 2 1 
ах = — НЕВЕЗАНОНАЕ ЛАбЫЕТ, | ВАЗА ОН | | ыы 
] 054 х [4 р. ЗВ С 


] 
= ——_--С 
ах 
3) _ ^^ ___.. Подинтегральное выражение не изменяет своего 
$114 Хх с0$2 Х 
значения при замене п х на — $плх и с0$ х на —с0$ х. Подстановка Е = 


= {л: 


| ах (1 Ен #2)? В”. 1 
а НЕЕ АЁ = ЕЯ = 
] $114 х с052 Х Г. Оф ЗВ о 


— шх— 2х $93 х С. 
4) Й 5112 х с054 х 4х. Здесь пригодна та же подстановка, но проще поль- 
зоваться формулами удвоения угла 


$12 х с05% Х = ы $112 2х (с0$ 2х + 1) = 


== $102 2х с0$ 2х + те & (1 — с0$ 4х) 


1 1 1 
Н зе: 3 ыы 
] $112 Хх с054 х 4х = дат 2х Ттбх — 54 п 4х - С. 


5) ] ее ] Е Ре Пригодна подстановка 
зи х зп 2х 2 $112 Хх с0$ Х 


Ё = чп х, но проще прибегнуть ко П р а 


2 52 Х 05 х _ Уве 5 0$ Хх 


1 1 х т 


2 5шх 


6) ] ие . Пригодна подстановка # = $ х, но проще дважды при- 
055 х 


бегнуть к [| формуле приведения: 


ах п х > арх 
с055х 45054 Хх. со58х ' 
в свою очередь, 


ах т Хх ь 1 ах 
1 ЕЕ = 


058 Хх 2052 Хх 0$ Хх 
5шх 


+ |4 (5+3) 


2 052 х 
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так что 
п х Ззшх 


ах 3 х Г 
[ с0$5х _ Нани Зи (+=) 


с0$4 х 
7) = Ах. Пригодна подстановка = со$ х, но проще воспользо- 


$113 
ваться Пи Ш формулами приведения: 
054 х а с0$5 х 3 054 Хх рр 
$113 х 2 3112 х 2 зп х | 
054 х с0$2 х 
ах = — с053 х Дх = 
] п х 3 а ] пох 


= я со$3/х -- с0$ х п 


{2 У + 


так что (после упрощающих преобразований) 


054 х с0$ Хх 3 х 
] в. 4х = — ау 608 — 5 Ш = -- С. 


8) = ] ры Подстановка Ё 5х: 
тх с0$2х = 5х @ со х— 1’ 9А 90а. 


] 4х _ ( — 
$ Хх (2 05° х—1) — А ыы 
1 1-Е? 
=—-— М = = 
5 о +5 п реу+с= 
] 1 У2 созх х 
О ОРВИЕН |} о АЕ ВИНЕ зВибиькый | г - 
у? У созх и из +С 


$112 х с0$ Хх . 
9) —— ____Цх. Так как при изменении знаков у Упх 
эт х - созх 


и с0$ х подинтегральнсе выражение не терпит изменения, то пригодна под- 
становка { = 5 л: 


] $11? Хх с0$ Хх р АЕ 
ах 


зах сх“ / ара в = 


11 1—1 Е —] 
еее +5 |= 
=1 А 114 а. 
'угЕв чтя тС= 
Камы ААА 
10) ори ется при АС — В*`> 0.Предполагая 
А с03? х | 2В зп х с0$ х-- С чп х и 


у" у." 
—5<%<ъ5, с помощью подстановки #{ ={2х приведем интеграл к виду 


] Е 
й А-В СВ. 
Ответ: _СШх-В 


1 
—_ агс( С 
У АС- В? Улс ВЕ ВЕ Г 
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а 
п -ЕИЕЕ АЕ -Л-етве-®- 


при. 2 = *(— > <«<}). 
Разлагая на простые дроби 


1 № А и ВЕС 
(а 8) (11-7)  а+И 1-2 ' 
для определения коэффициентов А, В, С получим уравнения 
А--ЬВ =0, аВ-+-5С=0, А-фаС=|, 
р Ь 


а 
ра Ее Се 


а Г!) ай _ % 
о яя аа в 11 УЕ ес 
Е [ах ош | асозх + о япх |] С”. 


12. К этому же интегралу приводятся следующие два: 


г -/ шт хах г -/ соз х ах 
1 / асозх- 6 зшх' 3 4/ асозх- 6 шх° 


Впрочем, проще вычислить их, исходя из связывающих их соотношений 


тат, = [ах=х-+Сь 


Ответ: 


— — а чпх | 0созх 
а В 
а (асо$х 6 5пх) 
= ео рят О = = п | а созх Е бзшх|-- С» 


откуда и получаем 
| 
Г! = ры (27—21 0608-х -- 0 ах] + С, 


1 
о 


1 — ^? 
13) а Е ах (0<г<1 —п«<х<». Применим 
здесь универсальную подстановку Ё = 16 5. Имеем 
1 1 —/2 Е 
реа, 50 ий 
с] вх р “Х=ОЯ "= ага = 
= ага (Т- И, нс ие (Гри 5) +5 


6 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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К этому интегралу приводится и такой: 
п 1 —17с05 х ИЕ [++ ]— 72 
1 — 2708 хи. а ин |4 = 


= ав +, и5)-+с 


14 ах 
) и в предположении, что [а | =|6|(—п< хп). 
Пусть р Я и (что не умаляет общности) а>>0. Подста- 


новка # == ыы 5, как и в только что рассмотренном частном случае, дает 


ах __ 2 аби Х 
=. Е (И = >) +с: 


Можно преобразовать это выражение к виду 


1 а созх в 
мА м 
У з— 2 а--6с0$ х 


причем верхний знак берется, если О == х«т, а нижний —если —п< 


С’, 


о п 
< х=0, и значение постоянной С’ возрастает на У при проходе 
а2— 92 


х через 0. 
Пусть теперь |а|<]8]|и 6`>>0. Та же подстановка: 


] ах СГ АЕ — 
а 6 созх 4/4 (6-а—6-— ар - 
1 Ургант у— а 
| И сентенции — 
У о УЕ ее 
У-та+ У —а5 


1 
— п пя аа 0“ С. 
У Убра—У- аш о 
2 


Это выражение легко преобразуется к виду 


2 а? 
1 | т а? зпх С 
У — а? а--6с0$ х | 
Интег аа | ыы приводится к предыдущему подстановкой 
р а-озшх ре роду у 
Ея 
х=> ей. 


15) Н нтегралу 14) приводится и интег о 
) Паконец, к интегралу ривод р а-- 6созх -- сзшх” 


Если ввести угол а под условием, что 
р С 


соа = ша = ——— 
Уи УР 


2 
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то интеграл перепишется в виде 
| ах : 
аг Ус? 0$ (х — а)’ 


подстановка # = ха. И здесь, конечно, интересен случай 121= У с?. 
289. Обзор других случаев. В 271, 4) мы уже видели, как 
интегрируютея выражения вида | 


Р(х)е ах, Р(х)зутфхах, Р(х)созфбх ах, 
где Р(х) — целый многочлен. Любопытно отметить, что дробные 
выражения 
ех яп х 
а 1 


`<0$хХ 
п Хх, „п @Х, т ах (п—1, 2, 3; ..,) 
уже не интегрируются в конечном виде. 

С помощью интегрирования по частям легко установить Для 
интегралов от этих выражений рекуррентные формулы и свести их, 
соответственно, к трем основным: 


т. = ах 
х 


— и=Ну* («интегральный логарифм»); 
п х , | 
П. Г Е: Ах —=$1х («интегральный синус»); 
Ш. Й —. 


Ах == сх («интегральный косинус») **. 
Мы знаем уже [271, 6)] интегралы 


аз бх — 6 с0$ вх 
ат < —- еах С, 
рп 6х -- а со$ 6х 
еах хах =— еах - С. 
] с0$ дх ах а = 
Отправляясь ОТ НИХ, МОЖНО В конечном виде найти интегралы 


[ хпеах зп рх ах, [ хпеат созрх ах, 


где п =1, 2, 3,... Именно, интегрируя по частям, получим 


, азпёх — 6 со5 вх 
хпеах арх ах = хп еах — 
а? 6? 


па | пб 
ее. де / хп—1еах чпрхах —- 2 Г хп-—1еат созрх ах, 


ь$1пбх -- а соз 6х 
] хпеах созбх ах = хп вах — 
а? —- 62 
п 
п: п —1рат с Я 
я з/ хп —1еа® зп рх ах 


па 
>——< ] хп—1еа® со$бх ах. 
а? -|- 6? 
* Подстановка х = Шу. 


"* Впрочем, во всех трех случаях надлежит еще фиксировать произ- 
вольную постоянную; это будет сделано впоследствии. 
6* 
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Эти рекуррентные формулы позволяют свести интересующие 
нас интегралы к случаю п =0. 


Если под Р(...) по-прежнему разуметь целый многочлен, то, как 
окончательный результат, можно утверждать, что в конечном виде 
берутся интегралы 


ГР, ей'х, е4"т,..., чтЬ’х, чпь”х, ..., со$б’х, созб"х, ...) ах, 
где а’, а”, Ь’, Ь”, ооо = постоянные. ь 
Дело сводится, очевидно, к интегрированию выражения 
хпеах з1п*’ ’х пк”Ьх ... созт’Ь"х ... 
Если использовать элементарные тригонометрические формулы 


1 — со$ 2х 
о э 


и б’х яп 6"х = 5 [0$ (5”— 6”) х — соз$ (5-Е 5”) х] 


$912 фх = 


и им подобные, то легко разбить рассматриваемое выражение на 
слагаемые типа Ахпеах тфх и Вхпеахсозбх, с которыми мы уже 
умеем справляться. 


$ 5. Эллиптические интегралы 


290. Общие замечания и определения. Рассмотрим интеграл 
вида 


[вое зах, | (1) 


где у есть алгебраическая “функция от х, т. е. [205] удо- 
влетворяет алгебраическому уравнению 


Р(х, У) =0 (2) 


(здесь Р — целый относительно х и у многочлен). Подобного рода 
интегралы получили название абелевых интегралов. К их числу 
относятся интегралы, изученные в $ 3, 


[в(х ЕЕ ) ах, ] Ю(х, Уах- 6х с) ах. 
Действительно, функции 
= <, —= И ах х —-с 
| У иы в, У=Уам 6х 
удовлетворяют, соответственно, алгебраическим уравнениям 


(Чх--5) ут — (ах =0, у — (ах хо =0. 
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Становясь на геометрическую точку зрения, абелев интеграл (1) 
считают связанным с ТОЙ алгебраической кривой, которая 
определяется уравнением (2). Например, интеграл 


Гв(=, Уве я дах. | (3) 


связан с кривой второго порядка у? = ах? хх с. 
Если кривая (2) может быть представлена параметрически 


х==^: (И, у==г>(Ю 


так, что функции г, (РЁ) и г›(Р) оказываются рациональными 
(в этом случае кривая называется уникурсальной*), то 
в интеграле (1) становится возможной рационализация подинте- 
грального выражения: подстановкой х = г, (ЁР) оно приводится к виду 


К (г: (9, г» (9) г! (©. 


К этому классу и относятся оба упомянутые выше случая. В част- 
ности, возможность рационализации подинтегрального выражения 
в интеграле типа (3) связана именно с тем фактом, что кривая 
второго порядка уникурсальна [281, 282]. 

Очевидно, что переменные х и #Ё связаны алгебраическим урав- 
нением, так что { является алгебраической функцией от х. 
Если расширить класс элементарных функций, включив в него и все 
алгебраические функции, то можно сказать, что в случае уникур- 
сальности кривой (2), интеграл (1) всегда выражается через 
элементарные функции в конечном виде. 

Однако подобное обстоятельство является в некотором смысле 
исключением. В общем случае кривая (2) не уникурсальна, а тогда, 
как можно доказать, интеграл (1) заведомо не всегда, т. е. не 
при всякой функции Ю, может быть выражен в конечном виде 
(хотя не исключена возможность этого при отдельных конкретных Л). 

С этим мы сталкиваемся уже при рассмотрении важного класса 
интегралов 


[ Ю(х, Уаз - хех д) ах, 
Ге. Уаз се дхе)ах, 


содержащих квадратный корень из многочленов 3-Й или 4-Й степени 
и естественно примыкающих к интегралам (3). Интегралы вида (4) — 
как правило — уже не выражаются в конечном виде через эле- 
ментарные функции даже при расширенном понимании этого тер- 
мина. Поэтому знакомство с ними мы отнесли к заключительному 
параграфу, чтобы не прерывать основной линии изложения настоящей 


(4) 


* Можно дать и чисто геометрическую характеристику уникурсальной 
кривой, но мы на этом останавливаться не будем. 
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главы, посвященной, главным образом, изучению классов интегра- 
лов, берущихся в конечном виде. 

Многочлены под корнем в 6% предполагаются имеющими веще- 
ственные коэффициенты. Кроме того, мы всегда будем считать, что 
у них нет кратных корней, ибо иначе можно было бы вынести ли- 
нейный множитель из-под знака корня; вопрос свелся бы к интегри- 
рованию выражений уже ранее изученных типов, и интеграл выра- 
зился бы в конечном виде. Последнее обстоятельство может иметь 
место иной раз и при отсутствии кратных корней; например, легко 
проверить, что 


1 ^4 ах 
С. 
ее =УЕя Е 
5х1 
У 2-1 


Интегралы от выражений типа (4) вообще называют эллиптиче- 
скими [в связи с тем обстоятельством, что впервые с ними столк- 
нулись при решении задачи о спрямлении эллипса, 331, 8)|. Впро- 
чем это название, в точном смысле, относят обычно лишь к тем 
из них, которые не берутся в конечном виде; другие же, 
вроде только что приведемных, называют псевдоэллиптическими. 

Изучение и табулирование (т. е. составление таблиц значений) 
интегралов от выражений (4) при произвольных коэффициентах 
а, в, с, ..., разумеется, затруднительно. Поэтому естественно желание 
свести все эти интегралы к немногим таким, в состав которых 
входило бы по возможности меньше произвольных коэффициен- 
тов (параметров). 

Это достигается с помощью элементарных преобразований, кото- 
рые мы рассмотрим в последующих пп”. 

291. Вспомогательные преобразования. 1°’ Заметим, прежде 
всего, что достаточно ограничиться случаем многочлена 4-Й степени 
под корнем, ибо к нему легко приводится и случай, когда под кор- 
нем многочлен 3-Й степени. Действительно, многочлен 3-Й степени 
ах 6х? сх - дс вещественными коэффициентами необхо- 
димо имеет вещественный корень [81], скажем, Х — и, следовательно, 
допускает вещественное разложение 


ах в реханна(я —Ю (ря 9. 


Подстановка х — = (или х —^ = —Й) и осуществляет требуе- 
мое приведение 


Гв(х, Уав— пак Ге Уж...) 2 а. 


Впредь мы станем рассматривать лишь дифференциалы, содержащие 
корень из многочлена 4-й степени. 


ах =хУ 21+ с. 
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2°. По известной теореме алгебры, многочлен четвертой степени 
с вещественными коэффиниентами может быть представлен в виде 
произведения двух квадратных трехчленов с вещественными же коэф- 
фициентами: 


ах“ ох сх? 0х р е==а(х + рх а) (-р’х 9’). (5) 
Постараемся теперь надлежащей подстановкой уничтожить в обоих 
трехчленах сразу члены первой степени. Мы имели уже дело с по- 
добной же задачей в 284, Ш (6). 

Если р=р’, то наша цель достигается, как указывалось, простой 


подстановкой х==ё— Р. Пусть теперь р-р’; в этом случае мы 


о ® 
воспользуемся, как и выше, дробно-линейной подстановкой 
ЕУ 
о акый 
Е--1 


Возможность установить вещественные и притом различные значения 
для коэффициентов ци у, как мы видели, обусловлена неравенством 


/ / 1 г\. 
(9—9) —(ФЫ—Р’)(р’9— р9’)> 0. (6) 
Мы уже доказали это неравенство В предположении, ЧТО ОДИН 
ИЗ рассматриваемых трехчленов имеет мнимые корни, И ЭТО играло 
существенную роль в наших рассуждениях. Пусть же теперь трех- 


члены (5) оба имеют вещественные корни, скажем, первый — корни а 
и В, а второй — корни 1 и 8. Подставляя 


р= — (&- В), а=08, р’=— (1-8), 9’=1, 


можно переписать (6) в виде 


(@—7(@а—5)8—1)8—9>0, (6’) 
а для осуществления этого неравенства достаточно лишь позабо- 
титься, чтобы корни трехчленов не перемежались (например, чтобы 
было «>В > 1>> 9), что в нашей власти *. 
Таким образом, надлежаще выбрав № и у, с помощью указанной 
подстановки мы получим | 


Гв(х, Уве ...) 4х = 


= Г вет ЕН и— у 
— Е--1' (1)? (1)? 


“ Заметим попутно, что представление неравенства (6) в форме (6”} 
может быть использовано для доказательства его и в тех случаях, когда 
корни а, В,... невещественны. Если лишь первый трехчлен имеет невеще- 
ственные, т. е. комплексные сопряженные корни а и В, а числа 1 иб 
вещественны, то множители а—утиВ—1 будут сопряженными, так 
что их произведение будет, как известно, положительным вещественным 
числом; то же относится и к множителям а—6 и — 5. Если же как корни =, 
В, так и корни 1, 8 суть попарно сопряженные комплексные 
числа, то сопряженными же будут множители а—т1и В —5, а также а— 5 
и В —Т,и их произведения снова дадут положительные вещественные числа. 


ЧЕ, 
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что можно также (если исключить случаи вырождения, когда какой- 
либо из коэффициентов М, №, М’, № оказывается нулем) перепи- 
сать в виде 


ГЕ. УАа-+т а Ак 


при А, т и т’ отличных от нуля. 
3°. С помощью соображений, совершенно аналогичных тем, кото- 
рые были применены в начале п” 284, можно свести этот интеграл, 
< точностью до интеграла от рациональной функции, к такому: 
К" (2) 
У АС -Е м2) (1-Е т’2) 
Разложим теперь рациональную функцию АЮ”(Ё) на два слагаемых 


о —®® А О 


Первое не меняет своего значения при замене { на —Ё, следова- 
тельно, сводится к рациональной функции от Ё: А, (Ё); второе же 
при указанной замене меняет знак, а потому имеет вид К. (12) Ё*. 
Рассматриваемый интеграл представится в форме суммы интегралов 


Ю1 (#2) 4 ый Й Юо (#2) ЕаЁ 
УА(Й- т) а--т’Р) УАа-+ ие) а т’Р) ° 


Но второй из них подстановкой и =? сразу приводится к элемен- 
тарному интегралу 


1 Юо (и) аи 
Ул (Ето а-т’и) 


и берется в конечном виде. Таким образом, дальнейшему исследо- 
ванию подлежит лишь интеграл 


Ю1 (#2) 4 
У лат?) а т’2) ` , 


292. Приведение к канонической форме. Покажем, наконец, 
что каждый интеграл типа (7) может быть представлен в форме 


Ю (2?) 42 
Уа-—2)а—22>' 


где Ё есть некоторая положительная правильная дробь: О < Ес 1. 
Назовем эту форму канонической. 
Положим для краткости 


=Улда-+ив-+т’В). 


(7) 


(8) 


* Ср. замечания по аналогичному поводу в 286. 
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Не умаляя общности, дозволительно считать здесь А == 1; 
кроме того, для определенности ограничимся положительными зна- 
чениями Ё. Рассмотрим теперь различные возможные комбинации зна- 
ков 4, Ш, Ш’ и укажем для каждого случая подстановку, непосредст- 
венно приводящую интеграл (п к канонической форме. 

1) АИ, м = — #2, т’ —= — 1”? (В >|’ 0). Для того чтобы 


1 
радикал имел вещественные значения, нужно, чтобы было < 
. Полагаем 


й —=г, ге О<2<! или 2» 


УЕ 


так что за Е здесь следует принять 


р 


й 
2) А=-1, т—= — #2, т 7 — й”? (й, #’`> 0). Для того чтобы 
радикал имел вещественные значения, ограничимся значениями #{ < - я 
Полагаем 
= У 1—2, где 0% 2—1 
Тогда 
(И ВЕ 1 42 
у Бы 12 79 ,9 } 
| +” Ич-2 ти 
р? р”? 
р” 
и можно взять А =, 
Ул” 


3) А=-1, т= и, т’ =” (И 0). Изменение { ничем 
не стеснено. Полагаем 


Ра 
| ‚ где О=2< 1. 
В этом случае 
42 
ВИ а на 2% | 
а—29(1—=”* „) 
У — р’? 
и К —= р 
4) А—— 1, о. п ==” (й, В’ 0). Изменение { огра- 
ничено неравенством #>- —. Берем 
бы где О<2<1, 


Ут 2 
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так что 
ИИ р г 
Ут -- в”? Ис — 2?) (1 — 9% =) 
: В в’ 
и АЕ — тикета 
Уи 
5) А=—1, т=— №, т’—=— И” (В |’ 0). Переменная # 

‘может изменяться лишь между - И т . Полагаем 


Гд?. 
У 1 Ал, где 0<%2< 1. 
Имеем 
АЕ — г 


р? — р”? 
й Ус — =?) (1 == а > г) 


. Этим исчерпываются все возможные случаи, 


о ра 
и а 


ибо в случае, когда А = — | и оба числа т, т’`> 0, радикал вообще 
не мог бы иметь вещественных значений. О множителе №, (Ё) мы 
не говорили ничего, ибо во всех случаях он, очевидно, преобразо- 
вывался в рациональную функцию от 22. 

Отметим еще, что, рассматривая интеграл (8), мы можем огра- 


ничиться значениями 2 < 1; случай 2 > + приводится к этому под- 


становкой = т, где Сс< 1. 


293. Эллиптические интегралы 1-го, 2-го и 3-го рода. Теперь 
остается изучить простейшие из интегралов вида (8), к кото- 
рым могли бы быть сведены все интегралы этого вида, а следова- 
тельно, в конечном счете, и все вообще эллиптические интегралы. 

Выделим из рациональной функции А (х), фигурирующей в под- 
интегральном выражении (8), целую часть Р(х), а правильно-дроб- 
ную ее часть разложим на простые дроби. Если не объединять со- 
пряженные комплексные корни знаменателя (как мы это делали в 274), 
а рассматривать их порознь, подобно вещественным корням, то А (х) 
представится в виде суммы степеней х”(п=—0, 1, 2,...) и дробей 


вида (т —1, 2, 3,...), где а может быть и мнимым чи- 


(х — а)" 
слом, умноженных на числовые коэффициенты. Отсюда ясно, что 
интеграл (8), в общем случае, является линейным агрегатом сле- 
лующих интегралов: | 


я г2т {г И н„= | г 
У а==) а" ЕА 


(п=0, 1,2,...) (т%=1,2,...) 
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Остановимся на интегралах /,. Если проинтегрировавь (легко 
проверяемое) тождество | 


[22'-3У а — 22) (1 — 22) = (п — 3) 22"—У (1 — 22) (1 — #2) эь 
42 22-3 22223 — (2-1): 
Уй— 2) (— 122) = 
_ п — 1) ат — (21 —2) (#8 -- 1) 22-2 (21 — 3) 2% 
У(— 2) (— #22?) 
то получится рекуррентное соотношение 
(2п и 1) Г = (2п —.- 2) (к? — 1) 1-Я == (2п = 3) т_2 ЕЕ 


= 2" У (1 — 2?) (1 — #22), (9) 


связывающее три последовательных интеграла /. Полагая здесь п = 2, 
выразим / через Ци Л; если взять п =3 и вместо /5 подставить 
его выражение через Л и /1, то и /з выразится`через эти интегралы. 
Продолжая так дальше, легко убедиться, что каждый из интегра- 
лов /,(п—2) выражается через / и Л, и даже, учитывая (9), можно 
установить и вид связывающей их формулы 


= а, Вы, Е 92.-з(2)У ( — 22) (1 — 222), 


где а, и В, — постоянные, а 92и_з(2) есть нечетный многочлен 
степени 2—3. Отсюда ясно, что если Р„(х) есть многочлен п-й 


стелени от х, то 
ее Ри (2?) 42 
Уа-—-=—а—#2) — 


= а + ВА - 20„_› (22) У (1 — 22) (1 — #22), (10) 


где хи В — постоянные, а @©„_› (х) есть некоторый многочлен (п — 2)-й 
степени от х. Определение этих постоянных и коэффициентов мно- 
гочлена © может быть произведено (если многочлен Р конкретно 
задан) по методу неопределенных коэффициентов 
[ср. 284, 1. 

Заметим, что из (9) можно было бы выразить через и Л! ин- 
тегралы /, и при отрицательных значениях п = — 1, —-2,..., 
так что в интегралах Н» достаточно ограничиться случаем а = 0. 

Переходя к интегралам Ни (скажем, при вещественных а), по- 
добным же образом установим для них рекуррентное соотношение 


(2т — 2) [-—- а (2 1) а? — 22а] Нь — 
— (2т — 3) 1 — 2а (2 - О - ЗА] Ни -Е 
- (2т — 4) [((Е?- 1) — ЗЕ?а] Нт_› — (2т — 5) Е2Ни_з== 


= Ууа — =?) (1 —— 22), 
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справедливое и при отрицательных и нулевом значениях т. Отсюда 
все Нт выразятся через три из них: 


(2—2 У 2) @— #22) ' 


Н. — И, 
: Уа—2)а— в)  ° 


— а) а: р 
Нет ==А 21, 


т. е. окончательно через /,: / и Н.. 

Подчеркнем, что все это сохраняет силу и при мнимых значе- 
ниях параметра 4; однако мы не станем входить здесь в разъясне- 
ния по этому поводу, отсылая читателя к $ 5 главы ХИ. 

Итак, в результате всех наших рассуждений мы приходим к такому 
общему’ заключению: все эллиптические интегралы с помощью 
элементарных подстановок — и с точностью до слагаемых, вы- 
ражающихся в конечном виде, — приводятся * к следующим трем 
стандартным интегралал: 


2? 4: 


Гореетевкя У ((— =) (— #227) 
и О<А<П 


4г 
Л (1+ 22?) У — 2) (— 222?) 
{последний получается из Н, введением, взамен а -2 0, нового пара- 


] | 
метра #й = — =) . Эти интегралы, как показал Лиувилль ({. [40ц- 


уШе), в конечном виде уже не берутся. Их Лежандр назвал элли- 
птическими интегралами, соответственно, |-го, 2-го ц 3-го рода. 
Первые два содержат лишь один параметр А, а последний, кроме 
него, еще (комплексный) параметр В. 

Лежандр внес в эти интегралы еще дальнейшие упрощения, 


”, 
При этом первый из них непосредственно переходит в интеграл 


а 
] Ут эф ° в 


* Хотя выше даны достаточные указания для того, чтобы вопрос о приве- 
дении произвольного эллиптического интеграла к упомянутым трем мог &6чи- 
таться принципиально решенным, но на практике на этом пути 
могут встретиться трудности. В специальных монографиях, посвященных 
эллиптическим интегралам и смежным вопросам, можно найти другие прак- 
тически удобные приемы для этой цели. 


. п 
выполнив В НИХ ПОДСТановку 2 — пФ (+ изменяется от 0 до —. 
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Второй преобразуется так: 
$112 ф аф 1 Г ах 1 Г 1 ао 
—=- ее — ЯП а 5 
У1— 2? чп Е? Ут — 512% Е? у ры 
т. е. приводится к предыдущему интегралу и к новому интегралу 
Гута. (12) 


Наконец, третий интеграл при указанной подстановке переходит в 


аФ 
—— 13 
] (1-- А 311? 5) УТ— 22 512$ (13) 


Интегралы (11), (12) и (13) также называются эллиптическими ин-` 
тегралами 1-го, 2-го и 3-го рода — в форме Лежандра. 

Из них особую важность и частое применение имеют первые 
два. Если считать, что эти интегралы при ф = 0 обращаются в нуль, 
и тем фиксировать содержащиеся в них произвольные постоянные, 
то получатся две вполне определенные функции от Фф, которые 
Лежандр обозначил соответственно через Р (№, ф) и Е(Е, $). Здесь, 
кроме независимой переменной х, указан также параметр А, назы- 
ваемый модулем, который входит в выражения этих функций. 

Лежандром были составлены обширные таблицы значений 
этих функций при различных ф и различных А. В них не только 
аргумент ф, трактуемый как угол, выражается в градусах, но и 
модуль А (правильная дробь!) рассматривается как синус некоторого 
угла 9, который и указывается в таблице вместо модуля, и притом 
также в градусах. 

Кроме того, как Лежандром, так и другими учеными были 
изучены глубочайшие свойства этих функций, установлен ряд отно- 
сящихся к ним формул и т. д. Благодаря этому функции Ри Е 
Лежандра вошли в семью функций, встречающихся в анализе и. 
его приложениях, на равных правах с элементарными функциями. 

Низшая часть интегрального исчисления, которой в основном мы 
вынуждены пока ограничиться, занимается «интегрированием в конеч- 
ном виде». Однако было бы ошибочно думать, что этим ограничи- 
ваются задачи интегрального исчисления вообще: эллиптические инте- 
гралы Р и Е являются примерами таких функций, которые плодо- 
творно изучаются по их интегральным выражениям и с успехом 
применяются, хотя и не могут быть представлены через элементар- 
ные функции в конечном виде. 

Мы еще вернемся к интегралам ЕР и Е в следующей главе и 
вообще не раз будем с ними встречаться в дальнейших частях курса. 


ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 


ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


8 1. Определение и условия существования 
определенного интеграла 


294. Другой подход к задаче о площади. Вернемся к задаче 
об определении площади Р криволинейной трапеции АВСЛ (черт. 4), 
которой мы уже занимались в 264. Мы изложим сейчас другой. 
подход к решению этой за- 
дачи *. 

Разделим основание АВ нашей 
фигуры произвольным образом на 
_ части и проведем ординаты, со- 
ответствующие точкам деления; 
_ тогда криволинейная трапеция 
_ разобьется на ряд полосок (см. 
2 т чертеж). 
Заменим теперь приближенно 
Черт. 4. каждую полоску некоторым пря- 
моугольником, основание кото- 
рого то же, что и у полоски, а высота совпадает с одной из орди- 
нат полоски, скажем с крайней слева, Таким образом, криволиней- 
ная фигура заменится некоторой ступенчатой фигурой, составленной 
из отдельных прямоугольников. 
Обозначим абсциссы точек деления через 


Хо=еижю<... мах... «хх =6. (1) 


Основание 1-го прямоугольника (= 0, 1, 2,..., п— 1), очевидно, 
равно разности х;., — х;, которую мы будем обозначать через Ах;. 
Что же касается высоты, то, по сказанному, она равна у; = 1 (х). 
Поэтому площадь #{-го прямоугольника будет у; Ах; = /(х)Ах:. 


* Обобщая при этом идею, уже однажды примененную в частном при- 
мере [32, 4]. 
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Просуммировав площади всех прямоугольников, получим при- 
ближенное значение площади Р криволинейной трапеции 


п—1 п-1 
Р= а у; Ах; ИЛИ Р = — 7 (х) Ах.. 
$=0 $=0 


Погрешность этого равенства при безграничном убывании всех Ах; 
стремится к нулю. Точное значение площади Р получится как предел: 


Р=Нт У у; Ах; = Ит У Ур Ах,, (2) 


в предположении, что все длины Ах; одновременно стремятся к 0. 
Тот же прием применим и к вычислению площади Р(х) фи- 
туры АММО (черт. 2), лишь дробить на части пришлось бы отре- 
зок АМ. Заметим еще, что случай, когда у==/(х), принимает и 
отрицательные значения, исчерпывается заключенным в 264 условием 
считать площади частей фигуры под осью х — отрицательными. 
Для обозначения суммы вида ХуАх (вернее сказать — пре- 
дельного значения этой суммы) Лейбниц и ввел символ 


Г ах, где ух напоминает типичное слагаемое суммы, а [ есть 


стилизованная буква 5 — начальная буква латинского слова «Зипипа» *. 
Так как площадь, представляющая это предельное значение, в то же 
время является первообразной для функции у, то тот же символ 
сохранился и для обозначения первообразной функции. Впоследствии, 
с введением функционального обозначения, стали писать 


Гу (се) ах, 


если речь идет о переменной площади, и 


ь 
Глодах 


— в случае площади фиксированной фигуры АВСО, отвечающей из- 
менению х от а до 6. 

Мы воспользовались интуитивным представлением о площади, 
чтобы естественно подойти к рассмотрению пределов своеобразных 
сумм вида (2) (которые исторически и были введены в связи с за- 
дачей о вычислении площади). Однако самое понятие площади ну- 
ждается в обосновании, и — если речь идет о криволинейной трапе- 
ции — оно достигается именно с помощью упомянутых пределов. 
Разумеется, этому должно быть предпослано изучение пределов (2) 


* Термин «интеграл» (от латинского ИМерег — целый) был предложен 
учеником и сподвижником Лейбница Иоганном Бернулли ([оН. Вег- 
пош!); Лейбниц первоначально и говорил «сумма». 
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самих по себе, отвлекаясь от геометрических соображений, чему 
и посвящена настоящая глава. 

Пределы вида (2) играют исключительно важную роль в матема- 
тическом анализе и в разнообразных его приложениях. К тому же 
в различных видоизменениях развиваемые здесь идеи будут неодно- 
кратно повторяться на всем протяжении курса. 

295. Определение. Пусть функция /(х) задана в некотором про- 
межутке [а, 6]. Разобьем этот промежуток произвольным образом 
на части, вставив между а и 6 точки деления (1). Наибольшую 
из разностей Ах; = х;.1—х; (1=0, 1,2,..., п 1) будем впредь 
обозначать через ^. 

Возьмем в каждом из частичных промежутков [х;, х;.1| по про- 
изволу точку х =; * 


жа ха (=0, 1,..., п 1) 


и составим сумму 
—1 


п 
=>, ЛЕД Ах. 
$=0 
Говорят, что сумма с при ^-»0 имеет (конечный) предел Г, 
если для каждого числа => 0 найдется такое число 6 > 0, что, 
лишь только «В (т. е. основной промежуток разбит на части, 
с длинами Ах; < 8), неравенство 


|“ —/|<е 


выполняется при любом выборе чисел &. 

Записывают это так: 

1 = Ито. (3) 
х>0 

Этому определению «на языке =-6», как обычно, противопоста- 
вляется определение «на языке последовательностей». Представим 
себе, что промежуток [а, 6] последовательно разбивается на части, 
сначала одним способом, затем — вторым, третьим ит. д. Такую по- 
следовательность разбиений промежутка на части мы будем называть 
основной, если соответствующая последовательность значений 
А — А,, Л», Аз, ... сходится к нулю. 

Равенство (3) можно понимать теперь и в том смысле, что по- 
следовательность значений суммы в, отвечающая любой основ- 
ной последовательности разбиений промежутка, всегда стре- 
мится к пределу [, как бы ни выбирать при этом &. 

Доказательство равносильности обоих определений может быть 
проведено в том же порядке идей, что и в 63. Второе определение 


* Выше мы в качестве $; брали во всех случаях наименьшее значе- 
ние х.. 
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позволяет перенести основные понятия и предложения теории преде- 
лов и на этот новый вид предела. 

Конечный предел | суммы в при ^—>0 называется опреде- 
ленным интегралом функции Г(х) в промежутке от а 
до 6 и обозначается символом 


[= Г еоая 


в случае существования такого предела функция /(х) называется 
интегрируемой в промежутке [а, 6]. 

Числа а и б носят название, соответственно, нижнего и верх- 
него пределов интеграла. При постоянных пределах определен- 
ный интеграл представляет собой постоянное чи;ло. 

Приведенное определение принадлежит Риману (В. Кетапп), 
который впервые высказал его в общей форме и исследовал область 
его применения. И самую сумму с иногда называют римановой 
суммой *; мы же будем предпочтительно называть ее интеграль- 
ной суммой, чтобы подчеркнуть ее связь с интегралом. 

Поставим теперь себе задачей — выяснить условия, при которых 
интегральная сумма ‘с имеет конечный предел, т. е. существует опре- 
деленный интеграл (4). 

Прежде всего заметим, что высказанное определение в действи- 
тельности может быть приложено лишь к ограниченной функции. 
В самом деле, если бы функция /(х) была в промежутке [а, 6] нео- 
граничена, то — при любом разбиении промежутка на части — она 
сохранила бы подобное свойство хоть в одной из частей. Тогда за 
счет выбора в этой части точки & можно было бы сделать / (5), 
а с ней и сумму с, — сколь угодно большой; при этих условиях. 
конечного предела для с, очевидно, существовать не могло бы. 
Итак, интегрируемая функция необходимо ограничена. 

Поэтому в дальнейшем исследовании мы будем наперед предпо- 
лагать рассматриваемую функцию /(х) ограниченной 


т=—=/(х)—= М (если а=х=). 


296. Суммы Дарбу. В качестве вспомогательного средства иссле- 
дования, наряду с интегральными суммами, введем в рассмотрение, 
по примеру Дарбу, еще другие, сходные с ними, но более про- 
стые суммы. | 

Обозначим через т; и М;, соответственно, точные нижнюю и 
верхнюю границы функции /(х) в 1-м промежутке [х;,х;.1] и 
составим суммы 


п—1 п 1 
$=0 $=0 


* На деле еще Коши отчетливо пользовался пределами подебных 
сумм, но лишь для случая непр-:рывной функции. 


$ Г. М. Фихтенгольц, т. П 
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Эти суммы и носят название, соответственно, нижней и верхней 
интегральных сумм, или сумм Дарбу. 

В частном ‘случае, когда /(х) непрерывна, они являются 
просто наименьшей и наибольшей из интегральных сумм, отве- 
чающих взятому разбиению, так как в этом случае функция /(х) 
в каждом промежутке достигает своих точных границ, и точки & 
можно выбрать так, чтобы — по желанию — было 


Л) = т; или У (8) =М,,. 


Переходя к общему случаю, из самого определения нижней и 
верхней границ имеем | 


т; = 1 (2) = М; 


Умножив члены обоих этих неравенств на Ах; (Ах; положительно) 
и просуммировав по &, получим 


5=6=5. 


При фиксированном разбиении суммы $ и $ будут постоянными 
числами, в то время как сумма с еще остается переменной ввиду 
произвольности чисел &. Но легко видеть, что за счет выбора &; 
можно значения /(&;) сделать сколь угодно близкими как к т,;, так. 
и к М,, а значит — сумму с сделать сколь угодно близкой к $ или 
к 5. А тогда предыдущие неравенства приводят к следующему уже 
общему замечанию: при данном разбиении промежутка суммы 
Дарбу $и $5 служат точными, соответственно, нижней и 
верхней границами для интегральных сумм. 

Суммы Дарбу обладают следующими простыми свойствами: 

1-е свойство. Если к имеющимся точкам деления доба- 
вить новые точки, по нижняя сумма Дарбу может от этого 
разве ‘лишь возрасти, а верхняя сумма — разве лишь умен- 
шиться. 

ДоклзадтеЕЛЬСТВО. Для доказательства этого свойства доста- 
точно ограничиться присоединением к-уже имеющимся точкам деле- 
ния еше одной точки деления х’. 

Пусть эта точка попадет между точками хь и ху, так что 


И. < И 


Если через 5’ обозначить новую верхнюю сумму, то от преж- 
ней 5 она будет отличаться только тем, что в сумме 5 промежутку 
[Хк, Хк-1| отвечало слагаемое 


Мк (Хк 1 — Хью), 


а в новой сумме 5’ этому промежутку отвечает сумма двух слагае- 


МЫХ 


Мх (х’ — х -- М и —х’), 
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где Мь и М, суть точные верхние границы функции /(х) в проме- 
жутках [хх, Хх] и [Х’, хь.1|. Так‘как эти промежутки являются 
частями промежутка [хь, Хк.1|, то 


М; = Мь, М; = Мь, 
так что г: 
М, (х’ — ху) = М, (х’ — хь), 
= 


М» (Хь1 — Х’) == Мь (хи: — Х)). 


Складывая эти неравенства почленно, получим 


Мк (х’ — хо -- Ми (хи — х”) = М» (Хин — Х%). 


Отсюда и следует, что 5’=5. Для нижней суммы доказательство 
аналогично этому. - 


ЗАМЕЧАНИЕ. Так как разности М» — М, и М, — М,, очевидно, 
не превосходят колебания ® функции /(х) во всем промежутке 
[а, 6], то разность 5—5’ не может превзойти: произведения ®Ахь. 
Это остается справедливым и в том случае, если в А-ом промежутке 
взято несколько новых точек деления. 

2-е свойство. Каждая нижняя сумма Дарбу не превос- 
ходит каждой верхней суммы, хотя бы отвечающей и другому 
разбиению промежутка. 

ДоклздтеЛЬСТВО. банк промежуток [а, 6] произвольным 
образом на части и составим для этого разбиения суммы Дарбу 


$ и $.. (1) 


Рассмотрим теперь некоторое другое, никак не связанное с пер- 
вым, разбиение промежутка [а, 6]. Ему также будут отвечать его 
суммы Дарбу 

$2 И $5. (11) 


Требуется доказать, что $: =5.. С этой целью объединим те и 
другие точки деления; тогда получим некоторое третье, вспомогатель- 
ное, разбиение, которому будут отвечать суммы 


$3 ИЗ. (ПЛ 


Третье разбиение мы получили из первого добавлением новых 
точек деления; поэтому, на основании доказанного 1-го свойства 
сумм Дарбу, имеем 

| $1 = 53. 


Сопоставив теперь второе и третье разбиения, точно так же 


заключаем, что 
93= 52. 


2 
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Но 5:=95, так что из только что полученных неравенств 
вытекает . 
$: =5$., 


что и требовалось доказать. 

Из доказанного следует, что все множество [5] нижних сумм 
ограниченно сверху, например, любой верхней суммой $. В таком 
случае [11] это множество имеет конечную точную верхнюю 
границу 

== зир {$} 
и, кроме того, | 


’ 


1=5, 


какова бы ни была верхняя сумма $. Так как множество {$} верх- 
них сумм, таким образом, оказывается ограниченным снизу числом 
[„, то оно имеет конечную точную нижнюю границу 

Г — 114 (5}, 
причем, очевидно, 
= т. 


Сопоставляя все сказанное, имеем 
5=1,=/Г=$ (5) 


для любых нижней и верхней сумм Дарбу. 

Числа /» и /* называют, соответственно, нижним и верхним 
интегралами Дарбу [ср. ниже 301]. 

297. Условие существования интеграла. С помощью сумм 
Дарбу теперь легко сформулировать это условие. 

Теорема. Для` существования определенного интеграла 
необходимо и достаточно, чтобы было 


Ит ($ — 5) =0. (6) 
А >0 
Сказанное в 295 достаточно для уяснения смысла этого предела. 
Например, «на языке =-д», условие (6) означает, что для любого 
е > 0 найдется такое 8 > 0, что лишь только .Х < 6 (т. е. промежу- 
ток разбит на части с длинами Ах; <65), тотчас выполняется нера- 
венство 


5$ —$«.г. 


ДоклзатЕель‹ствое. НЕоОвходимость. Предположим, что 
существует интеграл (4). Тогда по любому заданному з >> 0 найдется 
такое 6 > 0, что лишь только все Ах; < 68, тотчас 


|“— < или /[—ве«в</1-е, 


как бы мы ни выбирали & в пределах соответствующих промежут- 
ков. Но суммы $ и 5, при заданном разбиении промежутка, 
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являются, как мы установили, для интегральных сумм, соответственно, 
точными нижней и верхней границами; поэтому для них будем 
иметь 
[— = $=— 5 = /-Р в, 
так что 
И $ =/, Ши5=/, (Т) 
А 0 х>0 
откуда и следует (6). 

Достлаточность. Предположим, что условие (6) выполнено; 
тогда из (5) сразу ясно, что /„ —=1[* и, если обозначить их общее 
значение через /, 

5=/=5. (5*) 
Если под с разуметь одно из значений интегральной суммы, отве- 
чающей тому же разбиению промежутка, что и суммы $, $, то, как 
мы знаем, 

$5=0=5. 
Согласно условию (6), если предположить все Ах; достаточно малыми, 
суммы $ и 5 разнятся меньше, чем на произвольно взятое = >> 0. 
Но в таком случае это справедливо и относительно заключенных 
между ними чисел с и /: 

[“—/|<ь, 
так что / является пределом для с, т. е. определенным интегралом. 

Если обозначить колебание М; — т; функции в {-0м частичном 
промежутке через ®;, то будем иметь 


п—1 п—1 


$—5= У (М; —трАх; = Жо; Ахь 
4=0 +=0 


и условие существования определенного интеграла может быть пере- 


лисано так. 
п—1 


ит > ф; Ах; =0. (8) 
В этой форме оно обычно и применяется. 

298. Классы интегрируемых функций. Применим найденный нами 
признак к установлению некоторых классов интегрируемых 
функций. 

1. Если функция У(х) непрерывна в промежутке [а, 5], то 
она интегрируема. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Раз функция /(х) непрерывна, то на осно- 
вании следствия из теоремы Кантора [87| по заданному => 0 
всегда найдется такое 80, что лишь только промежуток [а, 91 
разбит на части с длинами Ах; < 6, то все ш; «ев. Отсюда 

п—1 п—1 
У в; Ах; <: > Ах; == (6 — а). 
$ = 


$0 
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Так как р — а есть постоянное число, а = произвольно мало, то 
условие (8) выполняется, а из него и вытекает существование инте- 
грала. Можно несколько обобщить доказанное утверждение. 

И. Если ограниченная функция У(х) в [а,6] имеет лишь 
конечное число точек разрыва, то она интегрируема. 

ДокаАзАТЕЛЬС тво. Пусть точки разрыва будут х’, х”, ..., х®)). 
Возьмем произвольное = > 0. Окружим точки разрыва окрестностями 


(х’— =’, х’- г”), (х”— =", х"- г”), ..., (х® —=®, х®) =) 


таким образом, чтобы длина каждой была меньше в. В оставшихся 
(замкнутых) промежутках функция /(х) будет непрерывной, и мы 
можем применить к каждому из них в отдельности следствие из 
теоремы Кантора. Из полученных по = чисел 6 выберем наимень- 
шее (его мы также будем обозначать буквой 5). Тогда оно будет 
годиться для каждого из указанных выше промежутков. Ничто нам 
не мешает взять при этом 8 < а. Разобьем теперь наш промежуток 
[@4, 6] на части так, чтобы их длины Ах; все были меньше 8. Полу- 
ченные частичные промежутки будут двух родов: 

1) Промежутки, лежащие целиком вне выделенных окрестностей 
около точек разрыва. В них колебание функции в; < в. 

2) Промежутки, либо заключенные целиком внутри выделенных 
окрестностей, либо частью на эти окрестности налегающие. 

Так как функция /(х) предположена ограниченной, то колебание 
ее © во всем промежутке [а, 6] будет конечно; колебание же 
в любом частичном промежутке ‘не превосходит ®. 

Сумму 


>; Ах; 
$ 
разобьем на две: 
уз ();/ Ах. И Ьз 071 Ах, 
$/ 


ит 


распространённые, соответственно, на промежутки первого и вто- 
рого рода. 
Для первой суммы, как и в предыдущей теореме, будем иметь 


> «;’ АХ; <= У Ах» < = (6 с а). 
$’ 5’ 


Что касается второй суммы, то заметим, что длины промежутков 
второго рода, целиком попавших внутрь выделенных окрестностей, 
в сумме < Ае; промежутков же, лишь частично налегающих на них, 
может быть не больше 2, и сумма их длин < 228, а значит и 
подавно «< 2Ае. Следовательно, 


У зи А Хх ® > Ахи «< ® . З/е. 


3/7 $// 
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Таким образом, окончательно, при Ах; < 68 имеем 


>; Ах; < = [6 — а) - ЗЕЯ]. 


Это и доказывает наше утверждение, так как в квадратных 
скобках содержится постоянное число, а е произвольно мало. 

Наконец, укажем еще один простой класс интегрируемых 
функций, не покрывающийся предыдущим. 

Ш. Монотонная ограниченная функция Г(х) всегда интегри- 
руема. , 

Доклдзат„тель‹ствОо. Пусть / (Хх) — монотонно возрастающая 
функция. Тогда ее колебание в промежутке [х;, х;.1!| будет 


в == 1 (4+1) — (Ху. 
Зададимся любым в > 0 и положим 
а а 
1 (6) —Л (а) ` 
Как только Ах; < 68, тотчас будем иметь | ь 


Ув: Ах: И (ан — Л = 81 (6) — Ла] =, 


откуда и следует интегрируемость функции. 

299. Свойства интегрируемых функций. Из признака п° 297 
можно вывести и ряд общих свойств интегрируемых функций. 

(. Если функция Г(х) интегрируема в промежутке [а, 6], то 
и функции |У(х)| и ЕГ(х) (где Е =сопз{) интегрируемы в этом 
промежутке. 

ДоклзаТЕЛЬСТВО Проведем для функции | /(х)|. Так как для 
любых двух точек х’, х” промежутка [х;, х;.!| имеем [17] 


ое == Мо) — Ла, 


то и колебание «; функции |/(х)| в этом промежутке не превос- 
ходит ®; [85]. Отсюда 


Хе! Ах, < Хо, Ах; 


так как последняя сумма стремится к нулю (при Х-»+ 0), то первая 
и подавно, что влечет интегрируемость функции |/(х)|. 
|. Бсли две функции У(х) и е(х) интегрируемы в промежутке 
[а, 6], то их сумма, разность и произведение также интегри- 
руемы. | | 
Доклзахтельество ОГграничим случаем произведения / (х) & (х). 
Пусть |/(х)|=К, |5(х)| =. Взяв в промежутке [ху Х41] 
любые две точки Хх’, Хх”, рассмотрим разность 


ЕЛЕ) = 
== [7 (х”) — Ла (о) в (<) — 8) (х). 
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Очевидно, _ 
| (х”) & (х”) — Л(х’) & (<) | = 1: Ко, 


если через ®;, в; обозначить, соответственно, колебания функций / (х), 
2(х) в промежутке [х;, х;.:|. Но тогда [86] и для колебания ®; 
функции /(х) 2 (х) в этом промежутке будем иметь 


2; = 1; Ко, 
откуда 


У ®; Ах; < [, №2 ®; Ах; К У ®; Ах.. 


Так как две последние суммы стремятся к нулю (при Х-»› 0), то 
первая и подавно, что и доказывает интегрируемость функции / (х) = (х). 

Ш. Если функция У(х) интегрируема в промежутке [а, 6], 
то она интегрируема и в любой части [я, В] этого промежутка. 
Наоборот, если промежуток [а, 6] разложен на части, и в каждой 
части в отдельности функция У(х) интегрируема, то она инте- 
грируема и во всем промежутке [а, 6]. 

ДоклзатеЛЬСТВО. Предположим, что функция /(х) интегри- 


руема в промежутке [а, 6], и построим для этого промежутка сумму 


У\;Ах; (считая, что ях и 6 входят в состав точек деления). Ана- 


логичная сумма для промежутка [х, 8] получится отсюда, если опустить 
ряд (положительных) слагаемых; она наверно стремится к нулю, 
если стремится к нулю первая сумма. 

Пусть теперь промежуток [а, 6] разложен, скажем, на две части 
[а, с] и [с,6] (где а<с<Ь), и в каждой из них функция Л (х) 


интегрируема. Возьмем снова сумму У! о; Ах; для промежутка [2; 6]; 
если точка с оказалась в числе точек деления, то названная сумма 
составится из двух подобных же сумм для промежутков [а, с] и [с, 6] 
и вместе с ними стремится к нулю. Заключение это остается в силе 
и для случая, когда с не является точкой деления: присоединив эту 
точку, мы изменим лишь один член суммы, который сам, очевидно, 
стремится к нулю. 

ГУ. Если изменить значения интегрируемой функции в конеч- 
ном числе (—=Е) точек, то интегрируемость ее не нарушится. 

ДоклзатЕЛЬСТВО ОЧевидно, ибо упомянутые изменения кос- 


нутся не более чем А членов суммы У» ®;Ах:. 

Легко понять, что и значение самого интеграла при этом не 
потерпит изменения. Это вытекает из того, что для обеих функций — 
исходной и измененной — точки &; в интегральной сумме всегда 
можно выбирать так, чтобы они не совпадали с теми точками, для 
которых значения их разнятся. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Благодаря этому свойству мы получаем возмож- 

[ 


ность говорить об интеграле Г 1)ах даже тогда, когда функ- 
в 
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ция /(х) не определена в конечном числе точек промежутка [а, 6]. 
При этом можно приписать в этих точках нашей функции совер- 
шенно произвольные значения и рассматривать интеграл от функции, 
определенной таким образом во всем промежутке. Как мы видели, 
ни существование этого интеграла, ни величина его не зависят от 
значений, приписанных функции в точках, где она не была определена. 


300. Примеры и дополнения. В качестве упражнения приведем еще 
примеры применения признака п 297 к конкретным функциям. 


1) Вернемся к функции, рассмотренной в 70, 8): Л(х) = т ‚ если х есть 


несократимая правильная дробь г и равно О в прочих точках проме- 
жутка [0, 1]. 

Пусть промежуток [0, 1] разбит на части с длинами Ах; =». Возьмем 
произвольное натуральное чиело №. Все частичные промежутки распределим 
на два класса: 


(а) К первому отнесем промежутки, содержащие числа Р. со знамена- 


телями 4 = №; так как таких чисел существует лишь конечное число А = Ех, 


то и промежутков первого рода будет не больше 2%, а сумма их длин не 
превзойдет 2^. 
(6) Ко второму отнесем промежутки, не содержащие указанных чисел; 
для них колебание «;, очевидно, меньше г. 
Если соответственно этому разложить сумму У, и; Ах; на две и оценить _ 
каждую порознь, то получим в результате 


Уна +. 


| 2 
Взяв сначала №`> — , а затем Е —= 8, будем иметь › о; АХ; < с, ЧТО 
Е 4 у 


доказывает интегрируемость функции. 

Пример этот интересен тем, что функция здесь имеет бесчислен- 
ное множество точек разрыва и все же интегрируема. [Впрочем, примеры 
такого рода можно построить и на основе теоремы Ш]. 

2) Теперь рассмотрим вновь функцию Дирихле [46; 70, 7)] у (х) = 1, 
если х — рациональное число, и 0, если х иррационально. Так как в любой 
части промежутка [0, 1] колебание этой функции ® =1, то и У &; Ах; =, 
так что функция заведомо не интегрируема. 

3) Критерий существования определенного интеграла, выведенный в 297, 
может быть представлен в следующей форме: 

Для существования определенного интеграла необходимо и доста- 
точно, чтобы по заданным числам =`>0 и °>0 можно было найти 
такое 5>0, что, лишь только все Ах; < 5, сумма 


ра Ах., 
т 


длин тех промежутков, которым отвечают колебания 


®,, = Е, 
сама < в. 
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Необходимость ясна из неравенства 
У «; Ах; =У, «;, Ах; > |2 У, Ах.,, 
$ $ 1’ 


если, за счет выбора 8, сделать первую сумму меньшей чем :с. 
Достаточность же вытекает из оценок: 


У о; Ах; = У, о, Ах №3 о; Ах» О У Ах; а У Ах, 96 в (6—а). 
4 $' $" $' $" 


(Здесь ©, как всегда, означает колебание функции во всем рассматриваемом 
промежутке; значком #” отмечены частичные промежутки, в которых коле- 
бания Фу” < =.) 

4) Применим критерий в этой новой форме к доказательству следующего 
предложения: 

Если функция Г(х) интегрируема в промежутке [а, 6], причем 
значения ее не выходят за пределы промежутка [с, а], в котором не- 
прерывна функция $ (у), то сложная функция $ (Л (х)) также интегри- 
руема в [а, 6]. | | 

Возьмем по произволу числа = >0ис`>0. По числу е›, в силу непре- 
рывности функции $(у), найдется такое 1>>0, что в любом промежутке 
значений у с длиной «< т колебание функции ф будет < :. 

Ввиду интегрируемости функции Л, по числам ти с теперь найдется 
такое 5, что лишь только промежуток разбит на части с длинами Ах; < 5, 


сумма р Ах;, длин тех из них, для которых колебания функции /: ®;, [1] ть 


. о 
сама меньше с [см. 3)]. Для прочих промежутков имеем ‹.„ [/] < т, а следо- 
вательно, по самому выбору числа т, ®.» [ф ()] «< :. Таким образом, для слож- 


ной функции $ (7 (х)) колебания могут оказаться >= лишь в некоторых из 
промежутков первой группы, сумма длин которых заведомо < с. Применяя 
к сложной функции критерий 3), убеждаемся в ее интегрируемости. 
° 5) Если и относительно функции $ предположить лишь интегрируемость, 
то сложная функция может оказаться и неинтегрируемои. Вот пример: 

В качестве функции /(х) возьмем ту, которая была уже изучена выше 
в 1); она интегрируема в промежутке [0, 1], причем значения ее также не 
выходят за пределы этого промежутка. Далее, пусть 


ф (у) =1 для 0% у=1 


$ (0) = 0. 


Функция $ (у) также интегрируема в [0, 1}. | 

Сложная же функция ф (1 (х)), как легко видеть, совпадает с функцией 
Дирихле [см. 2)]: она не интегрируема в [0, 1]. 

301. Нижний и верхний интегралы как пределы. В заключение мы 
вернемся к нижнему и верхнему интегралам, которые в п° 296 были опре- 
делены как точные границы сумм Дарбу $ и 5. Мы покажем теперь, 
что вместе с тем они являются и пределами названных сумм. 

Теорема Дарбу. Какова бы ни была ограниченная функция Л(х), 
для нее всегда 


И 


[, = !т $, Г = № 5. 
^>0 > 0 


Доклзатеклььство ПРроведем, например, для верхних сумм. 
Прежде всего, по наперед заданному = >0, возьмем такое разбиение 
промежутка [а, 6], что для отвечающей ему верхней суммы 5’ будет 


9<Г+5; (9) 
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это возможно, так как /* служит точной нижней границей для множества 
верхних сумм. Пусть это разбиение содержит т’ (внутренних) точек 
деления. | 

Положим теперь 


[5 
Эт’ 


где ® означает колебание функции /(х) во всем промежутке [а, 68], и рас- 
смотрим произвольное разбиение промежутка, для которого все Ах; < 5; 
пусть ему отвечает сумма 5 

Для того чтобы оценить разность между $ и Г, введем еще третье 
разбиение нашего промежутка, объединив точки деления первых двух 
разбиений. Если соответствующая ему верхняя сумма есть 5”, то, по 
1-му свойству сумм Дарбу [296], $” = 5’, так что и подавно [см. (9)] 


«Ре. (10) 


С другой же стороны, по замечанию п 296 разность $ — $” не апревосхо- 
дит произведения © на сумму длин Ах; тех промежутков второго разбиения, 
внутрь которых попали точки деления первого разбиения. Но число таких 


© 


промежутков не больше т’, а длина каждого из них меньше $, так что 


[5 


5—5" т, 


2 
откуда, в связи с .10), 
$<ЁГ-.. 
Так как, с другой стороны, $ >= /", то, лишь только Ах; < 8, 
0—=$—/“<ь, 


так что, действительно, $ -» /*. 
Из доказанной теоремы непосредственно следует, что всегда 


Ни ($ — 5) = — 1. 
А>0 


Это соотношение позволяет высказать критерий существования интеграла 
в следующей форме [ср. 297]: 

Для существования определенного интеграла необходимо и доста- 
точно, чтобы нижний и верхний интегралы Дарбу были между собой 


равны 
В =. 


При выполнении его, очевидно, их общее значение и дает величину опре- 
деленного интеграла. 

Новая форма условия имеет некоторое преимущество перед прежней. 
Для того чтобы убедиться в равенстве интегралов Дарбу, достаточно 
установить, что неравенству 


$—5<е 
при произвольном = удовлетворяет хоть одна пара сумм $ и 5. Действи- 
тельно, в силу (5), тогда будет также 
О—=А— /,<., 
откуда, ввиду произвольности е, и вытекает требуемое равенство. 


Легко сообразить, как в соответствии с этим может быть облегчено и 
условие интегрируемости, высказанное в предыдущем п” [см. 3)]. 


> 
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302. Интеграл по ориентированному промежутку. До сих пор, 
говоря 0б «определенном интеграле. в промежутке от а до 6», мы 
всегда подразумевали, что а < 6. Устраним теперь это стеснительное 
ограничение. 

С этой целью мы, прежде всего, установим понятие напра- 
вленного или ориентированного промежутка. /100 ориен- 
тированным промежутком [а, 6] (где может быть иа<ёфи 
а>5) мы будем разуметь множество значений х, удовлетво- 
ряющих неравенствам, соответственно, 


а=х=—в или а=х=б 


и расположенных или упорядоченных отак БВ, т. е. 
в порядке возрастания, если аб, или убывания, если а>. 
Таким образом, мы различаем промежутки [а, 6] и [5, а]: совпадая 
по своему составу (как числовые множества), они разнятся по 
направлению. 

То определение интеграла, которое было дано в 2965, относится 
к ориентированному промежутку [а, 6], но лишь для случая, 
когда а < 6. 

Обратимся к определению интеграла в ориентированном проме- 
жутке [а, 6], в предположении, что а>6. Можно повторить для 
этого случая обычный процесс дробления промежутка путем вста- 
вления точек деления, идущих в направлении от а к 6: 


а > ак > Иа > в 280, 


Выбрав в каждом частичном промежутке [ху х;.1| по точке &;, так 
что х;=2х;.1, составим интегральную сумму 


п—1 
в = —. ()Ахь 


где — на этот раз — все Ах; =х;., —х;< 0. Наконец, предел этой 
суммы при ) = мах | Ах; | > 0 и приведет нас к понятию интеграла 


ь 
[лодах= Нт с. 
‚ х> 0 


Если для промежутков [а, 6] и [6, а] (где а=р) взять те же 
точки деления и те же точки & то отвечающие им интегральные 
суммы будут разниться лишь знаками. Отсюда, переходя к пре- 
делам, получаем такое предложение: 
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1°. Если У(х) интегрируема в промежутке {[6, а], то она 
интегрируема и в промежутке [а, 6], причем 


[1] а 
[усрах=— |[/едах. 
а ь 


Впрочем, можно было бы именно это равенство принять за опре- 
Ь 


деление интеграла Г при а>ф в предположении, что интеграл 


а 
а 


[Г существует. 
ы 
Заметим еще, что по определению же полагают 


ло 4х == 0. 


303. Свойства, выражаемые равенствами. Перечислим даль- 
нейшие свойства определенных интегралов, выражаемые равен- 
ствами *. 

2°. Пусть Г(х) интегрируема в наибольшем из промежутков 
[4,6], [а, с] и [с, 6] **. Тогда она интегрируема в двух других, 
ц имеет место равенство 


ь с ь 
[лодах= [Лох + [Годах, 


< 


каково бы ни было взаимное расположение точек а, В и с. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим сначала, что ас «Ви функ- 
ция интегрируема в промежутке [а, 6]. 

То, что функция интегрируема в промежутках С си [с, 6], 
следует из 299, Ш. 

Рассмотрим разбиение промежутка [а, 6] на части, ричи точку с 
будем считать одной из точек деления. Составив интегральную сумму, 
будем иметь (смысл обозначений ясен) 


ь с ь 
УЛ Ах = УФА УЛФАх. 
а а с 
| 
* Здесь и впредь, если речь идет об интеграле ] ‚ мы считаем возмож- 


ным р отсутствии специальной ви. оба случая: а%фи 
а>5. 

** Вместо этого можно было бы предположить, что функция }(х) инте- 
грируема в каждом из двух меньших промежутков: тогда она была бы 
интегрируема и в большем. 
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Переходя к пределу при ^ -› 0, мы и получим требуемое равенство. 

Другие случаи расположения точек а, 6, с приводятся к этому. 
Пусть, например, 6 “аси функция /(х) интегрируема в проме- 
жутке [с, 6], или — что то же ввиду 1°— в промежутке [6, с]. В этом 
случае, по доказанному, будем иметь 


Гуда = Гуда Горах, 
| ь а 


откуда, перенося первый и второй интегралы из одной части равен- 
ства в другую и переставив пределы (на основании свойства 1°), 
придем опять к прежнему соотношению. 

3°. Если У(х) интегрируема в промежутке [а, 6] то и ЕГ(х) 
(где Е —= соп5 также интегрируема в этом промежутке, причем 


ь |, 
[сах = Год ах. 


4°. Если }(х) и #(2Р)— обе интегрируемы в промежутке [а, 6], 
то и У(х)—=#(х) также интегрируема в этом промежутке, 
причем 


ь ь ь 
Гис == в ах = Глодах-= Гесдах. 
а а а | 


В обоих случаях доказательство строится аналогично, исходя 
из интегральных сумм и переходя к пределу. Проведем его, напри- 
мер, для последнего утверждения. 

Разобъем промежуток [а, 6] произвольно на части и составим 
интегральные суммы для всех трех интегралов. При этом точки & 
в каждом частичном промежутке выбираем произвольно, но для всех 
сумм одни и те же; тогда будем иметь 


хе Ах, = ХЛ) Ах ХЕ Ах,. 


Пусть теперь ^-›0; так как для обеих сумм справа пределы 
существуют, то существует предел и для суммы слева, чем устана- 
вливается интегрируемость функции /(х)— 2 (х). Переходя в пре- 
дыдущем равенстве к пределам, приходим к требуемому соотношению. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Обращаем внимание на то, что при доказательстве 
двух последних утверждений не было надобности опираться на пред- 
ложения 299, [и П: интегрируемость функций Е/(х) и /(х) — 2 (х) 
устанавливается непосредственно переходом к пределу. 

304. Свойства, выражаемые неравенствами. До сих пор мы 
рассматривали свойства интегралов, выражаемые равенствами; перей- 
дем теперь к ‘таким, которые выражаются неравенствами. 
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5°. Если функция 1(х), интегрируемая в промежутке [а, 6], 
неотрицательна иа<Ъь, то 


Ь 
[лодах=0. 


ДоклдлздтекЛлЬСсТтвОо ОЧевидно. 

Труднее доказать более точный результат: 

Если функция У(х), интегрируемая в промежутке [а, 6], 
положительна и а<Ь, то 


6 
Гл ах > 0. 
а 
Доклзат„телЬьСствОо ПЛроведем от противного. Допустим, что 
в 
Гл ах = 0. 
а 


Тогда при \ —* 0 и верхняя сумма Дарбу 5$ также стремится к нулю 
[297 (7)|. Взяв произвольное а, > 0, можем сделать эту сумму мень- 
шей чем е,(В— а). При этом хотя одна из верхних границ М; 
окажется меньшей =, иными словами, найдется в [а, 6] такая часть 
[2,, 6:], в пределах которой все значения / (Хх) < а!. 

Так как и 


Гея ах =—0*, 


то, аналогично, из [а1, 6;] выделится часть [4›, 65], в пределах кото- 
рой /(х) < во, где =› — любое положительное число < в, ит. д. 

Взяв последовательность положительных чисел = —»0, можно 
определить такую последовательность вложенных один в другой 
(и— если угодно — убывающих по длине до 0) промежутков [ах, 6], 
что | 


0 </(*х) <=, если а=х=в (=1,2,3,...). 


* Действительно, по 2°: 


то 
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Тогда по лемме п” 38 существует точка с, общая всем этим 
промежуткам; для нее должно быть 


0</(6)<е= при Ё=1,2,3,..., 


что невозможно, ибо =,-›0. Теорема доказана. 

Простым следствием отсюда (и из 4°) является 

6°. Если обе функции У(х) и #(х) интегрируемы в проме- 
жутке [а, 6] и всегда 1(х)= в (х) [или Г(х) < #(х)], то и 


| Глооаи с [ водах [вм Губоя < Гесоа| 


в предположении, что а<6. 

Нужно лишь применить предыдущее свойство к разности г (х)—Л(х). 
Так же легко получается: 

7°. Пусть функция Г (х) интегрируема в промежутке [а, 6] и 
а«< 6, тогда имеем неравенство 


6 |1) 
Глодах <= [Плед ах. 


Существование последнего интеграла следует из 299, 1. Свойство 
6° применяем затем к функциям 


— |7) |=/1(%) = |109. 


Впрочем неравенство легко получить и непосредственно, исходя 
из интегральных сумм 


[1% Ах; [= ХЛ |. Ах, * 


и переходя к пределам. 
8°. Если Г(х) интегрируема в [а, 6], где а <Ь, и если во всем 
этом промежутке имеет место неравенство 


т = (х) = М, 
то 


|. 
ть — а) = | Лод ах= М6 —а). 


Можно применить свойство 6°к функциям т, /(х). и М, но проще 
непосредственно воспользоваться очевидными неравенствами 


т У Ах, = У Ах: = М»Ах; * 


и перейти к пределу. 


* Так как а< 6, то все Ах; > 0. 
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Доказанным соотношениям можно придать более удобную форму 
равенства, освобождаясь в то же время от ограничения а < 6. 

9°. Теорема о среднем значении. Пусть Г(х) интегрируема 
в [4,6] (а=5) и пусть во всем этом промежутке т —=(х)=—= М; 
тогда 


| 
[лодах=ьф—а). 


где т в =— М. 
Доказа„‹„тельство. Если а < 6, то по свойству 8° будем иметь 


ь 
т 6 —а) = [| Л(хах= М —а), 


откуда 


ь 
па, | фах = М. 
С | 


Положив 
|, 
а ] Л(х) ах = в, 


получаем требуемое равенство. 
@ 
Для случая, когда а> 6, проводим то же рассуждение для Г ь 
ь 
а затем, переставив пределы, приходим к прежней формуле. 
Только что доказанное равенство принимает особенно простой 
вид, когда функция /(х) непрерывна. Действительно, если 
считать, что ти М суть наибольшее и наименьшее значения функции, 
существующие по теореме Вей- 
ерштрасса, 85, то и проме- 
жуточное значение |», по теореме 
Больцано—Коши, 82, должно 
приниматься функцией / (х) в не- 
которой точке с промежутка [а, 6]. 
Таким образом, 


| 
Глсдах = 6—4) / (0), 


Черт. 5. 


где с содержится в [а, 6]. 

Геометрический смысл последней формулы ясен. Пусть /(х) = 0. 
Рассмотрим криволинейную фигуру АВСО (черт. 5) под кривой 
у=/(х). Тогда площадь криволинейной фигуры (выражаемая 


$8 Г.М. Фихтенгольц, т, П 
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определённым интегралом) равна площади прямоугольника с тем же 
основанием и с некоторой средней ординатой [.М в качестве высоты. 

10°. Обобщенная теорема о среднем значении. Пусть 1) /(х) 
и 2(х) интегрируемы в промежутке [а, 6]; 2) т—= У (х) = М; 
3) 2(х) во всем промежутке не меняет знака: # (х) = 0 [2 (х) = 0]. 
Тогда 


|! | ф 
Гис а дах = [Е ах, 


где т в = М*. 
ДоклзатеЛЬСТВО. Пусть сначала 2 (х) =0 и «<; тогда 


имеем 
тё (х) = (х) в (х) = Ме (х). 


Из этого неравенства, на основании свойств 6°и 3°, получаем 
ь ь ь 
т Ге дах = |1 есфахжм [в (фах. 
а а а 
Ввиду предположения о функции 2 (х), по 5°, имеем 
о 
[= ах = 0. 
а 


Если этот интеграл равен нулю, то из предыдущих неравенств ясно, 
что одновременно также 


6 
Гус в (фах =0, 


и утверждение теоремы становится очевидным. Если же интеграл 
больше нуля, То, разделив на него все части полученного выше 


двойного неравенства, положим 


ь 
[ло в дах 
а . — 
Г =дах 


и придем к требуемому результату. 


* Самое существование интеграла от произведения Л(х) 2 (х) следует 
из 299, П. Впрочем, можно было бы вместо интегрируемости функции Х(х) 
непосредственно предположить интегрируемость самого произведения 


Л(х): &(Х).. 


* 
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От случая а< В легко перейти к случаю а >, равно как от 
предположения &(х) == 0 — к предположению # (х) = 0: перестановка 
пределов или изменение знака ©(х) не нарушат равенства. 

Если /(х) непрерывна, то эта формула может быть записана 
следующим образом: 


ь | 
Гусев дах = о) [ в (дах, 


где с содержится в [а, 6]. 

305. Определенный интеграл как функция верхнего предела. 
Если функция /(х) интегрируема в промежутке [а, 6] (а=5), то 
1299, ПП] она интегрируема и в промежутке [а, х], где х есть любое 
значение из [а, 6]. Заменив предел ф определенного интеграла пере- 
менной х, получим выражение 


Ф («= [ЛФа*, (1) 


которое, очевидно, является функцией от х. Эта функция обладает 
следующими свойствами: 
11°. Если функция Г(х) интегрируема в [а, 6], то Ф(х) будет 
непрерывной функцией от х в том же промежутке. 
ДоклзатеЛЬСТВО. Придав х произвольное приращение Ах = й 
(с тем лишь, чтобы х-- Й не выходило за пределы рассматриваемого 
промежутка), получим новое значение функции (1) 


т+й т х+й 
Фив = | ла = |[ [ | 


{см. 2°], так что 
+ 


Фи — © (>) = | А) ае. 


Применим к этому интегралу теорему о среднем значении 9° 
Ф(х ) —Ф (5х) =; (2) 


здесь в содержится между точными границами т’ и М” функции / (х) 
в промежутке [х, х-- #]|, а следовательно, и подавно между (посто- 
янными) границами ее т и М в основном промежутке [а, 6]**. 


* Переменную интегрирования мы обозначили здесь через &, чтобы не 
смешивать ее с верхним пределом х; разумеется, изменение обозначения 
переменной интегрирования не отражается на величине интеграла. 

** Напомним, что интегрируемая функция ограничена [295]. 


8* 
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Если устремить теперь #й к нулю, то, очевидно, 
Фе) —Ф(х)->0 или Ф(х--->Ф(х), 


что и доказывает непрерывность функции Ф (х). 
12°. Если функцию Г (Ё) предположить непрерывной в точке 
[= х, то в этой точке функция Ф(х) имеет производную, рав- 


ную Г(х). 
ы Ф’ (х) = /(х). 


ДоклзлаАтЕЛЬСТВО. Действительно, из (2) имеем 


Фя—Ф(х) ‚ ‚ 
г —— где т’ == М.. 


Но, ввиду непрерывности функции /(Ё) при ==, по любому е> 0 
найдется такое 5 >> 0, что при [#й| < 6 


Л —в<Л®<Л(х-е 


для всех значений # в промежутке [х, х-- 1]. В таком случае имеют 
место и неравенства 


1х) — ват’ р М’ == (м), 
так что 


| —/(х)|=е 


Теперь ясно, что 


Ф’ (х) = Ит 


Ф(&-+Ю— © (х) 
в->0 й 


— Итр = /(х), 
й>0 


что и требовалось доказать. 

Мы пришли к заключению, имеющему огромное принципиальное 
и прикладное значение. Если предположить функцию /(х) непре- 
рывной во всем промежутке [а, 6], то она интегрируема [298, П|, 
и предыдущее утверждение оказывается приложимым к любой 
точке х этого промежутка: производная от интеграла (1) по 
переменному верхнему пределу х везде равна значению Х(х) под- 
интегральной функции на этом пределе. 

Иными словами, для непрерывной в промежутке [а, 6] 
функции ](х) всегда существует первообразная; примером ее 
является определенный интеграл (1) с переменным верхним 
пределом. 

Таким образом, мы, наконец, установили то предложение, о ко- 
тором упоминали еще в 264. | 


В частности, мы теперь можем записать функции Г и Е Лежандра 
[293] в виде определенных интегралов 


Ф 
Е А, ыы Е (Е, -/ 1 — А? $112 0 48. 
=] уран, 2%9 у 
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По доказанному только что, это будут первообразные функции, соответственно, 
для функций 
1 


а 


и притом обращающиеся в 0 при ф= 0. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Утверждения, доказанные в настоящем п”, легко 
распространяются на случай интеграла с переменным нижним пре- 
делом, так как (15°) 


ь т 
Глфа=— [лом 
Ня |, 


Производная от этого интеграла по х, очевидно, равна — 1 (х) 
(если х есть точка непрерывности). 

306. Вторая теорема о среднем значении. В заключение уста- 
новим еще одну теорему, относящуюся к интегралу от произведения 
двух функций 


| | 
1= [сов дах. 


Ее представляют в разных формах. Начнем с доказательства 
следующего предложения: 

13°. Если в промежутке [а, 6] (а < В)Х(х) монотонно убывает 
(хотя бы в широком смысле) и неотрицательна, а #(х) интег-. 
рируема, то | 


ь - 
Гус сдах == 1 (а) | в бах, (3) 


где & есть некоторое значение из названного промежутка. 

Разбив промежуток [а, 6] произвольным образом на части с по- 
мощью точек деления х; (1—0, 1,..., п), представим интеграл / 
в виде 


п—1 724+1 п—1 2+1 
=, ] де сдах = У, (кд Г всфах-+ 
о | +=0 2 
п—1 74 +1 
+ У, Й [1(х) — (хх (х) ах =э-Нр. 
$=0 2 


Если через [. обозначить верхнюю границу для функции |2(х)|, 
а через в; (как обычно) колебание функции /(х) в {-ом промежутке 
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[х;‚ хи длины Ах, то, очевидно, 


п 1 ;+1 


|=» | оо ибои=е У в; Ах. 


$=0 2 
Отсюда ввиду интегрируемости функции Г(х) [298, ПП ясно, что 
© —>0 при /^ = тах Ах; +0, так что 


[= Ит5. 
> 0 


‹ Введем теперь функцию 


6(х) = [04 


а 


® 


и с ее помощью перепишем сумму с так: 


п-—1 
в = Лед [@ (х 1) — С (*)] 


или, наконец, раскрывая скобки и иначе группируя слагаемые, 


о— р Мон Лель. 


Непрерывная функция С (х) [305, 11°], при изменении х в про- 
межутке [а, 6], имеет как наименьшее значение т, так и наибольшее 
‘значение М [85]. Так как все множители 


Аж 1) — Л (жд (при #=1,2,.... п и Х(х у), 


в силу сделанных относительно функции /(х) предположений, неот- 
рицательны, то, заменяя значения С соответственно через ти М, мы 
получим два числа: 


т] (а) и МХ(а), 


между которыми содержится сумма с. Между теми же числами, 
очевидно, содержится и интеграл /[/ как предел этой суммы, или 


иначе 
[= р] (а), 


где ть = М. Но, по непрерывности функции С (х), в проме- 
жутке [а, 0] найдется такое значение &, что и =О (&) [82]. Тогда 


[—=7(@) В (5), 


что равносильно формуле (3). 
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Аналогично, если функция Г(х), оставаясь неотрицательной, 
монотонно возрастает, то имеет место формула 


| ь 
Гус водах =) | водах, 
а & 


где а=Ё=6. Эти формулы обычно называют формулами Бонне 
(О. Воппе{Г). Наконец, 


14°. Если сохранить только предположение о монотонности 


функции Л(х), не требуя ее неотрицательности, то можно: 
утверждать: 


| Е | 
лсд водах = Ла) | вофах--Г®) | водах (4) 
В а <<. 


Действительно, пусть, например, функция / (х) монотонно убывает: 
тогда, очевидно, разность /(х) — 7 (6) =0, и стоит только к этой 
функции применить формулу (3), чтобы после легких преобразований 
получить (4). 

Доказанная теорема и носит название второй теоремы о среднем 
значении [ср. 304, 107]. 

Следующее простое замечание позволяет придать ей несколько. 
более общую форму. Если изменить значения функции /(х) в точках. 
аи ф, взяв вместо них любые числа А и В под условием лишь 


А=/(а--0) и В=/](6 —0) (если / убывает), 
А=/(а—0) и В=/( —0) (если ] возрастает), 


то не только значение интеграла Г не изменится, но и сохранится. 


монотонность функции /(х), так что по образцу (4) можно утвер- 
ждать 


6 Е | 
Глсовсдах = а [ водах в [ в дах. (5). 
а а Е 
В частности, 
о ё ь 
[года дах = а 0) [кодах 6—0) «фах. (5%) 
а а Е 


Здесь, как и выше, & означает некоторое число из промежутка. 
[а, Бр но оно, вообще говоря, зависит от выбора чисел ДА и В. 
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$ 3. Вычисление и преобразование определенных 
интегралов 


307. Вычисление с помощью интегральных сумм. Приведем 
‘ряд примеров вычисления определенного интеграла, непосредственно 
как предела интегральных сумм — в согласии с его определением. 
‚Зная наперед, что интеграл для непрерывной функции существует, 
для вычисления его мы можем выбирать разбиение промежутка 
и точки руководствуясь исключительно соображениями удобства. 


ь 
ь \ 
1) | хЁАх (а, 8 — произвольные вещественные числа, а А — натуральное 


& 


‘Число). 
а 


Сначала вычислим интеграл | хх (4-20). Промежуток [0, 4] разобьем 


0 
‘на п равных частей, а в каждом частичном промежутке функцию х* 
вычислим для его правого конца, евли а`>0, и для левого — при а< 0. 
‘Тогда интегральная сумма | 


п, 

1 \№ а 1 2% ... -- ПК 
== У, (та) ай. РИ Е 
$=1 


‚и, если учесть пример 14) п? 33, 
[9 


] 1 Н ак+1 
х Хх = т в = 
. по " ЁЕ-1 


‘Отсюда уже нетрудно получить и общую формулу 
[ в а 
ре+1 — а 
Е 
] хк ах | Й и" 
ь а 0 0 


2) | х*ах > а`>0, в — произвольное вещественное число). 


а 
На этот раз мы разобъем промежуток [4, 8] на неравные части, 


а именно между а и 6 вставим п— 1 средних геометрических. Иными сло- 


вами, положив 
п/ь 
9 = 4. = щ’ 


а, а4,..., @4% ..., 44" =6. 


Заметим, что при п-> со отношение 4=4и->1, разности же 441+! — а4* 
все меньше величины 6 (9 — 1) -> 0. 
Вычисляя функцию для левых концов, имеем 


рассмотрим ряд чисел 


п—1 п-1 
в = У (249* (444 +1 — 298) = а" (9—1) У, (ае+". 
$ =0 $ =0 
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Предположим теперь в =Е — 1; тогда 


(у 
я — авт (а— ЕН т (+1 — ав+!) а—1 


де т | де+1 ве | 
и, используя уже известный предел [пример 5), (в), 77], получим 
ь 
=] +1 пы 
] хе’ ах = Им ви = (+1 — а#+1) Ит нии Ека 
п-> о 4>1 4# + — 1 1 


а 
В случае же в = — 1 будет 


7” ф 
тп =л( =. 


и на основании другого известного результата [там же, (6)] 
|. ря 
ах | | в / ф 
—— = Им св = Ит п —— 1) =щшё— та. 
Хх п->20 п->оо а 
а 


|) 
3) /[ зпхах. Разделив промежуток [а, 6] на л равных частей, положим 
а 


$ — 


а 
В = ; функцию эпох вычислим для правых концов, если а ви 


для левых при а›> 6. Тогда 


ъ 
и = У, за (а-- 1). 
1 


Найдем сжатое выражение для суммы справа. Умножив и разделив ее 


Г 
на 2 УЧп-), а затем представляя все слагаемые в виде разности косинусов, 


легко получим 


п я 

т 

Узи (а-л) = : У, 2 т (а-- 14) зп = 

о | 7 

$4 По +-1 

] п 

—: в [< (а-+ 1—7 #)— вв (а+1 + *)] = 

2+1 2 с 


соз(а + #) — соз (+ +5) 


— : (1) 
— 2 5п ыы 
Таким образом, 
Г | 
2 1 | 
си = г со (а и) — сз (6+ ^)]. 
Ут о 
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Так как й—>0 при п -» оз, то 


ы | 
2 1 1 
п х 4х = Ит Е (4+5 в) — соз (+5^)) == С0$ @ — с0$ 6. 
ош 2 - 
а 2 


Аналогично, исходя из элементарной формулы 


п 


ТЕТЕ * 
зш (@-Е и +5 в) — эт (+5 ,) 
с0$ (а-- {1) = ЕЕ ВЕ , (2) 
2 $1 -= 
2 


$=1 


легко установить, что 


[| созхах = зп 6 — па, 


а 


4) Чтобы дать менее тривиальный пример, рассмотрим интеграл 
| [па 2исоз хи) 4х, 
0 


обычно связываемый с именем Пуассона ($5.-О0. Ро15зоп). Так как 
(1—|/| 2 =1— 2/ созх - 7”, 


то, предполагая |г|=5=1, видим, что подинтегральная функция непрерывна, 
и интеграл существует. 


Разделив промежуток [0, п] на п равных частей, имеем 


п 
— 
ия Ум (1 27081”) = 
к-1 
п-1 


= а П (1-е яя) | 


К=1 


где П есть знак произведения. С другой стороны, из алгебры известно 
разложение ** 


п-1 
228 — 1] = (2? — и (1-28 4+=). 


К=1 


в п 
* Которая получается из (1) заменой а на ар. 
** Учитывая значения корней степени 2п из единицы, имеем такое раз- 
ложение 22" —] на линейные множители: 
п-1 
[4 1:4. 
2т — | = т | 2 — с0$ — — {$5 — ), 
: - п п 
=—п 
где { есть мнимая единица. 
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Используя это тождество при г =л, представим с» В виде 


тым, 


Пусть теперь [х|< 1, тогда г?" > 0и 


Га 27 со хи) ах = Ни сп = 
п > < 


Если же |г| 1, то, переписав с» так: 


20 — 
о} 2 ши, 


г— 1 ин 
найдем 
к 


Га — 27 со х-- и) ах = жи | 
0 


Читатель видит, что прямой способ вычисления определенного 
интеграла, как предела сумм, требует даже в простых случаях зна- 
чительных усилий; им пользуются редко. Наиболее практичным яв- 
ляется прием, излагаемый в следующем п°. 

308. Основная формула интегрального исчисления. Мы видели 
в 305, что для непрерывной в промежутке [а, 6] функции Л (х) инте- 
грал 


Ф(х) = Г (Ра 


оказывается первообразной функцией. Если Р(х) есть любая 
первообразная для /(х) функция (например, найденная методами 
$$ 1—4 предыдущей главы), то [263] 


Ф(х) = Р(х)- С. 


Постоянную С легко определить, положив здесь х==а, ибо 
Ф (4) =0; будем иметь 


и. 
0 —=Ф (2) =ЕР(а-ЕС, откуда С =— 2 (а). 
Окончательно 
Ф(х) =Р(х) — Е (а). 
Если выделить множители 2 == -Е=1 (отвечающие А = —пи А =0) и 


собрать вместе сопряженные множители, то мы и получим, что 22" — | равно 


п-1 
2? — 1) | | (сов тие авш А) (2-— воз 2 ши = 
к=1 


п-1 
= (2? — о (:-2=с +2). 


>} 
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В частности, при х ==65 получим 
Ь 
Фо = [Лфах=Е®—Р). (А) 


Это — основная формула интегрального исчисления *. 

Итак, значение определенного интеграла выражается 
разностью двух значений, при х =6 и при х=а, любой перво- 
образной функции. 

Если применить к интегралу теорему о среднем [304, 9°] и вспом- 
нить, что /(х) = Е” (х), то получим | 


Е (6) — Е (@) =/Л(с). 6 — а) =Р" (©): 6—а) (@а=—=с=<ь); 


читатель узнает в этом формулу Лагранжа [112] для функции Р (х). 
Таким образом, с помощью основной формулы (А) устанавливается 
связь между теоремами о среднем в дифференциальном и интеграль- 
ном исчислении. 

Формула (А) дает эффективное и простое средство для вычисле- 
ния определенного интеграла от непрерывной функции /(х). Ведь 
для ряда простых классов таких функций мы умеем выражать перво- 
образную в конечном виде через элементарные функции. В этих 
случаях определенный интеграл вычисляется непосредственно по 
основной формуле. Заметим лишь, что разность справа обычно изо- 

о 


бражают символом Р (х)| («двойная подстановка от а до 0») и фор- 


[и 
мулу пишут в виде 
[1 |] 
[усоах = 2 (>) : (А*) 
а [#2 


Так, например, сразу находим: 


ы |) 
хе+1 ре+1 — де! 
— = —1|), 
1) тая ЕТ! Е: (м = ) 


ы ь 
2) Ех =пд— Ша (4>0,6>0), 
а а 


* Эту формулу называют также формулой Ньютона— Лейб- 
ница. Читатель видит, что рассуждения здесь вполне аналогичны тем, кото- 
рыми мы пользовались в 264 при вычислении функции Р(х) и площади Р. 
‘Сама формула (А) легко могла бы быть получена сопоставлением резуль- 


татов пп” 264 и 294. 
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- 


3) [зпжах = — созх = С0$ 4 — с05 $, 


$ 


| | 
[сов хах = зшх 


а [9 


— результаты, не без труда полученные нами в предыдущем п? [ср. при- 
меры 1), 2), 3)]*. 

309. Примеры. Приведем дальнейшие примеры использования фор- 
мулы (А): 


—5110 — па 


к 


4) (а) за тх за пх 4х = 
—к 
нЕ: __ за (тп) х 
т—п т--п 


=0, (п-т) 


к +* 


| Яа 2тх 
у. — о О о оли 
(6) Г $112 тх ах 5 [ Эт 


= [см. 267, 17), 18)]. 


Аналогично 
к 
(в) Г За тх с0$ пх ах = 0, 
—_к 
® 
(г) Г с0$ тх с0$ пх 4х =0 или к, смотря по тому, будет ли п-т 
-к 


ИЛИ П = т. 
5) Найти значения интегралов (т, п — натуральные числа): 


м] = 


(а) / п (2т — 1) х д 


ах 
0 


Я =) 
(6) Е [ее х ее 
Укдз : ние. (а) Из формулы (2), полагая в ней а=0, А =2х и 
п=т— | можно вывести, что 


т-1 
п (2т —1)х 


1 у 
5+ №108 2= = 2х ы 


$=1 


* Пример 4) предыдущего п” уже не может быть исчерпан так просто, 
ибо соответствующий неопределенный интеграл в конечном виде не выра- 
жается. 
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Отсюда, так как отдельные слагаемые легко интегрируются по фор- 
муле (А), сразу получается 


к 


2 
] эп (2т — 1) х Че”. 
п х 2 
0 
(6) Из формулы (1), полагая а = — х, А = 2х, найдем 
п 
1 — со; 2пх $112 пх 

Узшет— 1х = 2х эшх 
т=1 


Отсюда, если использовать предыдущий результат, 


ах 
где О<а, В< 1. 
Если в формуле [283 6 


Пур -ч "4+ 3+2 Уаячые+е | +с 


отождествить 
ах? ох с = (1 — 2ах -- а?) (1 — 28х -- В?), 


то, дифференцируя, о 
ах +5 —= —а(1 — 23х | В?) —В (1 — 2ах - а?). 


Отсюда легко вывести, что при х =1 выражение, стоящее под знаком лога- 
рифма, получит значение 


—2 (1 — 8) —В(1 — а) -+2Уа8 (1—9 а— 8) = 
= —Уга——Уа-9Р=—(И—Уа-+уа», 
а при х = —1 значение 
— (У —Уа-—Уз). 
Таким образом, окончательно для искомого интеграла получается простое 
выражение 
11 
Ув ‘1_Уз° 


зависящее только от произведения аВ *. 


* Наши выкладки безупречны лишь при о«=ЕВ, но легко видеть, что 
результат верен и при а =. 
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`Заметим, что при выводе основной формулы нам на деле не было надоб- 
ности требовать, чтобы функция Р(х) была для Л (х) первообразной в зам- 
кнутом промежутке [4, 5]. Опираясь на следствие п® 131, достаточно 
было бы предположить это для открытого промежутка (а, 5), лишь бы 
только и на концах его функция ЕР(х) сохраняла непрерывность. 
-—- например, мы имеем право писать [263] 


п 


ее | 9 ыы 
—_а 


—&а 


хотя при х = + а вопрос о производной найденной первообразной еще тре- 
бовал бы исследования. 
В затруднение мы встречаем при вычислении интеграла 


1 — 2 со х + 7? 


8) Деаиня а ах (0<г<\, 


так как найденная в 288, 13) первообразная 
В) = 2 (17 нА = 5) 


не имеет смысла при х = - т. Однако существуют, очевидно, пределы 


Нт Р(х)=—х, м Е (х) =, 
2 > =--0 >=—0 


и если, как обычно, положить Р(— м) и ты равными именно этим преде- 
лам, то функция Р(х) будет не только определена, но и непрерывна на 
концах промежутка. Поэтому все же имеем 


к к 


1 — /2 
Дара = а в 


—т —_к 


9) Аналогично вычисляется и интеграл 


2 
ах . 
Дет еа (АС — В*>>0). 
Е 


Мы уже имели [288, 10)] выражение первообразной 


Е (х) = ИЕ: ЕВ аг{5 ЕВ. 
У АС- В? У АС В? 
пригодное для —5 г. 5 . Отсюда 
з 2-9 
ах — В = к 
А 05? х -- 28 соз х ча х -- С 5? х А У АС- В? 
тт в 
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к К." 
причем значки 20 -5 — 0 символизируют необходимость брать соот- 


ветствующие предельные значения функции Р (х). _ 
10) Если при вычислении интеграла 
| 1 
х*-- 1 
ж®Т ах 
х8--1 


исходить из формально вычисленной первообразной 


1 Зх (х? — 1) 
— — атс 
3 х4 — 42-1 
и подставить сюда х =0и х=1, то для интеграла получится парадоксаль- 


ное значение 0 (интеграл от положительной функции не может иметь 
нулевое значение!). 


Ошибка в том, что это выражение испытывает скачок при х = 


_У2—У3 — Хо. Если порознь вычислять интегралы от 0 до хо и от хо 
‚до 1, то получится правильный результат 


1 2—0 1 


[-* 


0 ж%--0 


— 
=. 


1}) Легко вычислить, се помощью первообразных, интегралы 


Если вспомнить о стремлении к ним соответственных интегральных сумм, то 
можно получить, например, такие предельные соотношения: 


1 1 1 
Ят (++ ооо + т) = 12, 


$ > со 
1 1 1 х 
И (в На +... +оя)`"-=4. 


310. Другой вывод основной формулы. Установим теперь основ- 
ную формулу (А) при более общих предположениях. Пусть функ- 
ция /(х) интегрируема в промежутке [а, 6], а непрерывная 
в [а, 6] функция Р(х) имеет /(х) своей производной 


В’ (х) =(х) _ @) 


повсюду в (4,5) или даже лишь повсюду, исключая конечное 
число точек. 
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Разобьем промежуток [а, 65] произвольным образом на части 
точками 


а о, 


[позаботившись лишь о том, чтобы в их числе были все те 
точки, где не имеет места соотношение (3), если такие 
точки есть]. Очевидно, будем иметь 


п—1 


Е — Е(а) = ИЕ (1.1) —Р(%). 


Применим к каждой из разностей, стоящих под знаком суммы, 
формулу конечных приращений, — условия для ее применения все 
выполнены. Тогда получим 


п-—1 
РО — ЕР (а) = > Р” (83) (1+1 — Хр, 


где &; есть некоторое определенное (хотя нам не известное) значе- 
ние х между х; и х;.1. Так как для этого значения Р” (&;) = (&), 


то мы можем написать 
п-—1 


Е (6) —Е(а) = 21 ((ДАх:. 


Справа получилась интегральная сумма з для функции /(х). 
Мы предположили, что для суммы с при ^-»›0 существует опреде- 
ленный предел, не зависящий от выбора чисел Ё;. Следовательно, 
в частности, наша сумма, сохраняющая (при указанном выборе этих 
чисел) постоянное значение, также стремится к интегралу, откуда 
и вытекает, что 


[и 
Е —Е(а) = Гус ах. 


В предыдущем п°мы с помощью основной формулы вычисляли 
определенный интеграл. Но она может быть использована и в дру- 
гом направлении. Заменив в основной формуле 6 на х, а /(х) на 
ЕБ’(х), можно написать ее в виде 


Е (<) —Е(@) + ГР (Ва. 


Таким образом, с помощью предельного процесса (ибо определен- 
ный интеграл есть предел), по заданной производной Р”(х) «вос- 
станавливается» первообразная функция Р (х). 

Впрочем, это предполагает, что производная не только ограни- 
чена, но и интегрируема в согласии с римановым определением, что 
осуществляется не всегда. 


9 Г. М. Фихтевгольц, г. И 
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311. Формулы приведения. Мы видели, что основная формула 
при благоприятных условиях сразу дает значение определенного инте- 
грала. С другой стороны, с ее помощью различные формулы 
приведения в теории неопределенных интегралов преобразуются 
в аналогичные формулы уже в определенных интегралах, сводящие 
вычисление одного определенного интеграла к вычислению’ другого 
(вообще более простого). 

Мы имеем в виду прежде всего формулу интегрирования по частям 


Гео == шо — [чаи 


и ее обобщение [270 (3) и (5)], а также другие формулы приведе- 
ния [271 (6); 280; 287], частично на ней же основанные. Общая форма 
их такова: 


Глорах =) — [в офах. (4) 


Если областью применения подобной формулы является промежу- 
ток [а, 6], то ей в определенных интегралах отвечает формула 

ь ь 

-- Г д (х) ах. (5) 
а 


а 


ь 
Гледах = (>) 


При этом функции /, г будем считать непрерывными. 
Для доказательства обозначим последний интеграл в формуле (4) 
через Ф (х). Тогда 


Ь ь ь ь 
Глорах = 19 0 —Ф 0%) = (х)| — Ф(х)|. 
[4 | а а а 
Так как, в то же время, 
ь Ь 
Гесдах=Ф (|, 
а Я 


то мы и приходим к доказываемой формуле. 
В частности, формула интегрирования по частям примет теперь вид 


ь ь ь 
[иаожио| — Го4и. (6) 
а Ц [в . 
а обобщенная формула перейдет в такую: 
ь ь 
[ ОТ ах = [шо ИТ... С Тит 
а ь а 


а О Г ИИ ах; (Т) 


а 
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при этом по-прежнему функции и, 9 и все встречающиеся их произ- 
водные предполагаются непрерывными. 


Формула (5), устанавливающая соотношение между числами, 
принципиально проше формулы (4), в которой участвуют функции; 
она особенно выгодна, если двойная подстановка равна нулю. 


312. Примеры. 1) Вычислить интегралы 

к 

р 

Л) = | $1" хах, Л = | созт ха 

т — } т — и 
|" 0 


к|а 


(при натуральном т). 
Интегрируя по частям, наидем 


к 
г 
Ут = |] 5117-11 Ха ( — с0$ Хх) = 
. [0 ы 


к 
2 


х 
2 

— — Япт-1х с0$ Хх |+ 1 [эт соз? хх. 
0 0 


Двойная подстановка обращается в нуль. Заменяя с0$? х через 1 — $11? х 
голучим 


Ут = (т — Ув —(т— ПУ, 
откуда рекуррентная формула: 


т— 1 
а Ут-® 


по которой интеграл /м» последовательно приводится к /у или 1. Именно, 
при т = 2п имеем 


(2п — 1) (2п—3)...3.1 п 


к 
2 
/. = зе хак = ВАО би 9..8. 
:® | 21. (2п—2)...4.2 лы 
0 


если же т = 21 - 1, то 


® 
2п. (2п—2)...4.2 
ее 2+1 о 
Лт +1 До ЕП -. З. 


Такие же точно результаты получаются и для /„. 


9* 
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Для более короткой записи найденных выражений воспользуемся сим- 
волом т!!*. Тогда можно будет написать 


® т 
> = [ тЬбПИ м 
И = . р при т четном, 
Г эт хх = ] с05т х 4х= т (8) 
0 (И ЗИ при т нечетном. 


2) Доказать формулы 


к 


— 


и 


(а) Й с05т х со05 (т 2) хах =0, 


к 


| 
и ] —=—_—_—_—_—_ 
(6) | со х т (т-+ 2) хах ТЯ 
0 


к 
РЗ тк 


(в) [нп х с05 (т Е 
0 


® 
> Са тт 
2 


(г) Е х п ее ы 
0 


(где т — любое положительное число). 
Рассмотрим интеграл 


^2| а 


Ре ее [с051+? х а (т -- 2) х — с03® +1 х зах со$ (т-- 2) х] |- 
0 


к 


ЕЁ эт] [-—- (т - 1) созт х $2 х -- с05т+2 Хх] с0$ (т-- 2) хах. 


—— ————— 


* Напомним, что т! означает произведение натуральных чисел, не пре- 
восходящих т и одной с ним четности. 
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Двойная подстановка обращается в 0. Заменяя под знаком интеграла $? х 
` через 1 — со5*х, придем к равенству 


051+? х с0$ (т-- 2) хах = 


Ё=— 
| а 


т 
г 


= — И 05 х с0$ (т-- 2) хах-- Й 05+ х с05 (т -- 2) хах, 
0 0 


® 
кз 


откуда и следует (а). 
Аналогично устанавливаются остальные равенства. 
3) Вычислить (при натуральном п) интегралы 


к 


к 
2 2 
Ки = | 05 х зп пх ах, [в = | 05 х с05 их ах. 
0 0 

Интегрируя по частям, будем иметь 


п 
р. 


1 
Ки = с с05й-1х и х с0$ пх ах. 
0 


Если к обеим частям прибавить по К», то, преобразуя выражение под 
знаком интеграла справа, легко получить 


1 
2Ки = п -Е Кл-1 
ИЛИ 


Кв = 5 (-. ЕЕ: Кн-1). 


По этой рекуррентной формуле легко уже найти 


1 2 22 23 ой 
К = —- — ре —}. 
‘я Е ГЕ Г т ы — 
Аналогично 
1 = у! 
п опр * 


4) Найти интеграл 
1 


Нда Г хи 17 х ах, 
0 


где А`>0, а т — натуральное число. 
Интегрирование по частям [ср. 271, 5)] 
1 1 1 


] хп х 4х == Нет “1 ках 
м 4-0 о 
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приводит к рекурренлнои формуле 


т 
Нк, т = — ЕТ Нь, т-— 1» 
откуда и получается 
т! 
(Е 1) +1 | 


Особенность этого примера в том, что в точке х = 0 значения как под- 


интегральных функций, так и функций под знаком подстановки определяются 
как предельные при х -» -| 0. 


5) По формуле (111) п® 280 имеем (считая р и 4 натуральными числами) 


Нь, т = (— 1)” 


(1 — х) хЧ+! 


реа Ч ет [а — 2-1 9 
Га х)? хЧах т 1 (1 —х) х7 ах, 


что при переходе к определенным интегралам в промежутке от (0 до 1 дает 


| | 1 
— х)Р х9 РЕНИ АИК __ у\Р-1 59 
а х)Р хчах рита х) хт ах. 


Последовательно применяя эту формулу, получим 


1 1 
— рр 9 РО. | й 
Га ме. Ф-Ч+0 +9... 9+2 * -- 


И окончательно 
1 


— дв мах = 
Га х)’ хтах тит 


\; 


6) Если в формулах (1\) п? 287 при натуральных ш и у перейти к опре- 
деленным интегралам, то, используя результат примера 1), можно получить 
более общую формулу 


а — и — |)! 
5 ее. = (при четных р и У), 


(-Еы)!! 2 


Иа — 1 
ее (во всех прочих случаях). 


Ё— 


т” х с05в х Ах = | 


313. Формула замены переменной в определенном интеграле. 
Та же основная формула (А) позволит нам установить правило замены 
переменной под знаком определенного интеграла. 


Пусть требуется вычислить интеграл [ 1 (х) ах, где Г (х)— непре- 


. Я 
рывная в промежутке [а, 6] функция. Положим х =$({), подчинив 
функцию $(1) условиям: 
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1) $([) определена и непрерывна в некотором промежутке [а, В] 
и не выходит за пределы промежутка [а, 6|*, когда { изменяется 
в [2, В]; 

2) ф(а) =а, Ф(В) =6; 

3) существует в [2, 8] непрерывная производная $’ (#). 

Тогда имеет место формула 


[ 8 
Глодах = Глоб а (9) 


а 


Ввиду предположенной непрерывности подинтегральных функций 
существуют не только эти определенные интегралы, но и соответ- 
ствующие им неопределенные, и в обоих случаях можно воспользо- 
ваться основной формулой. Но если Р(х) будет одной из перво- 
ооразных для первого дифференциала Г(х)ах, то функция Ф (В = 
= Р($Ф(Р)), как мы знаем, будет первообразной для второго диф- 
ференциала /(Ф (№) о’ (Ё) 4Ё [ср. 268]. Поэтому имеем одновременно 


р 


Глсоах = Е 6) —Р(@) | 


В 
[лев фи=ФФ—Фо= 


я 
—=Р($Ф(3)) — Р(® (2) ) =ЕР (В) — Е(а), 

откуда и вытекает доказываемое равенство. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Отметим одну важную особенность формулы (9). 
В то время как при вычислении неопределенного интеграла с по- 
мощью замены переменной, получив искомую функцию выраженной 
через переменную #, мы должны были возвра:иаться к старой пере- 
менной х, здесь в этом нет надобности. Если вычислен 
второй из определенных интегралов (9), который представляет собой 
число, ТО тем самым вычислен и первый. 


[2 


314. Примеры. 1) Найдем интеграл [уж х с помощью подста- 
0 


к 
новки х =аз$ п роль а и 3 здесь играют значения 0 и 5. Имеем 


п РЗ 
НЕРЫЕ о 
Гуз=яакна | сои = (+1) 
0 0 


ср. 268]. 


* Может случиться, что функция Г/(х) определена и непрерывна в более 
широком, чем [а, 65], промежутке [А, В], тогда достаточно потребовать, чтобы 
значения ф (#Ё) не выходили за пределы промежутка [А, В]. 
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2) Вообще при п натуральном с помощью той же подстановки получим 


а 


к 
Е: 
] (42 — х?)п Дх = ап +! ] 05271 +1ЁР 4Ё = а?" +1 ИН _ 
(21 1)! 
0 0 


[см. (8)], и аналогично 


ет (п 1)! 
2 52) 2 ИНН 
] (а х?) Ах = ап 5 о 


3) ————_(х. 


Подстановка х = азес& пределам а и 24а переменной х отвечают пре- 


у" [9 
делы Ои 3 НЕ 1. Находим 


Е 
3 
Зе И 


2 3 ва? ` 
0 


4) Рассмотрим интеграл 


к 
хзшх 
Дия ах 
1-Е с0$? х 
0 
Подстановка х = п — (где # изменяется от л до 0) приводит к равенству 


к 
Гея хзшх пе она 
1 с0$2 2. 1 -- с0$2 5 
0 
ИЛИ 


к п ® 
хзшх п Быт Е 
Й Е сое х 2 ый 1- с0$? 1 |. ] 1 с05? 1 
0 0 


Перенеся последний интеграл (в котором вместо Ё снова можно написать х) 
налево, получаем 


" к 
х зх т Е п 
я 1 соз?х Дея 1 -- с032. а = ЕО. агс( $ (с0$2) 
0 


Ср. ниже 11), где этот пример будет обобщен. 


д? 


4’ 


0 
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=: ших) 
5) Вычислить интеграл ‚- “зан ее 4х. 
0 


у" 
Подстановка х = @ф (гле ф изменяется от 0 до т) переводит его 


п (1 №59) 4$. Но 


|) 
я 


У 25т (> + *) 


1 = ое 


так что 
к к 
4 4 
п. у п : 
= з 12 = маш (2+9) %— | [п с0$ $ 4$. 
0 0 


Так как оба интеграла равны (например, второй приводится к первому под- 


з, л п 
становкой ф == 4 причем $ изменяется от 4 до о), то окончательно 


п 
У — п р 
8 
1 
агс{ х 
Заметим, что то же значение имеет и интеграл Ее. Ах, в чем легко 


убеднться интегрированием по частям. 
6) Установить, что 


га 


1 


ака | о 
х у. 5ШЁ 


0 о 


[ 
УклзАнНИиИЕ. Подстановка х = 85 ; 


7) Преобразовать один в другой интегралы 


49 


(х — Ух? — 1соз 0)" 1" | 


Генуя “-/ 


считая х`> [Ти п — натуральным. 
Это достигается путем преобразования переменной по формуле 
(ХУ ^^? — 1 с05 3) (х — У — 1с030) = 1. 


Отсюда 
у 81 - х с0$ 6 


с0$ ф = Е 
ы х—- У х— 1с050 
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причем выражение справа по абсолютной величине ке превосходит единицы. 
и каждому 0 в промежутке [0, |] однозначно отвечает некоторое ф в том же 
промежутке. При 0 =0 или т также и $ =0 или п. Имеем 


Е $ 9 40 
(х— Ух 1с0$ 6)2 
и так как 
И $11 0 
х—Ух- 1с030’ 
то л 
_ @$ = - 


х—- Ух 1с0$4’ 
так что окончательно 
ЕС ` 40 
И ее 
(х — Ух? — 1с0$ 6)п+1 


откуда и следует требуемое равенство. 

[Заметим, что оба интеграла (с точностью до множителя п) выражают 
п-й многочлен Лежандра Р‚(х), 118, 6).] 

8) Какова бы ни была непрерывная в промежутке [0, а] (а&>09) функ- 
ция / (х), всегда 


а а 
Глсдах = [/а—04 
0 0 


| к 
(подстановка х=а—ва>2ё> 0). В частности, так как с0$ х = $т (5 —х) р 


то при любой непрерывной функции Р(и) будет 


к п 
р. 2 


ес х) ах = Ес х) ах. 
0 0 


9) Пусть Л(х) непрерывна в симметричном промежутке [— а, а] (а 0). 
Тогда в случае четной функции [99, 25) 


а а 
[лсдах =2 [| (ах, 
—а 0 
а в случае нечетной 


а 
Гус ах = 0. 
—а 


а 


В обоих случаях интеграл | представляется в виде суммы интегралов 


—а 
0 а 
Г+Г и к первому из них применяется подстановка х=—& 
—а 


0 
10) Пусть имеем непрерывную периодическую функцию Х(х) 
с периодом ®, так что при любом х: Л (х {- ®) =7(х). Тогдав любых про- 
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межутках с длиной ®, равной периоду, интеграл от э1юи функции имеет 
одно и ТО же значение 


ао [И 
Г лодах = | /одах 
а о ` 
а+о п « 1+9 
Для доказательства разлагаем: | =[-Г+/ и, применяя к третьему 


а а |) , 


нттегралу справа подстановку х = --®, убеждаемся, что он лишь знаком 
разнится от первого. 


11) Доказать, что 


«Ла ока уби х) 4х. 
0 0 


где /(и) — любая непрерывная в промежутке [0, 1] функция. 


УкаАзЗАНиИеЕ. Воспользоваться подстановкой х = п — & 
12) Доказать. что 


2к 


Го (а соб бя 0) 40 =2 Геи = -- 6 соз Ха, 
0 0 


где $ (и) — любая функция, непрерывная лля |и | < У а + ®. 
Определяя угол а соотношениями 


а | 
С0$л = 


——, За = 
У Ув’ 
имеем 


В силу (10) можно написать 


Эк а+к 


Г за со 0-6 яп в) 46 = Г 2С/ я -ЕИсоз (1 — 2) 48 
0 


а«а—т 
или, если положить 9 — а =) и использовать 9). 


п Бо 


ГесИ я Я со = [+(У а? Я соз а. 
р 0 
13) Доказать. что 


2|а 
‚>| а 


Га ($11 24) со$ и 4и = Г & (с05? 9) с0$ 9 49, 
0 0 


где (2) — любая непрерывная функция от г в промежутке [0, 1]. 
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к к 


2 4 
Представив первый интеграл в виде суммы нитегралов [= [+ Г. 
0 0 


/ 


ГО п < 
подстановкой а приводим и второи из них тоже к промежутку 


к 
Го, С и получаем 


& (ти) (со0$ и -- зп и) ди. 


а 


Здесь мы делаем замену переменной, исходя из соотношения 
$ 2и == с05? 9; 


к 
возрастанию ц от 0 до —-, очевидно, отвечает убывание о от 


д до 0. Диф- 


0“ 
р 
ференцируем 

0$ 2и ди = — пу со$ 9 4; 


учитывая, что 


с0$ 2и = У1— чп? 2и = У1Т— с054 и = зто УТ с05? 9 


Т- с0$° 9 = 1 2 $ и с0$ и = (5 и -- с0$ и)?, 
находим окончательно: 
(пи -- соз и) 4и = — соо 44. 


Теперь уже нетрудно получить требуемый результат. 
14) В заключение вернемся к интегралу Пуассона 


= м (1 — 2^ с0$ х-+ 7?) ах 
0 


[ср. 307,4)]. Мы уже знаем, что при |г| = 1 подинтегральная функция непре- 
рывна и интеграл существует. Мы наново вычислим его с помощью некото- 
рого искусственного приема, в котором замена переменной будет играть 
существенную роль. 

Заметим предварительно, что из очевидных неравенств 


(1—|/|)? = 1 — 27 со х- и? = (1-5 ||), 
логарифмируя и затем интегрируя от 0 до т, получаем (при |г|< 1). 
2 т (1—|и|) = / (г) = (2 ш (1- |4 |). 


Отсюда ясно, что при г-—> О и /(г) 0. 
Рассмотрим теперь интеграл 


и-о= [м (1-Е 2и с0$ х -{ г?) 4х. 
0 
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Если в этом интеграле положить х = п — Ь причем Ё изменяется от п до 0, 
то окажется, что 


0 
о = [па 203 ®—Ю-+а®—0= 


= [па — 27 с05#-- 72) = 140). 
. | 


В таком случае 


21 (г) = 1 (г) -Е 1(— г) = [п [(1 — 2/ со$ х -- и?) (1-Е 2г созх -- г?)] ах 
0 
или 


21 (г) = Г т (1 — 2/2 с0$ 2х | 4) ах. 
0 


1 
Полагая х = > (где Е меняется от 0 до 2к), получим 


25 2к 


к 
о а 
0 0 к 


Последний из полученных интегралов подстановкой { = 2п — ц (где и 
меняется от т до 0) приводится к первому, так что у нас получается 


21 (г) = 1), 
откуда 


Г(г) = > Г(г?). 


Заменяя здесь г на г? и т. д., легко получить общую формулу 


= т) (п=1, 2,3,...). 


Пусть теперь |/|< 1, так что г?” ->0 при п-—00; так как при этом 
(согласно замечанию вначале) / (72) -> 0, то должны иметь тождественно 


(г) =0 при |г|< 1. 
Легко теперь вычислить этот интеграл и при || `> 1. В самом деле 


1 1 
сои (1—2...) 


п — 27 оз х + ) = 21-м (1—2- 008+), 
так что, интегрируя от 0 до т, будем иметь 


(г) = 2 ш|и1+7(>)- 
Но, по предыдущему, к) — 0; следовательно, при |г| > 1 имеем 
Г(г) = 2=ш|и|. 
Те же результаты мы получили и в 307. 
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315. Формула Гаусса. Преобразование Ландена. В качестве еще одного 
примера на замену переменной рассмотрим замечательную формулу, уста- 
новленную Гауссом (С. Е. Сацз$) для преобразования интеграла 


к 


р | 
@ = [ ыы а Ь 0). 
ь У 2? с05? ф | 6? $11? ф И -° 


Положим здесь 
2а зт $ 


@грт@—Бзте, 


$11 $ = 


к 
легко видеть, что при изменении @ от 0 до > иф растет в тех же преде- 
лах. Дифференцируем 
(а-- 6) — (а— 6) $11? 0 


@-о Рае 03 140. 


с0$ $ 42 = 24а 


Но 
У@- 5)? — @а— Вэб 


(а) | (а— 6) $11286 с98 6, 


с0$ 2 = 
так что 
(а 5) — (а — 5) $11? 6 46 
(#6) + (4—5) 5110 У@-ь) — (@— Бяо 
С другой стороны. 
У 4? со? 2 6? чп? ф=а 


4$ =2а 


(а 5) — (а— 65) 511?0 
(а + (а— 6) 51? 0 


и окончательно 


4$ 
У а?с‹ с0$2 о-Е 6? 5? о УЕ ) р о+ а 
Если положить 41 = “ ы ‚ 9 = У 46, то 
к к 
2 о. 


| 43 ] 9 
@ = ии етич питта ити — ож И чеки 
6 У 4? со5? ф-{ 62 5? . У 2 со? 0 бт? 0 


Это и есть формула Гаусса. 
Применяя это о повторно, получим, что 


2 


С = Гуздити а 
У? соо я 


2 
” 05° ти т? ф 
где варианты аи, ?„ определяются рекуррентными соотношениями 


Яп-—1 -- 6—1 Роман" НИЕ 
Яв = > Й [1 — у ав-16%—1: 
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Мы уже знаем [35, 4], что эти варианты стремятся к некоторому общему 
пределу в = в (а, 8) который мы назвали «средним арифметико-геометри- 
ческим» чисел а и 6. Из легко получаемых неравенств 


с 


переходя к пределу, находим теперь, что 


к 
2ап 


к к 
ет. откуда ь, (а, 5 = 55. 


Таким образом, каждое из чисел С и в просто выражается одно через 
другое. Пусть, например, требуется вычислить интеграл 


к к 


р 2 

] 40 ] 40 
С = —_—_—_ = — м. 
т Ут соз? 0 | У 2с052 0 + 5120 


Здесь а= У? и 6=1; варианты ан и 6, определенные выше, стремятся 
к м быстро: уже а, и В, оба приближенно равны 1,198140, и можно в 
положить равным этому числу. Тогда получаем приближенно 


@=— =13110288. 
2 


Обратно, интеграл С приводится к полному“ эллиптическому интегралу 
первого рода 


и легко может быть вычислен по таблицам; а уже отсюда получается ц. 
Рассмотрим теперь полный эллиптический интеграл первого рода 
к 


2 
Ф 


4$ 
К = | А; 
_ Ут — 2? чп?о 


при любом значении модуля А он получается из С при 
а=|и = Ут =. 
Желая применить к нему формулу Гаусса, вычисляем прежде всего 


ре / с 
ИР 
Уз | — А’ 1 
7. = —— =, — =] ют, 
1 @1 1 + А @1 о 1 


* Полными называют интегралы —Е(А, $) и Е(Ё, $) Ле- 
жандра [293, 305] при ф = р в этом случае в их обозначении обычно 


опускают второй аргумент и пишут К (^), Е (Е). Для полных интегралов 
существуют особые таблицы. 


[5% 
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так что 


и Бы 
5 
аф 49 
наи | 
] У1— #2 5129 о Ут — 2 зи? 6 
или 


К (2) = (К (®)). 


Эта формула, равносильная формуле Гаусса, на деле была получена 
до Гаусса и представляет частный случай так называемого преобразова- 
ния Ландена (Гапфеп). 

Последовательно применяя ее, получим 


К () =“) а- №)... (Е №) К (&), 


где вариант А„ определяется индуктивно 


У. 1 
"РУ. 


<< и & <, 


чем обеспечивается быстрое стремление А» к0О при пою. В то же 
время 


Кв = 


так что 


к 


вис Гут. 2 


Е] чине че д Е 
Г 1— У! — #2 эп? Г «1 У! 
/ У! о ?У;:—в 
откуда | 
К (#1) —-; при п-—со 


и, наконец, 
К =-; п Яра... а). (10) 


На этом основывается метод приближенного вычисления интеграла К (А), 
который — при достаточно большом п — попросту полагают равным 


К (®) == 5 1+) 1+ №)... а- №»). 


316. Другой вывод формулы замены переменной. Мы дадим 
теперь другой вывод формулы (9) при измененных предположениях. 

Прежде всего (и это — самое важное) мы не станем предполагать 
функцию /(х) непрерывной, а только лишь интегрируемой. 
Зато от функции ф (1) мы дополнительно потребуем, чтобы при изме- 
нении Ё от х до В она переходила от значения а = (а) к значению 
р —= ®(В), монотонно изменяясь. 
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Для определенности допустим, что ар иа< В, так что функ- 
ция Ф (1) монотонно возрастает. 
Разобьем промежуток [х, В] произвольно на части с помощью точек 


ц=Я<и<Ььх зе <Н< Ци си кВ 


если положить х; == ([;) (1—0, 1,2,..., п), то одновременно 
будем иметь 


а ЕК бон А д. Ш, 


Если наибольшая из длин АЁ; ={;., —& (обозначим ее через ^) стре- 
мится к нулю, то ввиду (равномерной) непрерывности функции 
х =$(Г) то же будет справедливо относительно наибольшей из длин 
Ах; = 1 — == (Н.1) — $ (,) [см. 87]. 

Возьмем теперь по произволу число *; в каждом промежутке 
1, (| и составим интегральную сумму для второго из инте- 
гралов (9) 


в = >< (<;)) $’ (0 АЕ. 


Положим &; == (<;), так что х; == х;.1. Если к функции ф (Ё) 
в промежутке [1:;, #;.1| применить формулу конечных приращений, 
то получим 
Ах; = Х:41 — == Ф(Н +1) — Ф(Н) == (ЗА, 


где также {<т;<ЕЫ.., но т; (нам не известное) вообще отлично 
эт наудачу взятого значения *;. Вместе с тем интегральной сумме 
для первого из интегралов (9) 


в = У (Ах; 
. 3 
теперь можно придать вид 


в — > (<) х’ (<;) АЕ. 


Эта сумма при >00, очевидно, имеет своим пределом интеграл 
ь 


Г 7(х)ах. Для того чтобы показать, что к тому же пределу стре- 


а = 
мится и сумма св, достаточно установить, что разность в — с стре- 


мится к нулю. 
Задавшись произвольным числом => 0, ввиду (равномерной) 
непрерывности функции $’ (2), можно найти такое 6 > 0, чтобы при 
^ «0 выполнялись неравенства 
[$° (<) — $’ (<0| < 
[см. 87, следствие]. Тогда 


[< —‹| = > |Л(Ф (<0 19’ (с — $’ (< [Ан < 1—9, 


10 Г. М. Фихтенгольц, т. Ц 
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если через [ обозначить верхнюю границу для |/(х)| и сумму УЕ, 
заменить через В — о. 


Теперь ясно, что при ^—0 сумма с стремится к пределу 
( В 


Г лодах, а это значит, что существует интеграл Гл (0) Ф’(Р а! 


а 

‚и имеет место формула (9). Доказательство завершено. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Подчеркнем особо, что на основании доказанного 

простые и часто полезные формулы, установленные в упражне- 

ниях 8), 9), 10) п°314 распространяются теперь на случай любой 

интегрируемой функции Х(х). 


$ 4. Некоторые приложения определенных интегралов 


317. Формула Валлиса. Из формулы (8) п? 312 легко вывести знаме- 
нитую формулу = (1. \аП15). 


Предполагая 0% х р ‚ имеем неравенства 


ЙЕ х < зт2” х < зт:П-1х. 
к 
Проинтегрируем эти неравенства в промежутке от 0 ло -.: 
к 
о 


а $1°#-гх ах. 


А—Ъ ыы 
© 
а 


Отсюда, в силу (8), находим 
2п!! (2—1)! х (2п — 2)! 
(21 1)! < 2< (2п — 1)! 


о а ТЕГ <. [ет п: 


Так как разность между двумя крайними выражениями 


ИЛИ 


| 2п!! 2 1 * 
очевидно, стремится к 0 при п->ос, то у является их общим пределом 
Итак, | 
2п! 2 ] 
ти [я Е] Эт 


т т 2.2.4.4... 2п.2п 
2 по 1.3.3.5... (21—10). (20-1 * 


Это и есть формула Валлиса. Она имеет исторический интерес, как 
первое представление числа п в виде предела легко вычисляемой рацио- 
нальной варианты. В теоретических исследованиях ею пользуются и сейчас 
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[см., например, 406]. Для приближенного вычисления числа п теперь суще- 
ствуют методы, гораздо более быстро ведущие к цели [410]. 

318. Формула Тейлора с дополнительным членом. Положим в 06б0б- 
щенной формуле интегрирования по частям (7) [311] ч= ($ —х)". Тогда 


= п (ху 9 =п(п— 1) (6 —х)п->?,..., 
о = (—1)7п(п— 1)... 9+0 =0; 


при х = ‚5 все функции 9,9’, ..., ипт-1 обращаются в нуль. и: ДлЯ 
и и и,. ‚ функциональным обозначением Х(х), Л” (х), Л” (х),..., пере- 
пи. "ем (Т) в В ‘виде 


б==” (в) иг фто па). 
ь 


„зари (ад (6 — а)" | + (—1" р "+ (х) 6 — х)" ах. 


Отс да получается формула Тейлора с дополнительным членом в виде 
определенного интеграла 


= А орон а. 


р р 


и (6 — а" — т вх (6 — ху" ах. 


Переходя к обозначениям пп° 124—126, заменим здесь в ‘через х, 
а через хе: 


Л(х) = = оо 9 ы ый х— хо 7 0% ко — +. 


т 


х— м)" + Е ТТИ (0 (х— 9" 


Хх. 


(п) 
т. Со ( 


Новое выражение для дополнительного члена, в отличие от изучепных 
в 124 и 126, не содержит никаких неизвестных чисел. 

Если угодно, из этого выражения можно было бы вывести и уже зна- 
комые нам формы дополнительного члена. Например, воспользовавшись тем, 
что множитель (х —)" подинтегральной функции не меняет знака, можно 
применить к последнему интегралу обобщенную теорему о среднем [304, 10?] 


т я 
= ле О" т+и «) | (х — Та = 
о у 
: (п+1) г 
— И т (и — ж)"т, 


где с содержится в промежутке [ху, х]. Таким образом, мы вновь получили 
лагранжеву форму дополнительного члена. 

319. Трансцендентность числа е. Та же формула (7) п? 31 может 
послужить отправным пунктом для доказательства одной замечательной 
теоремы Эрмита, относящейся к числу г. 

Все вещественные (а также.и вообще комплексные) числа распреде- 
ляются На два класса — алгебраические и трансцендентные. 


10* 
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Число называется алгебраическим, если оно является корнем алгеб- 
раического уравнения с рациональными коэффициентами (очевидно, не ума- 
ляя общности, эти коэффициенты можно считать целыми); в противном 
случае число называют трансцендентным. 


Примером алгебраического числа может служить любое рациональное 
число или иррациональное число, выражающееся через рациональные 


в радикалах: число = служит корнем уравнения 17х -- 11 =0, а число 


7 1+ у2— корнем уравнения х6 — 3х4 -|- 3х? —3=0 ит. д. 


Эрмит установил, что е является трансцендентны м числом *. 
Мы приведем доказательство этой теоремы. 


Допустим, что е служит корнем уравнения 


со -- С1е -- сое? -- ... - сиет = 0, (1) 
где все коэффициенты Су, С1,..., С» — целые числа. 
Пусть в формуле (7) п° 311 и=/Л(х) будет произвольный много- 


член л-й степени, а и = ( — 1)?°*1е-1; тогда, если взять а = 0, эта формула 
примет вид 


| | 
Гус е-тах= ео -л (+... +17 =], 
0 о 
так как Л (+1 (х) =0. Полагая для кратности 


о... Л а) =ЁРО), 


|!) 
вЫ (0) = Е (ев Г 1%) е-= ах. 
0 


имеем отсюда 


Возьмем здесь последовательно 8 = 0, 1, 2,..., т; умножая получаемые 
равенства соответственно на Су, С1, Са, ...,Ст И складывая, в силу (1), придем 
к окончательному равенству 


О— Р-Р)... + ет) Уре [лсд е-= ах, (2) 
$=0 0 


которое, напомним это, должно иметь место для любого многочлена У (х). 
Теперь мы покажем, что этот многочлен можно выбрать так, чтобы равен- 
ство (2) стало невозможным; этим теорема и будет доказана. 

Положим, с этой целью, 


не оо 1)? (х— 2)Р... (х— тр, 
(р 1)! 
где р — простое число, большее ти |с%о|. Производные этого многочлена 
порядка р и выше имеют целые коэффициенты и притом делящиеся на р; это 
вытекает непосредственно из того, что произведение р последовательных 
натуральных чисел делится на р!. Поэтому при любом целом значении х 
все эти производные имеют целые значения, кратные р. Так как при 


* Вслед за этим Линдеман (Р. [т4детапп) доказал трансцендент- 
ность числа л, чем впервые установил неразрешимость исстари знаменитой 
задачи о квадратуре круга. 
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х=1,2,..., т многочлен Г (х) и его первые р — 1 производных обращаются 
в 0, то Р(1), Р(2),..., Е (т) будут целыми числами, кратными р. 

Иначе обстоит дело с Ё(0). При х =0 многочлен /(х) обращается в 0 
лишь с р— 2 своими производными, так что 


Е (0) = ЛР Ъ (0) -- 1) (0)... 


Все слагаемые, начиная со второго, как мы видели, суть целые числа, крат- 
ные р; но /(Р-П (0) = (— 1)Рт!, ас ним и Р(0), на р не делится. Так как 
при сделанных относительно р предположениях и су не делится на р, то 
приходим к заключению, что первая сумма, стоящая в равенстве (2) справа, 
есть целое число, не делящееся на р и, следовательно, заведомо не рав- 
ное нулю. 
Обратимся ко второй сумме в (2). В промежутке [0, т], очевидно, 
ттр+р-1 


| 
х ое НиВтЬ . 
Поэтому 


$ 


$ 
тр+р-—1 ттр+р-1 
(х)е-®ах тт" | о-тах —_—_ 
] а <=, <= 


и, если сумму |с5|--|с1|--... |Сс»| обозначить через С, 


т ы 

| ттр+р-1 (тт+тур-1 
У се х) ем ах Сет = Сеттт ————. 
= ' [^ и (1) 


Но мы знаем [35, 1)], что последний множитель при р- со стремится к 0, 
так что вторая сумма в (2), при достаточно большом р, будет по абсолют- 
ной величине меньше первой. В таком случае их сумма не может равняться 0, 
и мы пришли к противоречию. 

320. Многочлены Лежандра. Поставим себе задачу — найти такой 
многочлен п-й степени Х» (х), чтобы для любого многочлена ()(.х) сте- 
пени ниже п выполнялось равенство 


[1 
| Х» (х) 9 (ах =0, (3) 


где а и 6 — произвольные, но фиксированные числа. 

Каждый многочлен п-й степени Х„(х) можно рассматривать как п-ю 
производную от некоторого многочлена А (х) степени 2п, который из Х„ (Хх) 
получается Пп-кратным последовательным интегрированием. Если при каждом 
интегрировании произвольную постоянную выбирать так, чтобы при х=а инте- 
грал обращался в 0, то для мночлена А (х) окажутся выполненными еще 
условия 


Ю (а) =0, В’ (а) =0,.... Ю®-1 (4) =0. (4) 


Итак, задача наша сводится к нахождению такого многочлена А (х) стс- 
пени 2л, чтобы было 
|1) 
] К‘) (х) О (х)ах=0 (5) 


@ 
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‘для любого многочлена О\(х) степени ниже п и, кроме того, выполнялись 
равенства (4). Но по формуле (7) п° 311, если заменить в ней п на п— |, 


[И 
] К (х) О (х)ах = [9 (<) ВТ Ъ (х) — 0’ (2) В (х)--... + 
а 


0 


= 9("-® (х) В (х)| 


[1 
-- [ 0“) (х) В (ху ах. 
а 


а 


"Если принять во внимание (4), а также то, что @ МО (х) =0, то условие (5) 
приведется к виду 


О (6) В"-Т (5) — 9’ (ББ ... +9 (ЮФ =0. (6) 
Ввиду полной произвольности многочлена (пл — 1)-й степени © (х) зна- 
чения О (5), О’ (6), ..., О0'"-1 (5) этого многочлена и его последовательных 


производных пам х = ф можно рассматривать как произвольные числа, 
‘а тогда условие (6) равносильно следующим: 


Ю (5) =0, Ю’(=0,..., Ю®Ъ (5) =0. (7) 


Из (4) и (7) видим, что многочлен А (х) должен иметь числа а и 6 кор- 
‘нями п-й кратности и, следовательно, лишь постоянным множителем может 
отличаться от произведения (х — а)" (х — $)". Таким образом, окончательно 

ат 
Хп (х) = си -— [(х — а" (х—97.. 

Если, в частности, взять а = —1 и ф= + 1, то придем к уже знакомым 

нам многочленам Лежандра 


а" (х? — 1) 
ахпт " 


Мы условились в 118, 6) обозначать многочлены Лежандра через Р, (х), 
если постоянные с„ выбраны так: 


Хь (Хх) = св 


И 
тт. т = Эт; 


для этих многочленов имеем Р,„ (1) =1. Р‚»(— 1) = (— 1)". Обыкновенно 
полагают еще Ру (х) = 1. Все члены многочлена Ри имеют показатели оди- 
чаковой с п четности. 

Старший коэффициент. очевидно. будет 


2п (2п — 1)... (п-+ 1) _ (20—11 
2п!! >. п! } 


По самому определению многочленов Лежандра имеем всегла 
1 
| Ри (х) О (х) ах =0, (8) 
—1 


каков бы ни. был многочлен © (х) степени ниже пл. В частности, если пи 
т — два неравных неотрицательных целых числа, то’ 


1 
| Ри (х) Ри (ах =0. (9) 
—1 
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1 
] 


Найдем значение интеграла [= (х) 4х; он лишь множителем св = ЛЕ 


—1 
отличается от интеграла 


1 
"АП (х*— 1) а" (2—1) 
] И И ЕЯ ах. 
—1 


Если применить к последнему снова формулу (7) п’ 311, заменив п на п 1 


и положив 
ап (х? — 1)" 
ие = 1% 
то он сведется к интегралу 
1 


1 

° 128 (хх? — |7 

с ера пах 2.2 Га — утах 
0 


—1 


(все внеинтегральные члены исчезают, потому что функция % и ее произ- 
водные до (п—1)-й включительно при х = + 1 обращаются в 0). Полагая. 
здесь х = п [ср. 314, 2)]|, получим 

2! 2 


(ОИ 


Е А, 


так что окончательно 
1 


ь о 
= ет | (10) 
—1 
В заключение, используя свойства многочлена Лежандра, выведем. 
рекуррентное соотношение, связывающее три последовательных таких много- 
члена. 
Заметим предварительно, что степень х” может быть представлена в виде 
линейной однородной функции от Р.. Р., ..., Ри с постоянными коэффициен- 
тами; тогда то же справедливо и для любого многочлена степени п. Поэтому. 


хР; = Ри. | а1Ри- а>Рь-1-[ 4аз3Ри-.- ..., 


где 4%, 41, 4, 43, ... — постоянные коэффициенты. Легко установить, что. 
аз = а. = ... =0. Например, чтобы определить аз, умножим обе части этого, 
равенства на Хи-› и проинтегрируем от —1 до 1 


} 1 1 


] Ру. ХРь-2ах = 40 [Ра-аРь-з 4х а ДГ РыРи- ах -. 
—1 _} —1 


: 1 
- 4> ГРа-иРь-ь 4х аз [2 ьах-+ ... 
г —1 


Ввиду (8) и (9) все интегралы, кроме одного, будут нулями, и мы получим 
1 
аз РР 4х ==0, откуда а; =0. 
_1 
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Коэффициент а: также равен 0, ибо левая часть равенства не содержит вовсе 
члена с хз. Для определения 4 приравняем коэффициенты при хп+! в обеих 
частях равенства 


21—П! _  (п-! п 1 


— 4 


———_—__., откуда @ = =. 
п! и, у = 91 
Наконец, чтобы найти а4›, приравняем обе части равенства при х == 1: 
п 
1=а @5, Так что @=1—@ = 
Подставляя найденные значения коэффициентов, окончательно получаем 
("-- ОРи+1— (21 -- 1) хРи + пРи-1=0. (11) 


Это и есть искомое рекуррентное соотношение, которое позволяет находить 
многочлены Лежандра последовательно, отправляясь от Ру == | и Р\ =д: 
3х? — 1 5х3 — Зх 354 — 30? -- 3 
с а а в ое а о. 

321. Интегральные неравенства. В ‘п° 133 и 144 был выведен ряд не- 
равенств для сумм; покажем теперь, как подобные же неравенства могут 
быть установлены для интегралов. Все рассматриваемые здесь функции р (Хх), 
Ф (х), $ (х) будем считать интегрируемыми. * 

1) В п° 133 мы имели неравенство (4), которое можно переписать так: 


Ур; та; 
е > ан. (12) 
Ур 


Рассмотрим в промежутке [а, 6] положительные функции р (х) и %(х). 
Разделив промежуток точками 


х=а«х!< ... «<: < Жм+1< ... ЗХв=В 
на части, с длинами Ах; =х;+1— Хь Положим теперь в написанном нера- 
венстве р; =р(х).Ахь аа =Ф(х;; мы получим 
Хр (2;)-шФ (2;) - 85; . 
р (=; 45; Ур (1) $ (ха А 
и нииниь 
УР (хд Ах: 


Все суммы здесь имеют вид интегральных сумм и при Ах; —> 0 стре- 
мятся к соответствующим интегралам. Таким образом, в пределе получим 
«интегральный аналог» неравенства (12): 
6 
Г ре) пФ (2) а2 
а 


[и 
[7 
Тб Гродзодах 
е @ = - 


[1 
[родах 
а 


* Из этого предположения вытекает уже интегрируемость и других 
встречающихся ниже функций: для обоснования этого достаточно сослаться 
на п®° 299, Пи п® 300, 4). 


321] $ 4. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 153 


В частности, при р (х) = 1, будем иметь: 


[7 
[п 42 ] о 
[4 а = | зах 
а 


Выражение справа называется «средним арифметическим» значений функ- 
ции $ (х) в промежутке [а, 68], а выражение слева — их «средним геометри- 
ческим›. 

2) Выведем теперь интегральные аналоги неравенств Коши — Гель- 
дераи Минковского [133, (5) и (7)]: 


1 1 
Хан = (У. (13) 


1 1 1 
еые < +. 04 
(к, к>ь Е ыы = :) 


Пусть в промежутке [а, 8] даны положительные функции ф (х) и $ (х); раз- 
ложив, как и выше, этот промежуток точками х;, положим в (13): 


1 1 
Г К’ 
а =$(х)-Ажм, 9 =У(х) Ах, , 


ав (14): 
1 1 


= (2-42, в=(%)- 84. 
Будем иметь: 
1 
У д Ам [У вр. и. (УНОоГ” Ах" 


И 


1 1 1 
Уеоо- хо Аж "= [УИ Ах "НУ О АХ. 


Переходя к пределу, при Ах; ->0, получаем окончательно 


6 ь ]Е | № 
ры | Г ы (13=) 


е и — 
|Гениныя < =! | Дичь (14*) 


Отметим частные случаи этих неравенств при А = #” = 2: 


| КЕ 
Г УД УД (13) 
а а а 
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И Гениеу Деу Га (147) 


Первое из них принадлежит В. Я. Буняковскому. Второе легко приво- 
‚дится к первому возведением в квадрат. 
3) Перейдем, наконец, к неравенству Иенсена [144 (12*)]: 


ры Ре то, 


Ур/ Ур 


‘здесь функция / (х) предполагается выпуклой внекотором промежутке 4”, 
которому принадлежат точки х‚; р; — положительные числа. Пусть в неко- 
тором промежутке [4, 6] задана функция $ (х), значения которой содержатся 
в 9’, и положительная функция р (х). Теперь х; будут означать точки 
деления промежутка [а, 6]; прежние х; в (15) заменим на ф(х,), а р; поло- 
жим равными р(х;).Ах;. Переходя. как и выше, от интегральных сумм 
к интегралам, получим интегральног неравенство Иенсена: 


И 


(15) 


[1 
Гредзсдах Грол о одах 
о 
[родах Грооах 
[9 а 


$ 5. Приближенное вычисление интегралов 


322. Постановка задачи. Формулы прямоугольников н трапеций. 
Й 


„Пусть требуется вычислить определенный интеграл Г, (х} ах, где Л (х) есть 


[4 

некоторая заданная в промежутке [а, 5] непрерывная функция. В $3 мы 
имели много примеров вычисления подобных интегралов либо с помощью 
первообразной, если она выражается в конечном виде, либо же — минуя 
первообразную — с помощью различных приемов, большей частью искусствен- 
ных. Нужно отметить, однако, что всем этим исчерпывается лишь довольно 
узкий класс интегралов; за его пределами обычно прибегают к различным 
методам приближенного вычисления. 

В настоящем параграфе мы познакомимся с простейшими из этих мето- 
дов, в которых приближенные формулы для интегралов составляются по не- 
которому числу значений подинтегральной функции, вычисленных для ряда 
(обычно равноотстоящих) значений независимой переменной. 

Первые относящиеся сюда формулы проще всего получаются из геомет- 

Ь 


рических соображений. Истолковывая определенный интеграл Гу (х) 4х как 
а 


площадь некоторой фигуры, ограниченной кривой у =/(х) [294], мы и ста- 
вим перед собой задачу об определении этой площади. 
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Прежде всего, вторично используя ту мысль, которая привела к самому. 
понятию 06 определенном интеграле, можно разбить всю фигуру (черт. 6). 
* 


р—а 


на полоски, скажем, одной и той же ширины Ах; = —— ‚а затем каждую. 


полоску приближенно заменить прямоугольником, за высоту которого при- 
нята какая-либо из ее ординат. Это приводит нас к формуле 
[1 ы 


® фе. 
|] ло ах ИУ НУ... + 


где хх; = лх;:+1 (1=0,1.... п—1). Здесь искомая площадь криво- 
линейной фигуры заменяется площадью некоторой состоящей из прямо- 
угольников ступенчатой фигуры (или — если угодно — определенный 


интеграл заменяется интегральной суммой). Эта приближенная фор-. 


мула и называется формулой прямоугольников. 


у 


7 


х 
й Е, , — СЕ 2. 
Черт. 6. 
ж-х, 
На практике обычно берут в НЕЖн = х;.и, если соответствую-. 


щую среднюю ординату /($;) =/(х;-.,) обозначить через у;..‚,, то фор-. 


мула перепишется в виде 
6 


Ф Ь— 
ле ах (у, Уз, + ее -Н Уп—1,,).- (1). 


ч 


Впредь, говоря о формуле прямоугольников, мы будем иметь. 


в виду именно эту формулу. 
Геометрические соображения естественно приводят и к другой, часто при- 


меняемой, приближенной формуле. Заменим данную кривую вписанной в нее _ 


ломаной, с вершинами в точках (ху, у;), где уу =Л(х) (=0,1,..., п 1). 
Тогда наша криволинейная фигура заменится другой, состоящей из ряда 


трапеций (черт. 7). Если по-прежнему считать, что промежуток [2,6] разбит. 


на равные части, то площади этих трапеций будут 


6 —а уу бб ау у» р — а Уп Ув 
п о 9 п 5) `` доео,у о р За 5 


Складывая, придем к новой приближенной формуле 


[7 
. 6— 
ока у ... +»-1). (2). 


* Мы сохраняем обозначения п” 294. 


› 
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Это так называемая формула трапеций. 

Можно показать, что при возрастании п до бесконечности погрешности 
формулы прямоугольников и формулы трапеций безгранично убывают. Таким 
образом, при достаточно большом п обе эти формулы воспроизводят иско- 
мое значение интеграла с произвольной степенью точности. 

Для примера возьмем известный нам интеграл 


1 


ах к 
а = =0/85308 ... 
0 


и применим к нему обе приближенные формулы, беря л = 10 и вычисляя 
на четыре знака. 
По формуле прямоугольников имеем 


х,., = 0,05 у, = 0,9975 
х,, = 0,15 уз, = 0,9780 
Хх», = 0,25 у5, = 0,9412 
х., = 0,35 у, ==0,8909 
х„,, = 0,45 у», = 0,8316 78562 
ха, = 0,55 уз, = 0,7678 ^ 10° 
Хв,, = 065 у. = 0,7030 
х.:, = 0,75 у; = 0,6400 
х.‚, == 0,85 ун,, = 0,5806 
Ху, = 0,95 уз,, == 0,5256 


= 0,78562 


сумма 7,8562 
По формуле же трапеций 
Ху =00 у= 10000 хх, =0, у, = 0,9901 
Хо = 10 ую = 0,5000 х.=0,2 у› = 0,9615 
о, Х=0,3 уз = 0,9174 
х. = 0,4 у. = 0,8621 
т (м Е 7,098) — х,=05 у, = 0,8000 
ху = 0,6 ук = 0,7353 
х.= 0,7 уз = 0,6711 
хз = 0,8 х = 0,6098 
Хэ —= 0,9 уз = 0,5525 


сумма 1,5000 


= 0,78498 


сумма 7,0998 


Оба полученных приближенных результата обладают примерно одина- 
ковой степенью точности — они разнятся от истинного значения (в ту и 
в другую сторону) меньше чем на 0,0005. 

Читатель, конечно, дает себе отчет в том, что погрешность мы смогли 
оценить здесь лишь потому, что наперед знали точное значение интеграла. 
Для того чтобы наши формулы были действительно пригодны для прибли- 
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женных вычислений, нужно иметь удобное выражение для погрешности, 
которое позволяло бы не только оценивать погрешность при данном п, но 


и выбирать п, обеспечивающее требуемую степень точности. К этому вопросу 
мы вернемся в п? 325. 


323. Параболическое интерполирование. Для приближенного вычисле- 
ь 


ния интеграла Гле 4х можно попытаться заменить функцию / (х) ‹близ- 
а 
ким» к ней многочленом 


у = Рь(х) = ах" + ах... аки х ак (3) 


И ПОЛОЖИТЬ 


лы ах — ; Р,; (х) 4х. 
а а 


Иначе можно сказать, что здесь — при вычислении площади — данная 
«кривая» у =] (х) заменяется ‹параболой А-го порядка» (3), в связи с чем 
этот процесс получил название параболического интерполирования. 

Самый выбор интерполяционного многочлена Р; (х) чаще всего произво- 
дят следующим образом. В промежутке [а, 6] берут Ё -- 1 значений незави- 
симой переменной бо, &1,..., бк и подбирают многочлен Ру (х) так, чтобы 
при взятых значениях х его значения совпадали со значениями функции Л (х). 
Этим условием, как мы знаем [128], многочлен Рх(х) определяется одно- 


значно, и его выражение дается интерполяционной формулой 
Лагранжа: 


и И) и, ам) 
о Е с Х 


: (Ех... &-и , 
ХОТ Тыл -ы.. ®- в 


При интегрировании получается линейное относительно значений 
1 (50), ..., Л($к) выражение, коэффициенты которого от этих значений уже 
не зависят. Вычислив коэффициенты раз навсегда, можно ими пользоваться 
для любой функции /(х) в данном промежутке [а, 6]. 

В простейшем случае при А =0, функция Л(х) попросту заменяется 
постоянной / (5), где & — любая точка в промежутке [а, 6], скажем, 


а-ь 
средняя: & = ео. Тогда приближенно 


|) 
лок 6—7 (94 -). (4) 
а 


Геометрически — площадь криволинейной фигуры заменяется здесь пло- 
щадью прямоугольника с высотой, равной средней ее ординате. 

При А =1 функция 7 (х) заменяется линейной функцией Р\ (х), которая 
В одинаковые с ней значения при х=в и х=*. Если взять & =а, 
1 =9, то 


х 


Ра ал) (5) 
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и, как легко вычислить, 


| ” 
 Рисдая = 6—4) —@ Е.Г). 


Таким образом, здесь мы приближенно полагаем 


| 
оокннв— ВОО ы 


На этот раз площадь криволинейной фигуры заменяется площадью тра-. 
пеции: вместо кривой берется хорда, соединяющая ее концы. 
Менее тривиальный результат получим, взяв Ё=2. Если положить 


0 = а, & = —_ ‚ 6% =0, то интерполяционный многочлен Р.(х) будет 
иметь вид 
( =“) ев 
Рз (х) а Л (а) -- 
( а ) (а — 


ЕР 


7%. —@) 
2 


С. помощью легкого вычисления установим 


о )е-в | у 


2 2 [ р —а 
а [«—5+ |«—бах= 
о И 
2 | 
а. 
а. (— 0) фа (х— 52] _д—а 
о ых 
и аналогично 
| 
(х — а) (х— 5) — 6 —а 
=, В, г” 
а 2 )( у 
ь 
аб 
р 2 _6—а 
6—4) (5—) 6 
Таким образом, приходим к приближенной формуле 
ь 


] а ый уад+1[Р) +78). (8), 
[2 
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Здесь площадь фигуры под данной кривой заменяется площадью фигуры, 
ограниченной обыкновенной параболой (с вертикальной осью), проходящей 
через крайние и среднюю точки кривой. 

Увеличивая степень Ё интерполяционного многочлена, т. е. проводя 
параболу (3) через все большее число точек данной кривой, можно рассчи- 
тывать добиться большей точности. Но более практичным оказывается дру- 
гой путь, основанный на сочетании идеи параболического интерполиро- 
вания с идеей дробления промежутка. 

324. Дробление промежутка интегрирования. При вычислении ннте- 

ь | 


грала Гус 4х можно поступить так. Разобьем сначала промежуток [а, 6] 
а 
на некоторое число, п, равных промежутков 
[хо Хх], [Хь 5], 5, [Ха-ь Хи] (=, Хи =), 
в связи с чем искомый интеграл представится в виде суммы 


Глодая + Га + Гоая (9) 


Я, НН т 


т-1 

Теперь же к каждому из этих промежутков применим параболическое ин- 
терполирование, т. е. станем вычислять интегралы (9) по одной из прибли- 
женных формул (4), (6), (8), ... 

Легко сообразить, что, исходя из формул (4) или (6), мы таким путем 
вновь получим уже известные нам формулы прямоугольников и 
трапеций, (1) и (2). 

Применим теперь к интегралам (9) формулу (8): при этом, для краткости, 
положим, как и выше, | | 

х; Х, +1 


нь А жи, Убны) = УАчи 


Мы получим 


т, 
В — 
о т 4+ 
т, 


и 


6 —а 
го аль, +9, 


т, 


Ти 
® 6 —а | 
Л (х) ах == 5 (уп-1- 4уп-1ь ум). 
Ти-1 
Наконец, складывая почленно эти равенства, придем к формуле 


ло ах Я о я) 2 ба +. Нун 
чт 


4, Рун, + ++. увы 0) 
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Она носит название формулы Симпсона (ТП. $1трзоп); этой формулой 
пользуются для приближенного вычисления интегралов чаще, чем формулами 
прямоугольников и трамеций, ибо она — при той же затрате труда — дает 
обычно более точный результат. | 

1 


ах 
1-х? 
0 
муле Симпсона. Мы возьмем п=2, так что число использованных 


ординат на этот раз будет даже меньшим, чем раньше. Имеем (вычисляя 
на пять знаков) 
1 1 3 


—= Ра ь 
У =1; 4у,, = 3,76471; 2у1=1,6; уз), = 2,56; уз = 0,5. 


[см. 322] по фор- 


Для сравнения вычислим снова интеграл И 


Хо = 0; х,, 


5 (1-- 376471 + 1.6 2,56-0,5) = 078530... 


— все пять знаков верны! 

Конечно, по отношению к формуле (10) могут быть повторены замечания, 
сделанные в конце п° 322. К оценке погрешности приближенных формул мы 
сейчас и переходим. 

325. Дополнительный член формулы прямоугольников. Начнем 
с формулы (4). Предположим, что в промежутке [а, 5] функция / (х) имеет 
непрерывные производные первых двух порядков. Тогда, разлагая Л (х) [по 


формуле Тейлора, 126 (13)] по степеням двучлена х — = ВПЛОТЬ ДО 


2 
квадрата его, будем иметь для всех значений х в [а, 6] 


= (А) («Ел (< 5 “на («—“ >”) (5, 


> а--ь 


где $ содержится между хи о 


Если проинтегрировать это равенство в промежутке от а до 6, то вто- 
рой член справа исчезнет, ибо 


|! 


(Ехо (11) 


а 


и зависит от Хх. 


Таким образом, получаем 
р 


[7 
УГ ле ах 6—4) ("+5 ты (Ех, 


а 


так что дополнительный член формулы (4), восстанавливающий ее 
точность, имеет вид 


Обозначив через т и М, соответственно, наименьшее и наибольшее 
значення непрерывной функции /” (х) в промежутке [а, 6] [85] и 
пользуясь тем, что второй множитель подинтегрального выражения 
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не меняет знака, по обобщенной теореме о среднем [304, 10°] можем 


написать 
ь 


1 а ь\? (6 — а) 
‚тв (= а тем рат 


а 


где и содержится между т и М. По известному свойству неглерывной функ- 
ЦИИ [82], найдется в [а, 6] такая точка &*, что м =” (2"), и окончательно 


ыы (6 — а) $ 
рее (#9). (12) 
ЗАМЕЧАНИЕ. Естественно было бы, разлагая функцию Х (х) по степе- 
а-ф ь 
ням х— т ‚ оборвать разложение уже на первой степени этого дву- 


члена, т. е. воспользоваться формулой 
а-ф а--ь ; 
Кю = ( + )-+(=— _ <. 


Это привело бы нас, при интегрировании, к о 


дак ег) + [и ®(. У “т” ах, 


‘так что дополнительный член выразился бы интегралом 
а--ё 
‚= [ив @® (“ах 


содержащим лишь первую производную РХ (х). Но здесь второй мно- 
житель подинтегрального выражения меняет знак в промежутке 
[а, 6], и применение обобщенной теоремы о среднем —в целях упрощения 
выражения для р — оказывается невозможным. Продвижение в тейлоровом 
разложении еще на один член, в связи с равенством (11), обеспечило нам 
успех. 

Если теперь разделить промежуток [а, 8] на п равных частей, то для 
каждого частичного промежутка [х„ х;.,| будем иметь точную формулу 


1+1 


] Г(х)ах = 


д, 
4 


„# -* 
“4+1 ) Ее мн ии (5;) (х;= $;= Х; 1). 


Сложив эти равенства (при 1 =0, 1,...,п— 1) почленно, получим при 
обычных сокращенных обозначениях 


ле Ах = —@ (У,., Е У: ов Уп—1.) -- Аль 


где выраженне 
(6 — а)" (Е) Л" (2) ... +в ыы 


Кв = 241? п 
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и есть дополнительный член формулы прямоугольников (1). Так как выра- 


жение . 
Л" (в) ... + Л" 1) 


п 
ь 


также содержится между т и М, то и оно представляет одно из значений 
функции /” (х). 
Поэтому окончательно имеем 


К 59а и Л” (>) а=== 5). (13) 


ы И 
При возрастании п этот дополнительный член убывает примерно как —-*. 


п? 
1 


ах 


Вернемся для примера к вычислению интеграла ] ‚ произве- 


денному в 322. Для подинтегральной функции Х(х) = г имеем }” (х)== 


3х? — 

= и; эта производная в промежутке [0, 1] меняет знак, но по абсо- 
лютной величине остается меньшей 2. Отсюда, по формуле (13) |Юю|< 
< 0,85. 10-3. Мы вычисляли ординаты на четыре знака с точностью до 
0, 00005; нетрудно видеть, что погрешность от округления ординат может 
быть включена в приведенную выше оценку. Истинная погрешность, действи- 
тельно, меньше этой границы. 

326. Дополнительный член формулы трапеций. Займемся теперь фор- 
мулой (6) при прежних предположениях относительно функции Л (х). Вос- 
пользовавшись интерполяционной формулой Лагранжа с дополнительным 
членом [129 (7)], можем написать [см. (5)] 


® — 
Хе) = Ро +") фч в, @<1<) 


и эту формулу от а до 6, ее 
Дони 2/47) + = | [еб -ве- ван 
так что дополнительный член формулы (6) будет 
-т/ 1" (1) («— а) («— вах. 
а 


Рассуждая, как выше, и пользуясь тем, что второй множитель под- 
интегральной в" и здесь не меняет знака, найдем 


1 |: соку м разтя=ь 


* Мы говорим: примерно, ибо и & может изменяться с измене- 
нием п. Это следует помнить и впредь. 


327] $ 5. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ 163 


Наконец, для случая деления промежутка на п равных частей 


ре = 1" (1) (ат. (14) 


Таков дополнительный член формулы трапеций (2). При возрастании п 


он также убывает примерно как . Мы видим, что применение формулы 


п? 
трапеций приводит к погрешности того же порядка, что и для формулы 
прямоугольников. 

327. Дополнительный член формулы Симпсона. Обратимся, наконец 
к формуле (8). Можно было бы, аналогично тому, как это было сделано 
только что, снова воспользоваться интерполяционной формулой Лагранжа 
с дополнительным членом [129 (7)] и положить [см. (7)] 


ри Г: ь 
ты Ги («—“^)-0@< Т<5. @5 


Но мы сталкиваемся здесь снова с таким положением вещей, какое имели 
в п” 325 (см. замечание). Именно, проинтегрировав равенство (15), ми! 
не могли бы упростить интегральное выражение для дополнительного члена 


ге 
с помощью теоремы о среднем, так как выражение (х— а) [х — х 


Х (х— 6) в подинтегральной функции уже меняет знак в а. 
о [а, 6]. Поэтому мы поступим иначе. 
Выражение 


Ра Ке—а) (#2 -^) #5, 


а--6 
каково бы ни было число К, в точках г = а, __ принимает 
те же значения, что и функция /] (2). Легко подобрать теперь число К так, 


а [и] 
чтобы и производная этого выражения при г = _ совпадала с про 


е а-- 6: 
изводной /” (5—). Таким образом, при этом значении К, мы имеем в лице 


написанного выражения не что иное, как интерполяционный многочлен Эр- 


мита [130], отвечающий простым узлам а, 6 и двукратному узлу — 


Воспользовавшись формулой Эрмита с дополнительным членом [130 (11)] — 


в предположении существования для функции Л (х) производных до четвер- 
того порядка включительно — получим: 


Под = Раб Ки; "+ 


1) 
те Ро (х — а) (х =“) х—Ь (<<. 


Теперь в это равенство от а до 65; мы найдем, что. 


Диовие в [4 +4 (++ 


5 #9 (5) (х — а) ( — “—^) (х --- 5) ах, 


11* 
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так как 


[е—4(х — (#5) 4х = 


ь 


= ее х=о 


а 


Если предголожить производную 1) (х) непрерывной, то, как и в предыду- 
щих случаях, дополнительный член формулы (8) 


| 
р = |7“ (5) = — а) (х — °-“) (х— Бах, 


пользуясь тем, что второй множитель в подинтегральном выражении 
не меняет знака, можно представить в такой форме: 


ь- ‚) е-э (+ —“) («—Бах= 
еее 
= Чвре/ (1 (5). 


Если промежуток [а, 6] разделен на п равных частей, то — для формулы 
Симисона (10) — получим дополнительный член в виде 


—_ . (6—9@а) 2) 
К = — 180. Опа 7 (+) (а=ъ-=5). (16) 


При возрастании п это выражение убывает примерно как та- 


п4 , 
ким образом, формула Симпсона действительно выгоднее двух пред- 
шествующих формул. 


(1 
а 
Обратимся снова к примеру интеграла ] Е: Для того чтобы избе- 
1 -- ра. 
0 
жать вычисления четвертой производной, фигурирующей ‘в формуле (16), мы 
1 

1-х? 
— агс1ю х, так что мы можем воспользоваться готовой формулой из 116, 8). 
В согласии с ней 


у) (х) = у) — 24 с055 у $ 5(5 —- 5) — 24 с0$? у с0$ бу; 


заметим, что функция / (х) = сама является производной от у = 


* Если /(х) есть многочлен степени не выше третьей, то, очевидно, 
р обращается в 0. Значит, для такого многочлена формула (8) будет точ- 
мной (в чем легко убедиться и непосредственно). 
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это выражение, по абсолютной величине, не превосходит 24, так что по 


формуле (16) | Ю. | << 0.0006. Истинная погрешность, как мы видели, 


значительно меньше этой границы. 

ЗАМЕЧАНИЕ. На этом примере бросается в глаза, что граница по- 
грешности, найденная по нашей формуле, оказывается довольно грубой. 
К сожалению —и в этом практический недостаток выведенных формул, —- 
подобное обстоятельство встречается нередко. 

Тем не менее именно с помощью этих формул, позволяющих все же 
оценивать погрешность наперед, можно осуществлять приближенное вычи- 
сление определенных интегралов. Обратимся к примерам. 

р 


> 


328. Примеры. 1) Вычислим интеграл |4 —= п 2 сточностью до 0,001, 
х 


1 
воспользовавшись формулой прямоугольников. 


| И р. | 
Гак как для / (х) = — имеем 0 /” (х) = т — 2 (если 1 = х = 2), то 
по формуле (13) | 


1 
ок, < т. 


[5 
° 


Если взять п = 10, то дополнительный член нашей формулы будет 


Ю0< 1200 < 1,8%. 10-3. Нам придется внести еще погрешность, округляя 


значения функции; постараемся, чтобы границы этой новой погрешности 
разнились меньше чем на 0,16.10-3. С этой целью достаточно вычислять. 


] 
значения функции -‚; С четырьмя знаками, с точностью до 0,00005. Имеем: 


ох. =105 у. =0,9524 
х.. = 115 *у., = 0,3696 
и. = у: = 0,5 
х; = 1,35 у:., = 0,7407 
х,, = 145 у, =0,6897 
х...= 155 у„,=0,6452 бов | 
а Но. р эеОбббЕ 
„=1,75 у», = 0,5714 
х„.=1,85 ук, = 0,5405 
х„, = 1,95 у», = 0,5128 


с 
| 


сумма 6,9284 


Учитывая, что поправка к каждой ординате (а следовательно, и к их сред- 
нему арифметическому) содержится между - 0,00005, а также принимая во 
внимание оценку дополнительного члена Ао, найдем, что п 2 содержится межд 
границами 0,69279 = 0,69284 — 0,00005 и 0,69373 = 0,69284 -- 0,00005 —+ 0,00084, 
а следовательно, и подавно между 0,692 и 0,694. Таким образом, т2 = 
= 0,693 - 0,001. 

2) Провести то же вычисление по формуле трапеций. 
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В этом случае по формуле (14) 
К, < 0, 


1 
А |-тт. 


Попробуем и здесь взять л = 10, хотя тогда гарантировать можно лишь 


х® 


что |АЮ1о| < 500 < ИР". Ординаты (вычисленные с той же точностью, 
что и выше) будут 


х=11 у1=0,9091 
х=12 У == 0,8333 


хз = 1,3 Уз = 0,7692 Хо = 1,0 Уо = 1,0000 
у4 = 1,4 у, = 0,7143 Х10 = 2,0 ул = 0,5000 
5=1,5 ув = 0,6667 НН 
хв = 16 уз == 0,6250 сумма 1,5000 
Хт = 1,7 у? — 0,5882 
Хз = 18 уз =0,5556 и 
хи = 19  уэ= 0,5263 чо ( ; 5 из 6,1877 — 0.69377 


сумма 6,1877 


Учитывая все поправки, найдем, что ш2 содержится между границами 
0,69202 = 0,69377 — 0,00005 — 0,00170 и 0,69382 = 0,69377 -- 0,00005, т. е. снова 
между 0,692 и 0,694, ит. д. 

3) С помощью формулы Симпсона, при том же числе ординат, 
можно получить более точный результат. Так как четвертая производная 


з 24 
подинтегральнои функции есть 5 » ТО ПО формуле (16) 


Ю,<0 


24 2 
| Юз | = оч еее. 
ТТ 180. (2п)4 15. (214 


При п=о5 (тогда число ординат будет то же, что и в предыдущем 


случае) имеем |АЮ, |< 1,4. 10-°. Вычисление поведем на пять знаков, с точ- 
ностью до 0,000005: 


х1=1,2 у, = 0,83333 х„=11 у, = 0,90909 
Хо = 1,4  у› == 0,71429 х.,=13 уз, = 0,76923 
хз = 16 у. = 0,62500 Хх», = 1,5 У»), = 0,66667 
х. = 18 у. = 0,55556 х.,=17 уз, = 0,58824 


— ху, — +9 Уз). — 0.52632 
сумма 2,72818.2 


сумма 3,45955 . 4 
5,45636 РИН Пре 


13,83820 
х.=10  уо= 1.00000 


х-=2,0 у. =0,50000 


, сумма 1,50000 
5 (1,50000 —— 5,45636 -- 13,83820) — 0.693152. 
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Отсюда ш2 содержится между границами 


0,693133 = 0,693152 — 0,000005 — 0,000014 


И 


0,693157 = 0,693152 -- 0,000005, 


так что, например, можно положить п 2 = 0,69315 + 0.00002. 


В действительности ш 2 = 0,69314718..., и истинная погрешность оказы- 
вается меньшей чем 0,000005 [ср. замечание в конце предыдущего п°]. 
4) Поставим себе задачей вычислить полный эллиптический 


интеграл 2-го рода * 
2 
1 
Е(75)= }-Г мех хах 


с точностью до 0,001 по формуле Симпсона. 


` 
`` 


| п 
Для функции году 1 Тьма, при изменении х от 0 до = 


р ) 
имеем |/(4) | < 12 **, поэтому [см. (16) ] 
п ) 
2 2 1 к \5 
1 < 80.0253’ бл, так как (5) < 10. 
Возьмем п ==3, так что | Юз |< 0,00052. Тогда 
х=0 (05) ус = 1,0000 
Хх, = (15) 4, =У + УВ= 3,9324 
х = в (30°) — 2у, = У 14/2 = 18708 
Хз, — - (45°) 4у. — у 12 —- 3,4641 ы ® р = 1,35063. ‚о 


4 2 18 
Хо = 5 (60°) 2у. = У 16/2 == 1,5811 
х., = — (75°)  4у;, = У12— УВ =2,9216 
жз = (90°) уз = У 2/2=0,7071 
сумма 15,4771 
* См. сноску на стр. 143. 
** Очевидно, у =/(х) > У ‚ ифференцируя тождество у? = 1—5 $11? х, 


легко последовательно получить оценки (сверху) абсолютных величин про- 
нзводных у’, у”, у/”, у. 


163 ГЛ. 1Х. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ [328 


К полученному результату, кроме поправки Аз, следует добавить еще 
(неотрицательную) поправку на округление, которая не превосходит 


ие < 0,00003. 
Таким образом, 


1 
1.35011 Е (-^=) 1.35118, 
<Е(-75)< 


| 1 
и можно утверждать, что в(-7-)= 1,391 + 0,001. 
(На деле в полученном результате все знаки верны). 
9) Вычислить интеграл 


1 
—_ 72 

и = [ах 
. 


с точностью до 0,0001 по формуле Симпсона. | 
Непосредственно вычислив четвертую производную от полинтегральной 
функции, убеждаемся, что по абсолютной величийе она не превосходит 12; 


поэтому 
12 
| Кн | = 180: (2п)* . 


Достаточно взять п = 5, ибо | Ю; |< 0,7. 10-°. Имеем 


хо =00 уз = 1.00000 х,,=01 у, =0,99005 
Хз., =— 0,3 Уз, = 0,91393 

сумма 1,36788 х,=0,7 у’, = 0,01263 
5, = 0,9 У, — 0,44486 


х1 = 0,2 у\1== 0,96079 сумма 3,74027.4 
Хо = 0,4 уз = 0,85214 ыы 
хз = 0,6 у, == 0,69768 14,96108 
х. = 0,8 у = 0,52729 

сумма 3,03790.2 1,36788 -|- 6,07580 -- 14,96108 _ 

И = 
6,07580 . 
= 0,746825 


0,746813 < < 0,746837 
|174 — 0,7468 , (00005. 


(И здесь в полученном результате верны все шесть знаков!) 
6) Найдем интеграл 


1 
* агсёо х 
в- | 8 ах 
: х 
0 
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(ср. 314,6)] по формуле Симпсона, при пл = 5, вычисляя на пять знаков: 


Ув = 1 : У: — 0,99668 
у; = 0,78540 у», = 0,97152 
ея у., = 0.92730 
сумма 1,78540 у, — 087246 . 
, — 0.98608 у, = 081424 178540 -|- 7,36476 -- 18,32880 _ 
уз == 0,5127 ВЕ ЕЕ 30 
уз = о сумма 4,58220 . 4 — 0,915965. 
У4 —%, ое 
18,32880 


сумма 3,68238.2. 


7,36476 


В полученном результате все знаки верны. Предоставляем читателю 
оценить погрешность по формуле (16). 

Значение С иногда называют постоянной Каталана (Е. Сааап) 
[см. также 440, 6) (а)]. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Последние три примера интересны в том отношении, 
что соответствующие первообразные функции в конечном виде не выра- 
жаются, так что ими воспользоваться для вычисления определенных интегра- 
лов было бы невозможно. 

Наоборот, если эти первообразные представить в виде определенных 
интегралов с переменным верхним пределом, то можно было бы вычислить 
значения этих интегралов, отвечающих ряду значений верхнего предела. 
Этим, с принципиальной стороны, выясняется возможность составления для 
функций, заданных лишь их интегральными выражениями, таких же таблиц, 
какие известны читателю для элементарных функции. 

На этом пути можно также получить для упомянутых функций и при- 
ближенные выражения. 


ГЛАВА ДЕСЯТАЯ 


ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К ГЕОМЕТРИИ, МЕХАНИКЕ И ФИЗИКЕ 


$ 1. Длина кривой 


329. Вычисление длины кривой. Пусть на плоскости парамет- 
рическими уравнениями 


х=$Ф(, у==ф(0 (1) 


{% << Т) 


задана непрерывная простая кривая АВ. В первом томе [247] было 
установлено понятие длины кривой как точной верхней гра- 
ницы э периметров, вписанных в кривую ломаных 


$ = 5ир {р}. (2) 
В предположении, что функции (1) имеют непрерывные производные, 
было доказано [248], что кривая спрямляема, т. е. длина дуги 


> 
конечна. Больше того, если рассмотреть переменную дугу АМ, 
где М — любая точка кривой, отвечающая значению { параметра, то 
было установлено, что длина 


АМ =$=5$(0 


есть дифференцируемая функция от 2, производная которой выра- 
жается так:. 


И =УИ [ФЕИ ОР 


или — короче — 
/2 
ИИ ху (3) 
[248 (10)] и, очевидно, тоже непрерывна. 
Владея понятием интеграла, мы можем теперь перейти и к вы - 


> 
числению длины $ кривой АВ. По основной формуле интеграль- 


ного исчисления, сразу получим 
7’ 


$(Г)— $ (№) = [ $, @ 


[7 
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ИЛИ 
Т 
АВ = $ = ] ГИ" У = ] У’ ФР = (4) 


Длина переменной дуги АМ, о которой выше шла речь, как 
легко понять, выразится формулой 


АМ === [ИУ ху, ЧЕ. (5) 


5, 


Может случиться, что за начальную точку отсчета дуг берется 
какая-либо внутренняя точка /М,. Если В по-прежнему опреде- 
ляет именно эту точку (в этом случае & уже не будет концом 
промежутка, где изменяется 2), то формула (5) дает, очевидно, ве- 


личину дуги АМ со знаком, именно, со знаком плюс, если 
[>В и точка М лежит с положительной стороны от начала 
отсчета дуг М, и со знаком минус, если Ё В и точка М лежит 
с отрицательной стороны от М.. 


Если кривая задана явным уравнением в прямоугольных коор- 
динатах 


у==/(х) (х=хжоО), 


то, принимая х за параметр, из формулы (4), как ее частный случай, 
получим 


х х 
$= [У гул ах = ГУТ’ рах. (4а) 
2. 7 д 
Наконец, случай полярного задания кривой 
—2(0) (9—0 = 9), 


как известно, также приводится к параметрическому с помощью 
обычных формул перехода 


х —=1с0$ 0 = 2(0)с0$0, у=г$т0 — (0) п 6; 


роль параметра здесь играет 0. Для этого случая 
© 9 
$= [Ут = [УБОР Ра. (46) 
0, 9, 


Легко для этих двух частных случаев задания кривой написать 


и выражения для величины переменной дуги АМ, если М отвечает 
абсциссе х или полярному углу 0: 


НЫ 
АМ == 3(х) = [ИУ турах (5а) 


©. 
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или, соответственно, 


И. В | 
АМ == 58) = [У (56) 
0, 


330. Другой подход к определению понятия длины кривой 
и ее вычислению. При определении самого понятия длины непре- 
рывной простой кривой (1) мы исходили из равенства (2). Докажем 
теперь, что —в случае незамкнутой кривой — ее длина $ 
является не только точной верхней границей для мно- 
жества длин {р|!, вписанных в кривую ломаных, но и попросту 
пределом для р— при условии, что стремятся к 0 длины 
всех сторон ломаной (р) (или, точнее, длина № наибольшей из 
этих сторон): 
$ = Им р. (6) 


^* > 0 
Впрочем, удобнее исходить из значений параметра #: 
<<... ЗАЗВа<... <ЬЕТ, (т) 


определяющих положение на кривой вершин ломаной (р), и предпо- 
ложить, что стремятся к нулю все приращения АЁ; =. — В (или, 
точнее, наибольшее из них ^ —= тах А{;). Две леммы п° 245 обеспе- 
чивают равносильность обеих характеристик предельного процесса. 
Итак, подлежит доказательству предельное соотношение 


я Ир: (0“) 


>00 


Сначала отметим следующее важное свойство периметра р. Если 
он отвечает некоторому способу (7) разложения промежутка [4, Г], 


и затем мы вставим еше одну точку деления (: 


п 


то периметр р разве лишь увеличится, причем увеличение его не 
превзойдет удвоенной суммы колебаний функций $ (Р) и (1) в про- 


межутке [2», +.1|. Действительно, добавление новой точки Ё замс- 
няет в сумме р одно слагаемое (длину стороны): 


У об РФС) (8) 


суммой двух слагаемых (суммой длин двух сторон) 


Уве ®Р--Ф®-Ф@Р-_ 


УФ.) — 5-19, ЭР, (9) 


которая во всяком случае не меньше, чем слагаемое (3). 
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С другой стороны, вся сумма (9) не превосходит суммы 


1 (9 — + (6) 1--Ф® —@)-- 
Не и.) — $0 0—0] 


и, следовательно, увеличение периметра р и подавно не превосхо- 
дит этого числа, которое, очевидно, меньше упомянутой удвоенной 
суммы колебаний. 

В дальнейших рассуждениях ограничимся случаем конечного $. 
Для произвольно малого числа => 0, по определению точной 
верхней границы, найдется такой способ разбиения промежутка [4, Т] 
на части точками 


Ю=<аЬХ ... ы=Т, (10) 


что для соответствующего периметра р” будет выполняться нера- 
венство 


р*>5—5. (11) 


Ввиду равномерной непрерывности функций ‘Ф (Ё) и $(1) существует 
столь малое число 0 `> 0, что 


& [5 


| Ф (Е) — Ф(Г)| < 3? |. (Г) —%(Г)| < 87 


лишь только |#” —Ё#| 9. Разобьем же промежуток [&, Т] на части 
точками (7) под единственным условием, что < (т. е. что все 
АЕ; < 6), и составим соответствующую сумму р. 

Рассмотрим третий способ дробления промежутка [&, Т| на 
части, при котором точками деления служат как все точки {; спо- 
соба (7), так и все точки Ё. способа (10); пусть ему отвечает пери- 
метр ро. Так как этот способ получен из (10) путем добавления 
новых точек, то в силу сказанного вначале 


Ро — р". (1 2) 


С другой стороны, тот же способ получен и из (7) добавлением 
точек #,. Добавление каждой точки Ё, увеличивает р не более, чем 


на удвоенную сумму соответствующих колебаний функций ф (1) и Ф(0,, 


Е 
т. е. меньше, чем на ре Так как этот процесс повторяется меньше, 


чем 7 раз, то ру превзойдет р меньше чем на 2: 
: (13) 
р < Р- 5. 


1з неравенств (13), (12), (11) следует, что 
ров, 7 
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так что О«5$—р«<е, откуда вытекает доказываемое утвержде- 
ние (6*), а значит и (6). 

Так как из (6) обратно вытекает (2), то равенство (6) можно 
рассматривать как новое определение длины кривой, равносильное 
прежнему. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Однако, как нетрудно видеть, в случае замкну- 
той кривой такое определение не может быть применено безогово- 

рочно: ведь даже при соблюдении 

указанного условия ничто не ме- 

шало бы ломаной стягиваться 

в точку, а ее периметру стре- 

миться к О (черт. 8). Суть дела 

А в том, что при незамкнутой 

кривой одно убывание всех звеньев 

Черт. 8. ломаной (р) до нуля уже обеспе- 

чивает все более тесное примы- 

кание их к соответствующим частичным дугам; поэтому-то и естест- 

венно предел ее периметра р принять за длину всей дуги. В случае 
же замкнутой кривой дело обстоит уже не так. 

[Отметим что если вместо стремления к 0 длин всех сторон 
ломаной, потребовать того же относительно диаметров соответствую- 
щих дуг, то новое определение было бы в равной мере приложимо 
как к незамкнутым, так и к замкнутым кривым]. 

Покажем теперь, как из определения (6) или — что то же — (6*) 
непосредственно вывести выражение (4) для длины $ кривой. Будем 
исходить из готового выражения для периметра р ломаной 
[см. 248 (7)]: ` | 


ыы 
- = Уп (ОР -Н СОР. АЕ, 


где ^;, т; — некоторые значения { из промежутка [1,;, Ё&. 1]. 


Если заменить во втором слагаемом под знаком корня везде т; 
на *;, то преобразованное выражение 


п—1 
= ХУ еР- Е. м, 


очевидно, представит собой интегральную сумму как раз для 
интеграла (4). При стремлении Х к нулю, эта сумма и будет иметь 
своим пределом упомянутый интеграл *. Для того чтобы показать, 
что к тому же пределу стремится и периметр р ломаной, достаточно 
обнаружить, что разность р — с стремится к нулю. 


* Существование его`не вызывает сомнений, ибо подинтегральная функ- 
ция непрерывна [298, 1}. 


331] $ |. ДЛИНА КРИВОЙ 175 


С этой целью произведем оценку этой разности 
|р— |= У’ СР СГ — 
— У СР" СЕ | + Аз. 


Элементарное неравенство 
ее —Уа+и|=6—в|*, 


если применить его к каждому слагаемому написанной выше суммы 
в отдельности, даст нам 


р в == У ©) — У 14. 


Ввиду непрерывности функции $’ (Г), по любому заданному => 0 
найдется такое 8 >> 0, что |4 (В) —%' (| <=, лишь только Е < 
<5. Если взять ^<6 (т. е. все А; < д), тои |;— 1 | 8, так 
что |’ (0 —У()|<еи 

[р—‹|=е ЖАН ==е(Т — 8). 
4 
Это доказывает формулу (4). 


331. Примеры. 1) Цепная линия: у=аси :. (черт. 9). 
Мы имели уже в 252, 1): 


3 х 
В д =<1—. 
Тогда по формуле (5а), если за начало 
отсчета дуг принять вершину А кривой 


$ 
х_—_^ Хх ря 
= АМ = | махназх. 
а а 
0 


у х 
Вспоминая, что ба = у, = $Н — 


а ) 
имеем также $ = а (50а. Таким образом, 
в Л МРЗ (черт. 9) катет М5 = а15а Черт. 9. 


в точности равен (по длине) дуге $. Мы 


получили простой способ графического спрямления цепной линии. 
Хх? 
2) Парабола: у=-—- 


2р` 


* Неравенство это очевидно при а ==0; если же а-20, то оно непосред- 
ственно вытекает из тождества 


ол ГОРОК ВИННИ те АВЕ В , 
ужрячуйи 


так как множитель при разности в скобках по абсолютной величине меньш 
единицы. 
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Приняв за начало отсчета дуг вершину О (х=0), для произвольной 
точки М с абсциссой х имеем 


НЯ 
=от-т утих = 
о 


=> ы У тут] | = 


х х 2 
эр УР ен ЗУЗЕЕ. 
р 
3) Астроида: х=ас0$3[, у=а $113 Е. 
/ / 
Пользуясь уже вычисленными [224, 4)] значениями х; иу,, имеем 


И ху = За зи сов (если 0 == =). 


Длина четверти астроиды между точками А(а,0) и В (0, а), по фор- 
муле (4), равна 

к 

2 

хх 


АВ = 3а | чпЕ соз Е 4 = 34 зе 1 


< 
а 


0 


так что длина всей кривой будет ба. 
4) Циклоида: х=а(: — тв), у=а(1 —с0$6). 
Здесь (при 0 == 2м) 


ры. у "= УЦ — с05 0-Е ие Габи 


длина одной ветви циклоиды, по формуле (4), будет 
| 2п 


гы 
2’ 


2® 
ие. [ 
ра | зп => 4Ё = — 44 с0$ -> = За. 
о 
5) Эвольвента круга: х=а (Е 911 -- с032), у=а (517—505 1). 
Имеем (при #`> 0) 


ТА у. =а У (Е с03Е (иде == а, 


так что. переменная дуга АМ от точки А(Ё=0) до любой точки М (Ё>> 0) 
выразится так: 


При Е<0 в предшествующей формуле справа нужно лишь поставить 
знак минус. - 

6) Архимедова спираль: г== 40. 

По формуле (56), отсчитывая дугу от полюса О до любой точки М 
(отвечающей углу 8), получаем 


ОИ -« ГУГЕЕи-ЗВУГЕЕЬОУТЕИ) 
р* 
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„ 
Любопытно, что подставив здесь 0 = - › Мы придем к выражению, формально 
сходному с выражением для длины дуги параболы [см. 2)]. 
7) Логарифмическая спираль: г= 42"? (черт. 10). 
1 | м 
Так как Г, ПО г и для дуги ММ между двумя точками 


с координатами — 00) и (г, 0) будем иметь по той же формуле (56) 


5 = ММ = ГУзтЯ ЕН 1+ Ги-И = (г — ‚о. 


. < 1 
Если вспомнить, что для логарифмической ‘спирали {© о т то получе!н- 


ный результат можно написать 
так: 

хх Г — Го ьт 

— Мо М =— В `. 

С05 ® 

Приближая точку Му к по- 

люсу О, т. е. устремляя гукну- 

лю иприннмая получае- 

мый при этом предел 

и 


длины дуги, МоМ за дли- , 


ну дуги ОМ, мы придем 
к еще более простому резуль- 
тату 


С помощью этой формулы 
из Л МОТ (см. чертеж) уже 
легко усмотреть что дуга $ 
равна полярному отрезку каса- 
тельной у: Черт. 10. 


— р 
ОМ =ТМ*. 
Мы получили весьма простой способ графического спрямления нашей кривой. 


Ь) 


$) Эллипс: = -я 


Удобнее, впрочем, взять уравнения эллипса в параметрической форме 
х=азиь у=0соз #. Очевидно, . 


И ху = Умер Е = УМ) 7 =аУг- ЕЕ 


: 


== 00 численный эксцентриситет эллинса. 


* Это свойство логарифмической спирали позволяет легко установить 
такое предложение: когда эта кривая катится без сколь жения по пря- 
мой МГ, то полюс О (если считать его неизменно связанным с кривой) 
описывает некоторую прямую. Предоставляем читателю доказательство. 


12 Г. М. Фахтенгольц, г. И 
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Вычисляя длину дуги эллипса от верхнего конца малой оси до любой 
его точки в первом квадранте, получим | 


[1 


5з=а | УГ "14 = аЕ (©, д. 
0 


Таким образом, длина дуги эллипса выражается эллиптическим инте- 
гралом 2-го рода [293, см. также 305|; как указывалось, этот факт 
послужил поводом для самого названия «эллиптический. 


В частности, длина четверти обвода эллипса выражается через полный 
эллиптический интеграл * 


У1— 91224 = аЕ (:). 


> 
$—_ ИЕ 


Длина же всего обвода будет 
5 = 44Е (е). 


Интере сно отметить, что для длины одной волны синусоиды у = с $ -—- :: к 
где с = у=— 62 получается в точности такой же результат. Геометрически 
это совпадение объяснить легко. Вообразим прямой круговой цилиндр; 
в пересечении его поверхности с плоскостью, наклонной к образующим, 
получится эллипс. Если разрезать поверхность цилиндра по образующей, 
проходящей через вершину малой оси, и развернуть, то обвод эллипса 
перейдет в синусоиду. 

Аналогично к эллиптическим интегралам (обоих родов) при- 
водится и вычисление дуги гиперболы. 

9) Улитка: г=а с0$ 9 - 6. 


/ | 
Здесь гу = — ат ди 


2 0 
Пе = а асов = 9" [1— пера 5. 


Поэтому (при 6 => 4) для длины дуги от точки, для которой 0 = 0, до точки 
°с любым 9<« т получим выражение в виде эллиптического инте- 
грала (2-го рода) 


0 
4а6 0 
-е+ь Ут сумы 
а р)? р 
, (а 5) 


6 


зи ГУ С ба НОЕ р 5). 


Длина всей кривой выразится полным эллиптическим интегралом: 


5-е 0Е(214.). 


* См. сноску на стр. 143. 
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Однако для частного случая —кардиоиды (6 = а) дело значительно 
упрощается. В этом случае 


/2 
т = 44° с05" 


^2| => 


так что 0<9 = п) р 


0 0 
2 | с0$ — 40 = 44 51 =. 

- 5 5 

0 
м 
Если (черт. 11) из полюса О радиусом 2а описать дугу АЁ до пересечения 
< продолженным радиусом-вектором ОМ, то хорда АД, очевидно, будет 
— 


равна дуге $ = АМ. 
Длина всей кардиоиды будет 8а. 
10) Лемниската: 
г? = 2а? соз 20. 


Вычислим длину дуги лемнискаты от вершины, отвечающей 8 =0, до 


м к 
любой точки с полярным углом < и 
Имеем 
/ Ф 
ГГ = — 24° т 29, 
/ 24? эт 28 
ОКА: бр 


В таком случае 


р 2 2а? ау? 
7@ =— а, 
у, т" Г У соз 20 


и по формуле (56) 
6 


9 
= 40 
— 4 р АЙ“ 
у. И у! — 9 $1120 : Черт. 11. 
0 


мы снова приходим к эллиптическому интегралу (1-го рода). Так 
как таблицы вычислены для интегралов, в которых множитель А? при $11? 0 
меньше единицы, то прибегаем к замене переменной. Положим 2 511? 0 = $11? $ 


у." х 
(так как Я. то 25110 < |, и угол о отсюда определить действительно 
можно); тогда 


1 
$ 0 = — _$по —с05$0 49 = — созо а, 
5 $ У5 фаф 


Ут — 2 чо = с0зо 


н окончательно 


12* 
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т _ п 
Полагая в предельном случае * 0 = —, а Ф=-5, для длины четверти 


лемнискаты 


длина всей лемнискаты будет $ = 4аК (==): 


4 ) 
получим выражение через полный эллиптический интеграл 


Замечательно, что задача спрямления дуги кривой столь часто приводит 
именно к эллилтическим интегралам. 

11) В заключение приведем пример использования формулы для длины 
дуги при построении эвольвенты кривой [256]. 

Рассмотрим цепную линию. Если текущие координаты ее точки 


обозначить 


через &, п (применительно к обозначениям п°256), а дугу ее, 


отсчитываемую от вершины, — через с, то уравнение кривой напишется в виде 


5 
1=асй_, 


а дуга представится формулой [см. 1)] 


} 


[4 

-] 
с = а $1 —. 

а 


Отсюда можно выразить ё и т непосредственно в функции от с: 


= а [т (с РУ в а") — ша], ч=У я-а? 


Теперь по формулам (17) п°256, учитывая, что здесь [см. (18)] 


Е 5 
08 В = $ 8 = — 


УЕ | уе-а’ 


можно написать параметрическис уравнения и эвольвенты 


х= ат (с У а*) — па] + (е —°) УЕ 


у=У я-а - ((—°) УЕ 


Остановимся на той из эвольвент, которая отвечает с = 0; она исходит 
из вершины цепной линии и имеет в ней точку возврата (черт. 12). Исклю- 


чая с, эту 
уравнением 


* Мы 


к И 
переходя в полученном выражении для $ к пределу при #8 7 или $ 


кривую (называемую трактрисой) можно выразить и явным 


ЕТ И 
[ви У : -Уя—У:|. 


у 


вынуждены рассматривать этот случай именно как предельный, 


> »› 
р. 


и" / - 
так как при 0 = 4 производная лу = со и формула (56) непосред- 


ственно 


неприложима. 
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Если вспомнить выражение «отрезка касательной» [230 (4)] 
=| Уз -У 1+ (4=) 


то отсюда легко получить, что Ё = а. Этим выражено замечательное свойство, 
трактрисы: отрезок касательной для нее имеет постоянную величину * 

Этот результат легко получается и непосредственно из свойств цепной 
линии [см. в 1) ес спрямленис, черт. 


й 


Черт. 12. 


332. Натуральное уравнение плоской кривой. Представление 
кривой с помошью уравнения между координатами ее точек (по 
отношению к какой-либо системе координат), несмотря на всю 
полезность Такого представления, часто носит искусственный характер, 
поскольку координаты не являются существенными геометрическими 
элементами кривой. Такими существенными элементами, наоборот, 
являются дуга кривой $, ОТСЧИТЫВаемая в определенном направлении 
от некоторой начальной точки, и радиус кривизны Л (или сама 


кривизна в=ф) [см. 250, 251]. 


Для каждой кривой межлу этими элементами можно установить 
зависимость вида 


Е ($, К) == 0, 


которая и называется натуральным уравнением а 


°С этим связано и самое название трактриса оонеходищее (6 
латинско! о глагола ГаНеге — влечь, тащить): если движущаяся по гори- 
зонтали точка 7Т при помощи нити ГМ тащит за собой точку М, то по- 
следняя будет описывать как раз трактрису. 

Перевод немецкого термина: па гИсне Се!спипЯ; не менее выразите- 
лен и французский термин: @ёдиаНоп шытзваце (т. е. «внутреннее уравнение ›} 


. 
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Докажем, что кривые, имеющие одно и то же натуральное 
‚уравнение, могут отличаться только сзоим положением на 
плоскости, так что форму кривой натуральное уравнение опреде- 
‚ляет вполне однозначно. 

Пусть же две кривые (Г) и (ПП) имеют одно и то же натуральное 
уравнение, которое мы возьмем в виде 


(3) (14) 


„Для того чтобы доказать их конгруентность, сначала перенесем одну 
из кривых так, чтобы совпали точки, от которых на обеих кривых 
‘отсчитываются дуги, а затем повернем эту кривую так, чтобы 
совпали положительные направления касательных в этих точках. 
Отметим указателями (1 и 2) соответствующие одному и тому же 

значению $ элементы обеих кривых: 

координаты переменной точки: (х:, у.) и (%›, у); 

угол касательной с осью х: а, и а; 

радиус кривизны: Ю, и К.. 


В силу (14) будем иметь при всех $5: Е. т.е. [250, (2)] 
1 7. 

а Дао — 

4 — 45° ее 


Кроме того, как предположено, при $ =0 
1 — Х2», У — У (16) 
би — %. (17) 


Из (15), по следствию п” 131 вытекает, что @, и а» могут разниться 
лишь на постоянную; но, как мы видели, при $ =0 эти величины 
совпадают, следовательно равенство (17) имеет место всегда. В таком 
случае для всех значений $ будет [249, (15)] 


“А со == соза, == 2% 
4$ — > о" 
ау! ду» 
А = За, = $1 9% = 7 
4$ ы 4$ ' 


откуда аналогичным образом заключаем, что и равенства (16) имеют 
место всегда, т. е. кривые совпадают. 

Покажем теперь, как по натуральному уравнению (14) кривой 
восстановить координатное представление ее. Прежде всего из (14) 


[71 
имеем 8 ==8 (5), так что 


= [ 2 ($) 45 —- у,» (18) 
0 
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где ©, — постоянная. Затем, исходя из равенств 
ах = с0$ 44$, Ау = па 4$, (19). 


интегрируя, находим 


8 8 
х = | соза аз хь, у= | па 4$ + у, (20). 
| о 


где хуи у — новые постоянные. 

Нетрудно понять, что вращение кривой влечет за собой измене- 
ние постоянной 0, а параллельное перенесение ее связано с измене- 
нием постоянных Ху, Уу*. Равенство этих постоянных нулю означает, 
очевидно, что кривая расположена так, что начальная точка для. 
отсчета дуг совмещена с началом координат, а положительное на- 
правление касательной в ней совпадает с положительным направле-. 
нием оси Хх. 

Пусть теперь уравнение (14) взято произвольно [лишь функцию © (5). 
мы будем предполагать непрерывной]. Тогда, определив сначала &. 
формулой (18), а затем х и у — уравнениями (20), получим параметри- 
ческое представление некоторой кривой. Дифференцируя (20), вер-. 
немся к (19), откуда прежде всего усматриваем, что 


45? — 4х? ау?, 


так что 4$, действительно, является дифференциалом дуги этой. 
кривой, а $— дугой (если надлежаше выбрать начальную точку 
отсчета). Затем те же равенства (19) приводят к заключению, что а 
служит углом касательной к той же кривой с осью х. Наконец.. 
дифференцируя (18), найдем, что кривизна будет равна 


Да 
8 


и, таким образом, уравнение (14) действительно оказывается нату -- 
ральным уравнением для нашей кривой. Итак, каждое урав- 
нение вида (14), где функция #($) непрерывна, может быть рас- 
сматриваемо как натуральное уравнение некоторой 
кривой. 

Обращаем внимание читателей на то, что за счет выбора началькой 
точки и направления отсчета дуг на кривой в ее натуральное уравнение 
можно вносить (впрочем несущественные) изменения. 


* Обращая этн утверждения, легко получить новое доказательство того 
предложения, которое было высказано выше. 
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В заключение заметим еще, что две симметрично располо- 
женные кривые * (черт. 13) имеют натуральные уравнения вида (14), 
разнящиеся лишь знаком правой части 


1 1 
Е=Е® и у=—Е(.. (1) 


Действительно, при согласном выборе начальных точек и направления 
для отсчета дуг на обеих кривых, радиусы кривизны их будут иметь 
противоположные знаки. Обратно, две кривые, имеющие, соответ- 
ственно, уравнения (21), передви- 
жением по плоскости могут быть 
приведены в симметричное поло- 
жение. Можно не считать и такие 
две кривые существенно ‚ разнящи- 
мися по форме. 


333. Примеры. 1) Найти кривую, 
отвечающую натуральному уравнению 
Ю? = 245. 

Имеем 

Ча 1 
= 
45$ У 2а; 

25 а 


Черт. 13. — РЗ — —- 0? 
р —- р оо 


так что 45 = ах 4а. Выбирая а в качестве параметра, получим затем 
4х == с0$ а 4$ = ал соза аз, 4у = та 45 = аа $ а 42, 
откуда 
х =а (соза ата), у=а (ша — а соза). 
Кривая оказалась эвольвентой круга [255, 8)]. 
Г. 
2) То же — для натурального уравнения А? -|- 5* == 164". Здесь 
47 | $ 
=, а=агсяш -—, 5=4азща, 4$ = 44 соба аа. 
4$ У 1642 — 52 4а 
Тогда 
4х = соза 45 = 44 с03*а да, @4у= Уп а 4$ = 4а та соза 4а 


и отсюда, интегрируя, 
х = 2а (‹ -|- > яп 2*) = а (2а -- 5 29), 


у = — 403 2а =@— @ (1 -| с0$ 25). 


Е 
* Совместить их перемещением по плоскости нельзя; для этого 


понадобилось бы вращение в пространстве. 
** Так как нам нужно восстановить хоть одну кривую, то выбирать 
постоянные интегрирования мы будем лишь по соображениям удобства. Это 


замечание следует иметь Ь виду и виредь. 
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Если перейти к параметру Ё =2а — т, то уравнения полученной кривой 
примут вид 
х = па а(Е— тб, у=а-@а(1—с058, 


и мы узнаем циклоиду [225, 6)], лишь сдвинутую и перевернутую по 
сравнению с обычным ее расположением. 

3) То же для натурального уравнения А = т5$. 

Очевидно, 


да 1 п 
—— == —_, в — ро у $ = ета, 4$ = тетя Да, 
4$ —т$ т 
-. - 4х = соз я . тет“ Дл, ау — $17. 17169 да 
и, наконец, 


5 (Т 0$ а -- Мп а) ©", у = 5 (т па — 605 ®) ет, 


риа те 


Перейдем к полярным координатам. Прежде всего 


г = Ух у? —- у? = — о ен®, 
у! — 12 
« | 1 
Затем, вводя постоянный Угол ®« под условием 19 ® = ет. будем иметь 
| ба — — 
у т эта — с0$а 
х т соза -- Чпа 1 
т -- = {са 


так что полярный угол @ можно принять равным а — о, откуда а = ь -| 0- 
Окончательно полярное уравнение найденной кривой будет таково: 


т 
Уи 


это — логарифмическая спирал ь [226, 3)]. Величина коэффициента 
при 6”? роли не играет, его можно свести к 1 поворотом полярной оси. 

4) Займемся теперь задачей другого рода: станем по заданной кривой 
устанавливать ее натуральное уравнение. 


Г = ее, 


(а) Для цепной линии у=асв = имели [331, 1); 252, 1) 
х —_—_ у. 
5 аз уу 4, Ю 7. 
$2 
отсюда Я ° 


(6) Для астроиды х = 4 со053?3 Е, у=а $113 Ё, если за начало для отсчета 
дуг выбрать середину ее ветви в первом квадранте, будет [ср. 331, 3)] 


ь 3 3 
= Е, Ю = За эт Ёсо$ &. 
Поэтому а 
За За За Эа? 
2—4. $п?Ё. —— с052 Ё == а а оо 
Г. де те. С сое = 4 (9-5) (3 5) 43 
и окончательно натуральное уравиение астроиды может быть написано 
- Эа? 
в виде А?-|- 45° = ——. 


4 
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(в) В случае кардиоиды г= а (1--с0$ 0) у нас было [331, 9); 252, 6)] 


0 4 
5 =4а9п-, К = 5 400$ >; 
очевидно, 9А? -- $? == 16а?. 

(г) Последние два результата содержатся как частные случаи в следую- 
щем. Для эпи- и гипоциклоиды [225, 7)] натуральное уравнение будет 
(1 --2т)? Ю? - $? = 16т? (1-Е т?) а?. 

(д) Нетрудно вновь получить натуральные уравнения эвольвенты 
круга, циклоиды и логарифмической спирали, известные нам 
‘из 1) —3). 

5) По натуральному уравнению кривой можно установить натуральное 
‚уравнение ее эволюты. Мы имели соотношение [255, 15)] 


АК 

р = А 95 (22) 
Если начало для отсчета дуг на эволюте выбрать так, чтобы было Ю = сз 

см. 255, 25], то, исключая А и $ из этих двух соотношений и натурального 
уравнения данной кривой, придем к зависимости между р и 5, т. е. к 
натуральному уравнению эволюты. 

(а) Для логарифмической спирали / == 1715; тогда р тА==и9. 
С точностью до обозначений мы вернулись к прежнему уравнению, отсюда 
заключаем, что эволютой будет такая же логарифмическая спираль, которая 
от исходной может отличаться лишь положением [ср. 254. 5)]. й 

(6) Для эвольвенты круга 


‹=Ю= 245, $ = : 


ак _ е 1 а р=с.^ =а 


45 2У; а’ б 
(результат, который следовало предвидеть). 

(в) Если натуральное уравнение ‘кривой имеет вид А? -|- А?5? = с?, то ее 
эволюта будет такой же кривой, но в Ё раз увеличенной по линейным 
размерам. | 

Действительно, имеем 


с=Ю = с*— #252, Е = 2—5, 


ав _ 5 о _ КУШ 9 
4 уе о 
и, наконец, 
ЕУ 2—5 ыы 
рощ 8—3 или р”-- 20° = (Кс)?. 


Отсюда и вытекает сделанное утверждение. 

Полученный результат применим к циклоиде [ср. 254, 4)], к эпи- и 
гипоциклоиде, в частности. к кардиоиде Ик астроиде 
ср. 254, 3)]. Е 

ЗАМЕЧАНИЕ. Указанный метод во всех случаях позволяет судить 
лишь о форме эволюты, оставляя открытым вопрос об ее положении. 


334. Длина дуги пространственной кривой. По отношению 
к простой пространственной кривой 


х=®(0, у=ф(), 2=0(0) 
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определение длины дуги может быть дано в таком же виде, как и 
для плоской кривой [249, замечание]. Здесь также для длины дуги. 
получается формула, аналогичная (4), 


т 
= АВ = ГУ ху 2 
,, 


и т. д. На этот случай, почти без изменений, переносится все ска- 
занное относительно случая. плоской кривой. Не задерживаясь на. 
этом, приведем примеры. 


1) Винтовая линия: х = а с05& у=азтьЬ, г = (1. 
Так как здесь 


7. ;. 2 ——_ 
Иж =Ума 


то длина дуги кривой от точки А (Ё = 0) до точки М (ЕЁ — любое) будет 
ЕЕ АМ = Г У Е са = У 21 сё 
0 


— результат очевидный, если вспомнить, что при разворачивании цилиндри-. 
ческой поверхности винтовая линия на ней превратится в наклонную пря- 
мую. 
2) Кривая Вивиани: х = А $1121, у = Ю т ЁсозЁ 2 = с03. 
Име?м 


ИУ = УГ 


В таком случае длина всей кривой выразится полным эллиптиче-. 
ским интегралом 2-го рода 


к 


2 
5=4ю | УтЕ зи =4ю [| УГЕсот а = 
0 0 


[а 


-4У2в ГУ 1-ти -4УЗАЕ(-1>). 
0 


$ 2. Площади и объемы 


335. Определение понятия площади. Свойство аддитивности.. 
М ногоугольной областью, или — короче — многоуголь - 
ником, мы будем называть произвольную конечную (возможно, и 
несвязную) плоскую фигуру, ограниченную одной или несколькими 
замкнутыми ломаными. Для такой фигуры понятие площади было. 
достаточно изучено в школьном курсе геометрии, его мы положим. 
в основу. 
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Возьмем теперь произвольную фигуру (Р) на плоскости, пред- 
ставляющую собой ограниченную и замкнутую область. Ее 
гоаницу или контур (К) мы всегда будем себе представлять 
в виде замкнутой кривой (или нескольких таких кривых) *. 

Станем рассматривать всевозможные многоуголъники (А), цели- 
ком содержащиеся в (Р), и многоугольники (В), целиком в себе 
содержащие (Р) (черт. 14). Если А 
и В означают, соответственно, их 
площади, то всегда А=— В. Мно- 
жество чисел |А!, ограниченное 
сверху любым В, имеет точную 
верхнюю границу Р. [11], причем 
Р.—= В. Точно так же множество 


чисел 'В!, ограниченное снизу 
числом Р,, имеет точную ниж- 
нюю границу Р“==Р.. Эти границы 
Черт. 14. р и. р 


. можно было бы назвать первую -— 
внутренней, а вторую — внешней площадью фигуры (Р). 
Если обе границы 


Р. —= зир!А} и Р*= ни! В} 


совпадают, то общее их значение Р называется площадью 

фигуры (Р). В этом случае фигуру (Р) называют квадрируемой. 
Как легко видеть, для существования площлди необходимо и 

достаточно, чтобы для любого $ > 0 нашлись такие два много- 

угольника (А) и (В), что В А<.-. 

` Действительно, необходимость этого условия вытекает из основ- 

ных свойств точных границ [11]: если площадь Р существует, 


то найдется А2Р—- иВ<Р---. Достаточность сразу же 
следует из неравенств 


[о 


А=Р.=Р“= В. 


Пусть теперь фигура (Р) разложена на две фигуры (Р\) и (Р.) *=; 
можно себе представить, например, что это осуществлено с помошью 
кривой, соединяющей две точки ее контура, или целиком лежащей 
внутри (Р) (черт. 15, а и 0). Докажем, что 


* В этом параграфе, говоря о кривой, мы всегда будем иметь в виду 
непрерывную простую кривую, допускающую параметрическое предста- 
вление. Как доказал Жордан (С. уог4ап), замкнутая кривая этого типа 
всегда разбивает плоскость на две области, внутреннюю и внешнюю, для 
которых и служит общей границей. 

** Они могут иметь частично общую границу, но не налесгают одна 
на другую, т. е. не имеют общих виутренних точек. 
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квадрируемость двух из этих трех фигур (Р), (Ру, (Р.) вле- 
чет за собой квадрируемость третьей, причем всегда 


Р=Р, + Р,, (0 


т. е. площадь обладает свойством аддитивности. 
Предположим для определенности, что имеют площади фигуры 
(Р,) и (Р5). Рассмотрим соответствующие им входящие и выходящие 
многоугольники (,), (Б\) и (4А,), (В.). Из взаимно неналегающих 
многоугольников (.,), (.4,) составится многоугольная область (А) 
с площадью А= А, {- А,, целиком содержащаяся в области (Р). Из 


(5) 


Черт. 15. 


многоугольников же (В,) и (В.), возможно и взаимно налегающих, 
составится область (В) с площадью В = В, {+ В., содержащая в себе 
область (Р). Очевидно, 


А, + А, = АзВ= В, | В,; 


так как при этом В, от А, и В, от А, могут отличаться произвольно 
мало, то это же справедливо относительно Ви А, откуда и выте- 
кает квадрируемость области (Р). 

С другой стороны, имеем одновременно 


А А, = А=Р=вВ= В - Б, 
и 
А А, = Р.Р, = В, + В,, 


так что числа Ри Р-Р. содержатся между одними и теми же и 
притом произвольно близкими границами А, { А, и В,  В,, следо- 
вательно, эти числа равны, ч. и тр. д. 

Отметим, в частности, что отсюда Р, ХР, так что часть фигуры 
имеет площадь, меньшую чем вся фигура. 

336. Площадь как предел. Условие квадрируемости, сформули- 
рованное в предыдущем п”, может быть перефразировано так: 

1) Для того чтобы фигура (Р) была квадрируема, необходимо 
и достаточно, чтобы существовали такие две последовательности 


многоугольников |(А„)} и |(В,), соответственяо, содержащихся 
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в (Р) и содержащих (Р), площади которых имели бы общий пре- 
дел 
Нт А„ = Ит В, =Р. | (2) 


Этот предел, очевидно, и будет площадью фигуры (Р). 

Иногда вместо многоугольников выгоднее использовать другие 
фигуры, квадрируемость которых уже установлена: 

2) Если для физуры (Р) можно построить такие две после- 
довательности квадрируемых фигур {(0,)]} и (К), соот- 
ветственно, содержащихся в (Р) и содержащих (Р), площади 
которых имеют общий предел 


ОА. (3) 


то фигура (Р) также квадрируема, причем упомянутый пре- 
дел и будет ее площадью. 

Это сразу вытекает из предыдущего утверждения, если заменить. 
каждую фигуру (@,) содержащимся в ней многоугольником (А„), 
_ а фигуру (Ю,„) — содержащим ее 
многоугольником (В), настолько. 
близкими к ним по площади, 
чтобы одновременно выполня- 
лось и (2). 

Хотя на практике выбор фи- 
гур (4,), (В„), (©), (К), упо- 
минавшихся в двух сформули- 
рованных выше признаках, и не 
создает затруднений, но все же 

Черт 16. _ представляет принципиальный ин- 

терес устранение связанной с этим 

выбором неопределенности. С этой целью можно поступить, 
например, так: 

Заключив рассматриваемую фигуру (Р) внутрь некоторого пря- 
моугольника (Ю) со сторонами, параллельными координатным осям, 
разобъьем его на части с помощью ряда параллелей его сторонам. 
Из прямоугольников, целиком содержащихся в области (Р), составим 


фигуру (А) (на черт. 16 она заштрихована), а из прямоугольников, 
имеющих с (Р) общие внутренние точки, но могущух частично и 


выходить из этой области, составим фигуру (В). Эти фигуры пред- 
ставляют, очевидно, частный случай тех многоугольников (А) и (В), 
о которых была речь в определении понятия площади; их площади 
А и В зависят от способа разложения на части прямоугольника (^). 
Будем через 4 обозначать длину наибольшей из диагоналей частич- 
ных прямоугольников. | 

3) Если при 4-›0 обе площади Аи В стремятся к общему. 
пределу Р, и только в этом случае, область (Р) будет. 
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квадрируема; при выполнении этого условия упомянутый предел 
и будет площадью фигуры (Р). 

Читатель легко сам выразит понятие предела, которое здесь 
фигурирует, как «на языке =-5», так и «на языке последовательно- 
стей». 

В доказательстве нуждается только необходимость указан- 
ного условия. Допустим же, что площадь Р существует, и устано- 
вим, что тогда > 

Ит А = Нм В =Р. (4) 
а>0 4—>0 

По заданному = > 0 найдутся [335] такие многоугольники А и В, 
что В А«< в; при этом можно предположить, что их контуры 
не имеют общих точек с контуром (К) фигуры (Р). Обо- 
значим через 6 наименьшее из расстояний между точками конту- 
ров обоих многоугольников, с одной стороны, и точками кривой (К) — 
с другой *. Если взять теперь 4 06, то каждый частичный прямо- 
угольник, хотя бы в одной точке задевающий кривую (К), заведомо 
лежит вне многоугольника (А) и внутри многоугольника (В). Отсюда 
следует, что 


А=А=РАВ-ж В, 


так что На > и ВР «ев, что и приводит к (4). 

Ясно, что на равенстве (4) можно было бы построить и самое 
определение понятия площади, очевидно, равносильное прежнему. 
Такое определение представляется весьма простым и естественным; 
недостатком, однако, является его (конечно, кажущаяся) зависимость 
от ориентации координатных осей. 

337. Классы’ квадрируемых областей. Кривая (К) — контур 
области (Р) — играет существенную роль в вопросе о квадрируе- 
мости этой области. 

Если квадрируемость налицо, то, как мы видели в 335, по задан- 
ному > 0 кривая (К) может быть заключена в некоторую много- 
угольную область (В — А), содержащуюся между контурами обоих 


многоугольников (А) и (В) (см. черт. 14) и имеющую площадь 
В—А<.-. 


* Пусть имеем две конечные непрерывные кривые на плоскости; 
предположим, например, что они заданы параметрически 
(О х=$(), ой ф (2); (1) х=ф (и), и ф (№), 


< Шш<и< 


где $, ф, 9*, %" — непрерывные функции, каждая от своего аргумента. Тогда 
расстояние между двумя произвольными точками этих кривых 


Ув ш- О-о 
будет непрерывной функцией от (Ё, и) в замкнутой области [4, Г; шо, И] и, 
следовательно, достигает там своего наименьшего значения [173]. Если кри- 


вые не пересекаются, то это наименьшее расстояние будет отлично от 
нуля. 
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Допустим теперь, обратно, что контур (К) может быть заключен 
в многоугольную область (С) с площадью С < в, где з — любое на- 
перед заданное положительное число. При этом, без умаления 
общности, можно предположить, что (С) ие покрывает всей фигуры (РЭ). 
Тогда из точек области (Р), не попадающих внутрь (С), составится 
мыогоугольная область (4) содержащаяся в (Р); если же к (А) при- 
соединить (С), то получится многоугольная область (В), уже содер- 
жащая в себе (Р). Так как разность В —А=С <, то — по кри- 
терию п° 335 — отсюда следует квадрируемость области (Р). 
Для облегчения речи условимся говорить, что (замкнутая или 
незамкнутая) кривая (Ю) имеет площадь 0, если ее можно 
покрыть многоугольной областью 
у} | с произвольно малой площадью. 
Тогда приведенное выше рас- 
суждение позволяет сформулиро- 
вать следующее условие квад- 
рируемости: 
для того чтобы фигура (Р) 
была квадрируема, необходимо 
т и достаточно, чтобы ее кон- 
тур (К) имел площадь 0. 
Черт. 17. В связи с этим приобретает 
важность выделение широких 
классов кривых с площадью 0. 
Прежде всего легко показать, что этим свойством обладает лю- 
бая непрерывная кривая, выражаемая явным уравнением вида 
У=—/(х) или х==8(у) (5) 


(а<%<9) (е<у<4) 


СЗь |. - = ть = в —_ 


(Ги г — непрерывные функции). 
Пусть, например, мы имеем дело с первым из этих уравнений. 
По заданному =>. 0 можно промежуток [а, 6] разложить на части 


[х» Хы (1=0, 1,..., п 1) так, чтобы в каждой из них коле- 
= 


р— а 
через т; и М; наименьшее и наибольшее значения функции / в {-0м 
промежутке, то вся наша кривая покроется фигурой, составленной 
из прямоугольников 


бание ®; функции } было < [87]. Если обозначить, как обычно, 


[хь А-+1) Ть М} (0, ао п— 1) 
(см. черт. 17) с общей площадью 
| 1 я = 
У (М; — т) (жа —х) —= У Ах; < ЕЕ У Ах; = в, 


* 


Й $ О 
что и требовалось доказать. Значит, кривая (5) имеет площадь 0. 
Отсюда следует: 
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Если фигура (Р) ограничена несколькими непрерывными кри- 
выми, каждая из которых порознь выражается явным уравне- 
нием (5) (того или другого типа), то эта фигура квадрируема. 

Действительно, поскольку каждая из упомянутых кривых имеет 
площадь 0, то и весь контур, очевидно, также будет иметь пло- 
щадь 0. 

Из этого критерия можно получить другой, более частный, кри- 
терий, который на практике, однако, оказывается более удобным. 

Назовем кривую, заданную параметрическими уравнениями 


х=9(), — у=ф(Ь 
(== = (6) 


гладкой, если 1) функции ф иф имеют непрерывные производные 
во всем промежутке [4, Г] изменения параметра, и 2) на кривой 
нет ни кратных, ни вообще особых точек. В случае замкнутой 
кривой, потребуем еше равенства 


Ф’ (0) = $’ (Г), $’ (0 = (Т). 
Установим теперь, что гладкая кривая имеет площадь 0. 


Возьмем на кривой любую точку М, определяемую значением + 
параметра. Так как эта точка — не особая, то, как мы видели [223], 
существует такой промежуток: 


в =(Ё— 6, Ё-- 5), 
что соответствующий участок кривой может быть выражен и явным 
уравнением. 
Применим теперь лемму Бореля [83] к промежутку [Ц, Г] и 


к покрывающей его системе У = {с} окрестностей; весь промежу- 
ток перекроется конечным числом таких окрестностей, так что кри- 
вая распадется на конечное число частей, каждая из которых выра- 
жается явным уравнением (5) (того или другого типа). Остается лишь 
сослаться на доказанное выше. Итак, 

если фигура (Р) ограничена одной или несколькими глад- 
кими кривыми, то она заведомо квадрируема. 

Заключение это сохраняет силу даже в том случае, когда кривая 
имеет конечное число особых точек: выделив эти точки с по- 
мощью окрестностей произвольно малой площади, мы будем иметь 
дело уже с гладкими кривыми. 

338. Выражение площади интегралом. Обратимся теперь к вы- 
числению площадей плоских фигур при помощи интегралов. 

На первом месте рассмотрим, впервые — в строгом изложении, 
уже встречавшуюся нам задачу 0б определении плошади криво- 
линейной трапеции АВСРО (черт. .18). Эта фигура ограничена 
сверху кривой ОС, имеющей уравнение 


У =] (х), 
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где /(х) есть положительная и непрерывная в промежутке [а, 6] 
функция: снизу она ограничена отрезком АВ оси х, ас боков — 
двумя ординатами АД и ВС (каждая из которых может свестись 
к точке). Собственно, существование площади Р рассматривае- 
мой фигуры АВСО следует из доказанного в предыдущем п’, и речь 
идет лишь об ее вычислении. Е 

С этой целью разобьем промежуток [а, 6], как обычно, на части, 
вставив между аи 6 ряд точек 


а 


Обозначив через т; и М;, соответственно, наименьшее и наибольшее 
значения функции /(х) в {-ом промежутке [х;, х;41| 1=0, 1,..., 
Г п — 1), составим суммы (Дарбу) 


$5= Ут, Ахь $= УМ, Ах,. 
и И 


Они, очевидно, представляют со- 
бой площади ступенчатых фигур, 
составленных, соответственно, из 
входящих и выходящих прямо- 
угольников (см. чертеж). Поэтому 


= Ра 


Но при стремлении к нулю наибольшей из разностей Ах; обе суммы 
| 


Черт. 18. 


имеют своим пределом интеграл Глодах*, следовательно, ему и 


а 
равна искомая площадь 


ь ь 
Р= | уах= [Л ах. (7) 


Если криволинейная трапеция СОРЕ ограничена и снизу 
и сверху кривыми (черт. 19), уравнения которых 


у =Л(х) и = (х) (@а=х=Ь, 


то, рассматривая ее как разность двух фигур АВЕЕ и АВОС, по- 
лучим площадь названной трапеции в виде 


ь ь 
Р= | (0.— ах = [19 —Л (х)] ах. (8) 


* В силу 336, 1) это само по себе доказывает квадрируемость криволи- 
нейной трапеции АВСР; чтобы получить упоминавшиеся там последо- 
вательности фигур, можно было бы, например, делить промежуток на 
равные части. 
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Пусть теперь дан сектор АОВ (черг. 29), ограниченный кри- 
вой АВ и двумя радиусами-векторами ОА и ОВ (каждый из кото - 
рых может свестись и к точке). При этом кривая АВ задается по- 
лярным уравнением г = 2(9), где 2(9) — положительная непрерывная 
в промежутке [х, 8] функция. И здесь вопрос стоит лишь о вычи- 
слении площади Р сектора, так как существование площади 
обусловлено свойствами контура фигуры. 

Вставив между хи 3 (см. чертеж) значения 


В ео ба В 


проведем соответствующие этим углам радиусы-векторы. Если ввести 
и здесь наименьшее и наибольшее из значений функции #(9) 


= м 


< 
2422 


Черт. 19. _ Черт. 20. 


в [0;, 0;.1]: в; и М, то круговые секторы, описанные этими радиу- 
сами, будут, соответственно, входящими и выходящими для фи- 
гуры АОВ. Составим отдельно из входящих секторов и из выходя- 
щих секторов две фигуры, площади которых будут 


= У и = УМА, 
$ й $ 
и, очевидно, < «Р« о. 


В этих суммах си » легко узнать суммы Дарбу для инте- 
В 
] 
грала х Гафр 48; при стремлении к нулю наибольшей из раз- 


ностей 49; обе они имеют пределом этот интеграл *, так что и 
В В 
РЕ [240 = [64 (9) 


* Здесь можно было бы сделать замечание, аналогичное замечанию на 
стр. 194, но со ссылкой на 336, 2). 


13* 
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339. Примеры. 1) Определить площадь Р фигуры, ограниченной цеп - 
ь ь х 
ной линией у=асн -а’ 9°ЬЮ х и двумя ординатами, отвечающими 


о 


абсциссам 0 и х (черт. 9). 
Имеем 
воеа - - МН 


х х 
р= [ас ах ан © — 
а а вы 
0 


|.) 


Т где $ — длина дуги АМ цепной ли- 
нии [331,1)]. Таким образом искомая 
площадь АОРМ оказалась равной 
площади прямоугольника, построен- 


ь ного на отрезках РЗ и $М (ибо 
$М = АМ). 
Черт. 21. ху? 
2) Даны эллипс в Ня =! 


и точка М (х, у) на нем (черт. 21). Определить площадь криволинейной тра- 
пеции ВОКМ и сектора ОМВ. я . ь 


Ь ЕЕ, 
Из уравнения эллипса имеем у = = У4*— х, так что по формуле (7) 


НЯ 


Р\ == пл. вокм = | тут тах = 
0 


а, х [и — @5 Хх. му 
— > атс — = У а? — х? = — агсча — + —. 
2 а 2 у 2 а Е 2 
Так как последнее слагаемое представляет площадь Л ОКМ, то, отни- 
мая ее, для площади сектора получим выражение 


аб 


агс$1п ы 
2 а ` 


Ра = пл. ОМВ = 


< 


ы паб 
При х==а для площади четверти эллипса найдем значение -4_ ‚так что 


площадь всего эллипса Р = лаб. Для круга а = 6 =г и получается извест- 
ная формула Р = хл?. 
у? 


. 
3) Пусть даны гипербола = —3==1 и на ней точка М (х, у) 


(черт. 22). Определить площадь криволинейных фигур АКМ, ОАМ и 
ОАМЕ. 
Из уравнения гиперболы имеем у =тУя— а, и — по формуле (7) — 


р 
Р\ = пл. км 2 ГУ аая = 
| а 


Ни 


ео ВрОНИЕНН 2 —— 
а Г] 


а 


1 а ху 
о 
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Уха 
а 


симметричной форме 


у 
Так как =, ТО это выражение можно представить в более 


РА = ху— аб (=+5). 


Отсюда уже легко получить 


Е _ а6 ху 
Р. = пл. ОАМ = 5 (2+ +). 


:. о | х у 
Рз = пл. ОАМЕ = -; ху + 5. ав п (#+5)- 


ЗАМЕЧАНИЕ. Полученный результат позволит нам несколько углубить 
аналогию между тригонометрическими (круговыми) и гиперболическими 


Черт. 22. 


функциями. Сопоставим круг радиуса 1: х?-- у? =1 и равнобочную 
гиперболу: х? — у? =1 (черт. 23, аи 0). Эти кривые параметрически 
могут быть представлены так: 


для круга: ОР = х = со РМ = у=эзтьЬ 
для гиперболы: ОР = х=сйЬ РМ=у-==31Ь 


Но в то время как в случае круга ясна геометрическая роль Ё — это 
3 АОМ, для гиперболы так истолковать числовой параметр Ё невозможно. 
Можно, однако, для круга дать и другое истолкование параметра $, именно: 
{& есть удвоенная площадь сектора АОМ (или площадь сек- 
тора М’ОМ). Оказывается, что это истолкование переносится и на случай 
гиперболы. 

В самом деле, если координаты точки М суть 

# —# Е е- 
хе, у, 

то хфу=еЁ и [= ш(х Ру). Если вспомнить найденную выше для Ро 
формулу и положить в ней а=ф =1, то получим, что Е равно удвоен- 
ной площади сектора АОМ (как и для круга). 

Итак, в круге отрезки РМ и ОР представляют круговые синус 
и косинус от удвоенной площади кругового сектора АОМ, а для 
гиперболы аналогичные отрезки выражают гиперболические 
синус и косинус от удвоенной площади гиперболического сек- 
тора АОМ. Роль гиперболических функций по отношению к гиперболе 
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вполне аналогична роли круговых (тригонометрических) функций по отно- 
шению к кругу. 


указанным истолкованием аргумента гиперболических функций, как 


у я 


(2 


(0/ 
Черт. 23. 


нскоей площади, связаны и обозначения обратных им функций [см. 
49, 3) и 4)], 
Агзп х, АгсИх ит. п. 


Буквы Аг являются начальными от латинского слова Агеа, означающего 
„площадь“. 

4) Найти площадь Р фигуры, огра- 
ниченной осями координат и параболой 


Ух Уу=Уа (а>0. 


Ответ: Р = ] уах = ы а?. (Чита- 
о 


телю самому предоставляется сделать 
чертеж.) 

5) Определить площадь фигуры, 
заключенной между двумя конгруеит- 
ными параболами у2=2рх и х?==2ру 
(черт. 24). 

Очевидно, нужно воспользоваться 
формулой (8), полагая там 


Черт. 24. х? = 
рт у У 2рх. 


Для установления промежутка интегрирования решим совместно данные 
уравнения и найдем абсциссу точки М пересечения обеих парабол, отличной 
от начала: она равна 2р. Имеем 


2р 3 2р 
сы х2 2 ее № хз 4 
= у —— == | ик — -— 13. 
= | (Ур >) ах Е У 2рх бр зР 
0 0 
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6) Найти площадь Р эллипса, заданного уравнением 
Ах? -- 2Вху -- Су? =1 (АС — В*`>0, СЪ0). (10) 
РЕШЕНИЕ. Из этого уравнения 


— Вх -- У Вх — С(А— 1 
Уре Е ИН 


— Вх + У В? — С(Ах— 1) 
о 


причем у1, уг получают вещественные значения лишь для х, удовлетворяю- 
щих неравенству 


С— (АС В*) < 0, 


т. е. содержащихся в промежутке [— а, а], где а = = : 


Тогда искомая площадь будет 


р оз С арок 


= УАС-— В? / ямах = УАС- В ВЯ. 7 ко? Е. 
с Улс в у У АС- В? 
Т) Пусть, наконец, эллипс задан общим уравнением 
ах? -- 26ху -- су? -- 2ах | ву Л=0; 


требуется найти его площадь Р. 
Задача эта может быть сведена к предыдущей. . 
Если перенести начало в центр (5, 1) эллипса, определяемый, как из- 


вестно, из уравнений 
аё ча =0, (1) 
Е сие =0, 


то уравнение примет вид 


ах? | 26ху -- су? - 1’ = 0, 


где с 
4 ет Л=РЛ”. (12) 
Исключая 6, п из равенств (11) и (12), найдем 
ава 
| се =: 
ае Л 
откуда 
я аа 
ОЕ — *Ж 
Л те, А ь се 
4е Л 


ыы Очевидно, Л’и А отрицательны (иначе уравнение не выражало бы 
вещественной кривой). | 
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Полученное уравнение легко приводится к виду, рассмотренному в 6), 
если положить 


а р [ 
Е В=——, С „. 
И Л 1 
Значит, площадь эллипса будет 
РНЕ. 2 —_ кА 
У е— (ас — 62)” 


8) Формула (7) может быть использована и в том случае, если кривая, 
ограничивающая криволинейную трапецию, задана параметрически или урав- 
нениями вида (6). Произведя замену переменной в интеграле (7), получим 
(в предположении, что х =а при ёЁ=щци х=ё или [ =ГТ): 


Т Т 
ры Гужрае = [+0 (аЕ (13) 
| 7% 


Если, например, при вычислении площади эллипса исходить из его 
параметрического представления 


х = а с0$Ё, у=езтЕ 


и учесть, что х возрастает от — а до а, когда Е убывает от т до 0, то 
найдем 


0 п 
Р=2 | зтё. (фа п 4Ё = 246 | п? Ё 4 = паб, 
п 0 


4 


Мы вычислили здесь площадь верхней половины эллипса и удвоили ее. 
9) Аналогично вычисляется площадь фигуры, ограниченной циклои- 
дой х=а (1 — 5т 6), у=а(1 — созй). Имеем по формуле (13) 


2п 25 


Р= | оз (1 — оз 0 Е = 2 (5.620 р т) 
0 


5 = Зпа?. 


Таким образом, искомая площадь оказалась равна утроенной площади 
образующего круга. 

10) Найти площадь одного витка архимедовой спирали г= ай 
(черт. 25). 

Имеем по формуле (9) 


25 к 


Ве 
рта | пи-м г = 3 бо, 


в то время как площадь круга радиуса 2жа будет 4т3а?. Площадь витка 
спирали равна трети площади круга (этот результат был известен еще 
Архимеду). 

Предоставляем читателю показать, что площади фигур, заключенных 
между последовательными витками, составляют арифметическую прогрессию 
с разностью 8т3а2?. 

11) Найти площадь улитки 


г=ас050-6 при 65а. 


-201 
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Имеем по формуле (9) 
2к 


Р=1 | (260504 5)? 46 = 
0 


2к 
= (4? 25%). 


= - [(5е-+и) + чп 20 + 226 в] 


| -= 


0 


3 
В частности, площадь кардиоиды (5 = а) равна 5 ка?. 


12) Найти площадь лемнискаты г? = 2а? соз 28. 


Достаточно удвоить площадь правого овала, которому отвечает измене- 
у" к 
ние угла 09 от —чо д: 
= ы 
4 4 


Р=2--; 201 ;] со528 48 = ая | со526 48 — 24% 
и о 


4 


13) Найти площадь декартова листа 2х3 -|- уз — Заху = 0. 
Перейдем к полярным координатам. Полагая в уравнении кривой 
Хх =Гс059, у=гзп 0, по сокращении на г? придем к такому полярному 


уравнению; 
За чп 9 со$0 


= $113 6 -- со$3 0 ° 
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« [$] -. Хх 
Так как самый виток кривой отвечает изменению угла 09 от 0 до 5, то по. 
формуле (9) 
; ® 
Ру 
Эа? $112 0 со$? 0 


=] ви сов и 2 
0 


Заменяя $п@ через 150 с0$0, приведем подинтегральное выражение 
к виду — | 


192 64150 
(11-153 0)? ' ‘ 
откуда сразу находится первообразная функция 
ро 1 В | с053 0 
3 1-30 — 3 51030- созз 0 ° 
Таким образом, 
Ра 
ом За? с0$3 6 _ 34? 
И 2 530- с0530 | 2‘ 


14) Решить задачу 6) наново, воспользовавшись полярными коорли- 
натами. 
’РЕШЕНИЕ, Вводя полярные координаты, представим уравнение (19} 
эллипса в виде 
| 


а о ох 
ы А со5? 6 -- 2В со$ 0 зп 0 -- С яп? 0 ° 


Тогда по формуле (9) сразу получаем [303, 9)] 


2 
р--2 1 ] 48 —_ п 
ой А с052 6 --2В с0$ 6 5 6 -- С 51128 — УС В? ` 


2 


Площадь всего эллипса мы здесь приравняли удвоенной площади той 
его части, которая лежит в [Ги 1У\У координатных углах. Какие затруднения 
встретились бы при использовании результата 10) 288 для вычисления непо- 
средственно всей площади эллипса? 

15) Формулу (9) можно приспособить к случаю, когда кривая задана 
своими параметрическими уравнениями-вида (6). Так как 


/ / 
ху, — х,у 
72 — х? -|- у?, 6 — агай > и ру, 


то 


340] $ 2. ПЛОЩАДИ И ОБЪЕМЫ | 203 


Если изменению угла 0 от а до 3 отвечает изменение параметра Ё от 2% 
до Г, то 


+4 Я 


1 $ 
рт рф хушет Г вото- ом 9 
и | т, 


Ввиду большей симметричности эта формула зачастую приводит к более 
простым выкладкам. Например, если по ней вычислить площадь эллипса, 
исходя из его параметрических уравнений х = ас0$Ё, у=фезтьЬ то по- 
лучим | 


2% 2к 


и 
Р= | (асов. БсозЕ ат. 6 зто = таб || ЧЁ = пай. 
0 о 


16) Вычислим еще по формуле (14) площадь астроиды х = 4с03' Е, 
у =а $132. Имеем 


Р=1 | [а с033 Ё. За $? Ёс0$ Е -- За со5? Ё чп Ё. а 513 [] аЁ = 
0 


25 2к 


3. ти ь —. Зо. п 4 
= За | $11? с05? РЁ = 5. а (+ 7 


— ы па?. 


340. Определение понятия объема. Его свойства. Наподобие 
того, как в 335, исходя из понятия площади многоугольника, было 
установлено понятие площади для произвольной плоской фигуры, 
мы сейчас дадим определение объема тела, опираясь на объем 
многогранника. 

Итак, пусть дано произвольной формы тело (У), т. е. ограни- 
ченная замкнутая область в трехмерном пространстве. Границей (5) 
тела пусть служит замкнутая поверхность * (или несколько таких 
поверхностей). 

Мы будем рассматривать многогранники (Х) объема Х, целиком 
содержащиеся в нашем теле, и многогранники (У) объема У, содер- 
жащие в себе это тело. Существуют всегда точная верхняя граница У’, 
для Х и точная нижияя граница У* для У, причем У, = \”; `ик 
можно было бы назвать, соответственно, внутренним и внеш- 
ним объемами тела. 

Если обе границы 


У, = зир [Х} и У=ШшЕ! У} 


совпадают, то их общее значение У называется объемом 
тела (У). 


В этом случае тело (У) иногда называют кубируемым. 


* Мы имеем в виду непрерывную поверхность, допускающую параметрни- 
ческое представление. 
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И здесь легко видеть, что для существования объема необхо- 
димо и достаточно, чтобы для любого => 0 нашлись такие два 
многогранника (Х) и (У), для которых У—Х<.:. 

Далее: 

Если тело (У) разложено на два тела (У)) и (У.), то из су- 
ществования объема для двух из этих трех тел вытекает 
существование объема для третьего. При этом 


У = У, -{ У,, 


т. е. и объем обладает свойством аддитивности. 

Легко перефразировать для объемов и те предложения 1), 2), 
3), которые в 336 были доказаны для площадей. 

1) Для того чтобы тело (У) имело объем, необходимо и 9д0- 
статочно, чтобы существовали такие две последовательности, 
соответственно, входящих и выходящих многогранников {(Х„)} 
и [(У„)], объемы которых имели бы общий предел 


Ит Х» = Им У, =У. 


Этот предел и будет объемом тела (У). 

Полезно отметить и такое предложение, где вместо многогран- 
ников фигурируют произвольные тела, заведомо имеющие объемы. 

2) Если для тела (У) можно построить такие две последо- 
вательности, соответственно, входящих и выходящих тел 
{(Т,) и (0), которые имеют объемы, причем эти обземы 
стремятся к общему пределу 


Ит Ги = Ит И, =У, 


то и тело (У) имеет объем, равный упомянутому пределу. 

В заключение упомянем о возможности выбирать многогранники, 
приближающиеся к рассматриваемому телу, «стандартным» образом. 
Заключив тело внутрь некоторого прямоугольного параллелепи- 
педа (№) с гранями, параллельными координатным плоскостям, 
разобьем его на части с помощью ряда плоскостей, параллельных 
его граням. Из частичных параллелепипедов, входящих в (У), со- 


ставим тело (Х), а, присоединив к ним и частично выходящие из (У) 


параллелепипеды, получим тело У. Эги тела представляют частные 
случаи тех многогранников (Х)и (ТУ), о которых была речь выше. 
Будем обозначать через 4 наибольшую из диагоналей тех прямо- 
угольных параллелепипедов, на которые был разложен параллеле- 
пипед (У). о 

3) Если при 4—0 оба объема Х и у стремятся к общему 
пределу У и только в этом случае тело (У) будет 
иметь объем; при выполнении этого условия упомянутый предел 
и выразит объем тела (У). 
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Доказательство всех этих утверждений мы предоставляем чита- 
телю; их легко скопировать с рассуждений п° 336. 

‘341. Классы тел, имеющих объемы. Как и в случае площади, 
_ существование объема для тела (У) зависит целиком от свойств 
границы (5) этого тела. Легко [ср. 338] установить такой критерий: 
для существования объема тела (У) необходимо и достаточно, 
чтобы его граница (5) имела объем 0, т. е. чтобы эту границу 
можно было заключить в многогранное тело с произвольно малым 
объемом. 

К числу поверхностей с объемом 0, прежде всего, принадлежат 
поверхности, выражаемые явным уравнением одного из трех типов 


2=(х, У), у=8(2, х), х=й(у, 2), 


где [, 2, й — непрерывные функции от двух аргументов в неко- 
торых ограниченных областях. 

Пусть, скажем, дано уравнение первого типа в области (Р), 
которая содержится в прямоугольнике (Ю). По теореме п” 174, 
каково бы ни было => 0, можно разложить этот прямоугольник 
на столь малые прямоугольники (Ю;) 1=1,2,..., п), чтобы коле- 
бание функции /] в той части (Р.) области (Р), которая содержится 


= 
в (Ю;), было <>: Если т; и М; — наименьшее и наибольшее 


из значений функции Г.в (Р)), то вся наша поверхность может 
быть заключена в многогранник, составленный из прямоугольных 
параллелепипедов с площадями оснований К; и высотами ®; = М; — т;. 
Объем этого многогранника будет 


Ув; <> У: =, ч. и тр. д. 


Поэтому, если тело (У) ограничено несколькими непрерыв- 
ными поверхностями, каждая из которых порознь выражается 
явным уравнением (одного из трех типов), то это тело имеет 
объем. 

Чтобы дать обычно применяемый на практике частный критерий, 
установим понятие гладкой поверхности. 

Пусть поверхность выражается параметрическими уравнениями 


х==ф(и, 9), у=ф(и, 9), 2=Х(и, 9), 


где функции $, у, Ф непрерывны вместе со своими частными про- 
изводными в некоторой ограниченной замкнутой области (©) на пло- 
скости и9. Границу этой области ([) мы представим себе состоящей 
из гладких кривых. Наконец, предположим, что поверхность 
не имеет ни кратных, ни других особых точек. При соблюдении 
всех этих условий поверхность и называется гладкой. 


Пусть М — любая точка поверхности, определяемая значениями 
и—и, 9—0 параметров; так как она— не особая, то можно 
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[см. 228] * окружить точку (и, 9) на плоскости ид такой окрест- 
ностью 

с —=(и— 8, и 6; 9—5, 9-1), 
чтобы соответствующий участок поверхности выражался явным урав- 
нением. Остается лишь применить к замкнутой области (©) и к по- 


_ — 
крывающей ее системе окрестностей з — {5} лемму Бореля [175], 
чтобы установить возможность разложения рассматриваемой гладкой 


Черт. 26. 


поверхности на конечное число частей, каждая из которых выра- 
жается явным уравнением одного из трех типов. Отсюда — по пре- 
дыдущему — следует, что гладкая поверхность имеет 
объем 0. 

Теперь ясно, что 

тело, ограниченное одной или несколькими гладкими поверх- 
ностями, заведомо имеет объем. 

Допустимо, впрочем, и наличие на ограничивающей тело поверх- 
ности конечного числа особых точек, которые могут быть выде- 
лены окрестностями с произвольно малым объемом. 

342. Выражение объема интегралом. Начнем с почти очевид- 
ного замечания: прямой цилиндр высоты Н, основанием которого 
служит квадрируемая плоская фигура (Р), имеет объем, 
равный произведению площади основания на высоту: У =РН. 

Возьмем [336, 1)] многоугольники (А,) и (В„), соответственно 
содержащиеся в (Р) и содержащие в себе (Р), так, чтобы их пло- 
щади А, и В, стремились к Р. Если на этих многоугольниках 
построить прямые призмы (Х„) и (У,„) высоты НЯ, то их объемы 


Х,=А,Н и У, =В,Н 


будут стремиться к общему пределу У =РН, который в силу 1) 
п” 340 и будет объемом нашего цилиндра. 


* Если точка (и, 9) лежит на границе (/) области (О), то по отноше- 
нию к ней следует иметь в виду сказанное в 262. 
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Рассмотрим теперь некоторое тело (У), содержащееся между 
плоскостями х=а и х==б, и станем рассекать его плоскостями, 
перпендикулярными к*оси х (черт. 26). Допустим, что все эти сече- 
ния квадрируемы, и пусть площадь сечения, отвечающего 
абсциссе х, — обозначим ее через Р(х) — будет непрерывной функ- 
цией от х (для а х=). 

Если спроектировать (без искажения) два подобных сечения 
на какую-либо плоскость, перпендикулярную к оси х, то они могут 
либо содержаться одно в другом (как на черт. 27, а), либо ча- 
стично одно на другое налегать или лежать одно вне другого (см. 
черт. 27, 6, в). 


} о / 
} \ 4 
]/ `-/ 
2 
- (6) 
@) (6) | 


Черт. 27. 


Мы остановимся сначала на том случае, когда два различных 
сечения, будучи спроектированы на плоскость, перпендикулярную 
к оси х, оказываются всегда содержащимися одно 
в другом. 

В этом предположении можно утверждать, что тело (У) имеет 
объем, который выражается формулой 


| ь а 
у= | Роах. | (15) 


Для доказательства разобьем отрезок [а, 6] на оси х точками 
< р о м а.о 


на части и разложим плоскостями х==х; проведенными через 
точки деления, все тело на слои. Рассмотрим {1-Й слой, содержа- 
щийся между плоскостями х =х; и х=х;.: (1=0, 1,.... п 1). 
В промежутке [х; х;.!| функция Р(х) имеет наибольшее значе- 
ние Л; и наименьшее значение т;; если сечения, отвечающие раз- 
личным значениям х в этом промежутке, поместить. на одну пло- 
скость, скажем, х =х,, то все они (при сделанном предположении) 
будут содержаться в наибольшем, имеющем площадь М;, и содер- 
жать в себе наименьшее, с площадью 1;. Если на этих, наибольшем 
и наименьшем, сечениях построить прямые цилиндры высоты 
Ах; =х;.:—хь то больший из них будет содержать в себе рас- 
сматриваемый слой нашего тела, а меньший сам будет содержаться 


® 
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в этом слое. На основании сделанного вначале замечания объемы 
этих цилиндров будут, соответственно, М; Ах; и т; Ах;. 

Из входящих цилиндров составится тело {Т), а из выходящих — 
тело (7); их объемы равны, 
соответственно, 


> М; Ах; И Ут: Аж 
р $ 


и, когда стремится к нулю 
Х = шах Ах;, имеют общий пре- 
дел (15). В силу 340, 2) таков 
же будет и объем тела (У) *. 

Важный частный случай, 
когда заведомо выполняется 
указанное выше предположение 
о взаимном расположении сече- 
ний, представляют тела вра- 
щения. Вообразим на плоско- 
сти ху кривую, заданную урав- 
нением у==/(х) @=—=х=6,, 
где /(х) непрерывна и неотри- 
цательна; станем вращать огра- 
ниченную ею криволинейную 
трапецию вокруг оси х (черт. 
28, а иб). Полученное тело (И), 
очевидно, подходит под рассматриваемый случай, ибо сечения его 
проектируются на перпендикулярную к оси х плоскость в виде кон- 
центрических кругов. Здесь 


Р(х) = пу? = [Л (ХР, 


так что 
| |1) 
У [ ах = [хр ах. (16) 


Если криволинейная трапеция ограничена и снизу и сверху 
кривыми у, =), (х) и у› = №›(х), то, очевидно, 


ь ь 
Ия | [2— м]ах= = | ИВЛ ОР} ах, — (Т) 


хотя предположение о сечениях здесь может и не выполняться. 
Вообще доказанный результат легко распространяется на все такие 


* Деля, например, промежуток на равные части, легко выделить те 
последовательности входящих и выходящих тел, о которых гово- 
рится в цитированном предложении. 
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тела, которые получаются путем сложения или вычитания из тел, 
удовлетворяющих упомянутому предположению. 

В обшем случае можно утверждать лишь следующее: если 
тело (У) имеет объем *, то он выражается формулой (15). 

В самом деле, задавшись произвольным = > 0, мы можем между 


плоскостями х=а и х==фб построить такие два тела, (Х) И (У), 
составленные из параллелепипедов, чтобы первое со- 
держалось в (У), а второе содержало в себе (У), и притом было 


У— Х-е. Так как к этим телам формула наша, очевидно, при- 


ложима, то, обозначив через А(х) и В(х) площади их поперечных 
сечений, будем иметь 


Ь Ь 
Х = [ АСФ ах, У = [ в() ах. 
а 
С другой стороны, так как А(х)=Р(х) = В (Хх), то и 


ь | ь Ь 
Х= [Ад ах< [Родахж< [ Вфах =, 
а а а 


ь 
так что объем У и интеграл ГРерах оба содержатся между 


а 
одними и теми же границами Х у 


и У, разнящимися меньше, чем 
на =. Отсюда и вытекает требуе- 
мое заключение. ий о 


343. Примеры. 1) Вычислить объ- 
ем У кругового конуса с ра- 
диусом основания Г и высотой й. 
Проведем через ось конуса секу- 
щую плоскость и выберем эту ось за Черт. 29. 
ось х, считая начальной точкой вер- 
шину конуса; ось у проведем перпендикулярно к оси конуса (черт. 29). 
Уравнение образующей конуса будет 


а 
= 
и — по формуле (16) — получим 
в й 
2 кг? ХЗ 1 
У = а = | = — п? 
"| х ах = `8 5 ^7 й 


= 


Результат этот известен читателю из школьного курса. 


* Так будет, например, если тело ограничено одной или несколькими 
гладкими поверхностями [341]. 


14 Г. М. Фихтенгольц, т. ПИ 
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Хх? 2 
2) Пусть эллипс Ня = 1 вращается вокруг оси х. Так как 


2 
у? — Е (а? РАВ х?), 


то для объема эллипсоида вращения найдем 


а а 
2 2 о 
у | мак в | в мах= 
—а 0 


а 


4 


=— 3 каф?. 


0 
Аналогично для объема тела, полученного от вращения вокруг оси у, 


р 4 
найдем выражение па?6. Предполагая же в этих формулах а=ф =г, мы 


4 
получим для объема шара радиуса г известное значение 9 п”. 
3) Определить объем тела, полученного от вращения цепной линии 
х 
у= аси —- вокруг оси х, между сечениями, соответствующими точкам Оих. 


Имеем 
НН НЯ 


х 1 2х 
У = па | в = ах 5 па У (нс =) 4х 
0 0 


1 а .-2х 1 х х 
= ва (хх) = 5 па (ах -- ас а . аз =). 


х ь Е 

Вспоминая [331,1)], что а $В -_ есть длина дуги $ нашей кривой, оконча- 
| 

тельно получим У = -; ла (ах - 59). 


4) То же — для ветви циклоиды 
х=а(1— зп, у=а(1—с050) (0<ЁхХ 2). 


Параметрические уравнения кривой облегчают выполнение подстановки 
х=а(— эт, 4х =а (1 — с0$й) 4 в формуле 


2па 


у==/ у? ах. 


0 
Именно: 


2к 
У = паз | 1 — с03 0% 4 = 
у 


2к 


— 51?а3, 


5 3 ен 
= паз (7 —Азти- т 2 -- 5 чита) 


0 
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2 Ь о 
. 5) То же — для астроиды хз Ру? =а°. 
Имеем 


2 2 а/ 2 2\3 32 
Е =] ет = 
Е , У =т [ (из) 4х = ——_ па. 
* 


—а 


Предлагается повторить вычисления, исходя из параметрических урав- 
нений астроиды и прибегнув к замене переменной (как в предыдущей 
задаче). 

6) Найти объем общей части параболоида 2а2= у? и 
сферы лх?-- у? -{ 2? = За®. 

РЕШЕНИЕ. Вместе с обоими этими телами и общая часть их будет 
телом вращения вокруг оси =. Пересечение указанных поверхностей 
происходит по плоскости г = а. 

Плоскости, перпендикулярные к оси 2, пересекают рассматриваемое 
тело по кругам; квадраты радиусов этих кругов равны 2аг, пока 2 «а, и 
За? — г?, лишь только г становится > а. Пользуясь формулой, аналогич- 
НОЙ (16), будем иметь 


а аз 


и : ‘таз ИВ 
у Дав] (34° — 2) 42=-—5_(6 Уз — 5. 
0 


7) Найти объем общей части с ф с р ы ху? -| 2 = А? и конуса 
= у?-{ 2? (х>20). 
У т АЗАНИЕ. Пересечение поверхностей происходит по плоскости 


а Имеем 
2 
И 
У» В 
З С 
и== х?ах- т хака (2—2). 
о Ё 


Уз 


До сих пор мы рассматривали примеры применения частной формулы (16). 
Перейдем теперь к общей формуле (15). Так как самое существование 
объема во всех случаях легко может быть обосновано, например, исходя 
из соображений п? 341, то мы на этом останавливаться не будем и займемся 
лишь вычислением объема. 

8) Определить объем цилиндрического отрезка. Так назы- 
вают геометрическое тело, отсекаемое от прямого кругового цилиндра 
плоскостью, проходящей через диаметр основания (черт. 30). | 

Положим, что основание цилиндра есть круг радиуса а: 


ху? < а? 


и что секущая плоскость проходит через диаметр АА’ и составляет угол а 
с плоскостью основания. Определим площадь сечения, перпендикулярного 
к оси х и пересекающего ее в точке М (х). Это сечение будет прямо- 
угольным треугольником; очевидно, 


Р (<) = пл. ММР = ут ща= 5 (1 — ша, 


14* 
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так что по формуле (15) 


3 


У ща ее ах = 2 аще дай 
а 


гле А = КЁ есть высота цилиндрического отрезка. 

Интересно отметить, что тот же объем можно было бы получить, 
заставив ось у играть ту роль, какую до сих пор играла ось х, т. е. рас- 
секая тело плоскостями, перпендикулярными оси у (черт. 31). Такая пло- 


Черт. 30. Черт. 31. 


скость, проведенная через точку М с ординатой у, пересечет наше тело 
по прямоугольнику $0, площадь которого будет 
Р(5) = 2хуща=2 ща: у У а — уз. 
Поэтому, аналогично (15), 
| а за 
и 2 2 
У=2а | уУ 42 у? 4у = Ва (2? — у?) — 53 4 ва. 
0 0 


|2 


9) Найти объем трехосного эллипсоида, заданного каноническим 
уравнением 


Хх у 2 
я Ра Рая =1 
(черт. 32). 
Плоскость, перпендикулярная к оси х и проходящая через точку М (х) 


на этой оси, пересечет эллипсоид по эллипсу; уравнение проекции его (без 
искажения) на плоскость уг будет таково: 


2 2 
+ —— = = ] (х = с0п$1). 
"(1—-) (1—5) 


Отсюда ясно, что полуоси его будут, соответственно, 


| х? Хх? 
БИ 1 и вр $ 
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а площадь [см. 339,2), 8), 15)] выразится так: 
2 
Р (Хх) — пс (1 >) — а (42 — х?). 
а 
Таким образом, по формуле (15) искомый объем 


а 

пбс 4 

=— ее 2 — я 

у а Й (4? — х?) ах = 5 пабс 
—а 


10) Найти объем эллипсоида, отнесенного к центру, 
Ах? -- 2Вху  С2? -- 2Руг -- 2Ц2х {+ 2Нху = 1. 


Черт. 32. 


РЕШЕНИЕ. Если фиксировать 2, то уравнение соответствующего 
сечения (или — вернее — его проекции на плоскость ху) будет 


ах? -- 26ху - су? -- 2ах | 2еу +7 =0, 
где положено 


а=А, 6=Н, с=В, а= 02, е=Рг, Ё= С2? — 1. 
По 339, 7), площадь этого сечения равна 
пА* 

(АВ — Нз)* * 
если через Д* обозначить определитель 

А Н 92 

Н В Е2 = Аг? — (АВ — Н?), 

(г Ег Сг?—1 


Р (г) = — 


где 
АаАнНс 
А= НВ Е |. 
ЕС 
Подставляя, получим 


алые аи АВА ВЫ 
т а ) 
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Очевидно, г может изменяться лишь в пределах 


ое у В ь 
А ф Г 


интегрируя в этих пределах, найдем окончательно 


ЕЕ 


3 Ул 


11) Рассмотрим два круговых цилиндра радиуса г, оси которых пере- 
секаются под прямым углом, и определим объем тела, ограниченного ими. 
Тело ОАВСЬ, изображенное на чертеже 33, составляет восьмую часть 
интересующего нас тела. Ось х проведем через точку О пересечения 


%, : оссй цилиндров перпендикулярно 


к обеим осям. Тогда в сечении те- 
ла ОАВСР плоскостью, проведенной 
на расстоянии х от О, перпендику- 
лярно к оси х, получится квадрат 
КЁЕММ, сторона которого ММ == 
= УР? — х? ‚, так чтоР (х) = 7?—х*. 
Тогда по формуле (15) 


. 
Я Ро. 
0 


12) Решим, в заключение, ту же 
задачу, но в предположении, что ци- 
липдры имеют различные ра- 
диусы: ги ЮГ. 

Разница, по сравнению с преж- 
ним, будет лишь в том, что, вместо 

Черт. 33. квадрата, в сечении рассматривае- 

мого тела плоскостью на расстоянии х 

от О получится прямоугольник со сторонами уг — и УЕ? —х*. 

Таким образом, в этом случае объем У выразится уже эллиптическим 
интегралом 


: 
уз У) Чх 
0 


или, если сделать подстановку х =гзшф и положить Е = р, 
к 


2 
Уи | соззз. Ут — 2 чп?ф а =8Ю!®. [. 
о 


Займемся сведёнием интеграла / к полным эллиптическим интегралам 
обоих видов. Прежде всего 


ы|а 


к 
р? 
о о ‚о 
Го Г с05? $ Че — № $11? ф с03? $ ен 
Ут — 5? е Г Ут — чп?е 
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Но 


п 
г 


[а 


1 — $2 $ ии] 
: Ут 5ф о ТГ ыа 


к 


Д = 


а УГ Вы 4 = (1— =) К®- т Е (@). 


С другой стороны, интегрируя по частям, имеем 


х ® 
2 2 
[5 = т [тат = узте УТ ф | — 
0 0 
к 
— [сз *- УГУ 4ф = 
0 . 
7 
- а— 2079 Ут изяуа ах = Е (Е) — 2/. 
0 
Отсюда 


=з ( ы: +Е®— (5 —Ик( |. 


Таким образом, окончательно 


ЗАЗ 
У=—;_ Е (4) —@ —^2)К (®)]. 


344. Площадь поверхности вращения. Пусть имеем на пло- 
скости ху (именно, в верхней полуплоскости) некоторую кривую АВ 
(черт. 34), заданную уравнениями вида (6), где ф,  — непрерывные 
функции с непрерывными же производными $’, $’. Предполагая 
отсутствие особых и кратных точек на кривой, мы можем ввести 
в качестве параметра дугу $, отсчитываемую от точки А(Ё), и 
перейти к представлению 


х = ($), у=\ ($5). (18) 


Параметр $ изменяется здесь от 0 до $, если через $ обозначить. 
длину всей кривой АБ. 

Если вращать кривую вокруг оси х, то она опишет некоторую 
поверхность вращения. Поставим своей задачей — вычислить 
площадь этой поверхности. 

Мы лишены возможности установить здесь в общем виде понятие 
площади «кривой» (т.е. неплоской) поверхности; это будет 
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сделано в третьем томе. Сейчас же мы определим это понятие 
специально для поверхности вращения и научимся вычислять ее 
площадь, причем будем исходить из данных еще в школьном курсе 
правил вычисления боковых поверхностей цилиндра, конуса и усе- 
ченного конуса. Впоследствии мы убедимся, что полученная 
нами формула входит как частный случай в общую формулу 
для площади кривой поверхности. 


Возьмем на кривой АВ в направлении от А к В ряд точек 
{см. чертеж) 


А, —= А, А,, А.,..., А, Ад, ..., А, А, =В (19) 


и рассмотрим ломаную 24,4, ... А,_1В, вписанную в кривую. Станем 
вместе с кривой вращать вокруг оси х эту ломаную; она опишет 
некоторую поверхность, площадь которой мы умеем определять по 
правилам элементарной геометрии. 

ы Условимся под площадью 
поверхности, описанной 
кривой, разуметь предел Р 
площади © поверхности, 
описанной ломаною, при 
стремлении к нулю наибольшей 
из частичных дуг. Это определе- 
ние площади поверхности враще- 
ния дает нам ключ к ее вычис- 


_и—д—————————_——— лению. 


0 я 
Черт. 34. Мы уже знаем, что ряд то- 


чек (19) может быть получен, 
исходя ‘из ряда возрастающих значений $, вставленных между 0 и 5: 


о и 


Каждое звено ломаной при вращении вокруг оси х будет описывать 
поверхность усеченного конуса *. Если обозначить ординаты точек 
А; и А;., соответственно через у; и У;+1, а длину звена А.А; 
через /[, то площадь поверхности, описываемой {-м звеном, будет 


УЕ У: +1 
2 


2 [.. 


Площадь же поверхности, описываемой всей ломаной линией, будет 


* В частности, эта поверхность может выродиться в поверхность конуса 
или цилиндра; площадь ее, однако, и в этом случае можно вычислить по 
общей формуле для поверхности усеченного конуса. 
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Полученную сумму можно разбить на две суммы следующим образом: 
п 1 п—1 
О — 2к Хи-= (У —,:) [.. 


Так как функция у==\Ч ($) непрерывна, то (по свойству равно- 
мерной непрерывности) можно предположить нашу кривую разло- 
женной на столь мелкие части, что все разности у;.1— У; по 


абсолютной величине не превзойдут произвольно малого положи- 
тельного числа =. Тогда 


п—1 


п ды — эй =«У [ = =т5; 


отсюда следует, что эта сумма стремится к нулю при шах А$; > 0- 
Что касается суммы: 


| п—1 
2 > Уи, 
Гек 


то ее можно разложить на две суммы: 


п-—1 —1 


=> иАн—2= У, У: (45; — Ц). 


Так как функция ($) непрерывна, то она ограничена, так что все 
| у: | = М, где М — некоторое постоянное число. Обозначая послед- 


нюю сумму через т, имеем 
п—1 
=2«М (5— р в). 
$=0 


При дроблении кривой на все более и более мелкие части раз- 
ность 


п—1 


[41 ==2*| № у; (4$; — 1) 
$=0 


п—1 


И 
1=0 


по определению длины дуги, как предела периметра вписанной 
ломаной *, должна стремиться к нулю. Но тогда и <-»0. - 
Оставшаяся сумма 


п-—1 


д — к 2 У: 4$; 
$=0 


* Это непосредственно следует из определения лишь для простой не- 
замкнутой кривой, но затем легко получается и для простой за- 
мкнутой кривой, путем разложения на две незамкнутые кривые. 
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является интегральной суммой для интеграла 


5 
2та [у 4$, 
0 


который вследствие непрерывности функции у==\ (5) существует, 
‘так что при тах А$; > 0 сумма с стремится к этому интегралу. 

Мы получаем окончательно, что — при сделанных предположе- 
ниях — площадь поверхности вращения существует и выражается 
формулой 

5 5 
Р=2т | уаз =2т [№ (5) 45. (20) 
0 


0 


Если вернуться к общему параметрическому заданию (6) нашей 
кривой, то, произведя в предшествующем интеграле замену пере- 
менной [см. 313, (9)], преобразуем его к виду 


` 


Т и 
Р= 2 [уу ху, ит [зФУЗ’ФЕ-ЕУ ФР. = @0 
о ь 


В частности, если кривая задана явным уравнением у==/Х(х) 
{а=х=5), так что в роли параметра оказывается х, будем иметь 


| Ь 
Р= 2 [у ту ах = 2к || /(® УТ-ЕЛ СЭР 4х. (22) 


345. Примеры. 1) Определить площадь поверхности шарового 
пояса. Пусть полукруг, описанный около начала радиусом г, вращается 


вокруг оси х. Из уравнения круга имеем у = Уг—^?; далее, 


/ х 


о Е Иа 1 а 
Ув = У} И:+ у” У УИ а" 


В таком случае площадь поверхности пояса, описанного дугой, концы 
которой имеют абсциссы х1 и х. > ха, по формуле (22) будет 


2: 
Р = кг | 4х = 2®г (хо — х1) = 257Й, 
ый 
где й есть высота пояса. Таким образом, площадь поверхности шарового 
пояса равна произведению окружности большого круга на высоту пояса. 


В частности, при х1= —, хо =, т. е. при й ==2/, получаем площадь 
‚ всеи шаровой поверхности Р == 4кг?. 


2) Найти площадь поверхности, образованной вращением дуги цепной 


Хх ы 
линии у=асв —., концы которой имеют абсциссы 0 их. 
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Так как И! у = св, то по формуле (22) 


НЯ 
ре» | Хак 2 у, 
. а а 
0 


где У — объем соответствующего тела вращения [см. 343, 3)]. 
3) То же для астроиды х = 4 с0$3 1, у=а $113 1. 
Достаточно удвоить площадь поверхности, описанной дугой астроиды.. 


х п 
лежащей в [1 квадранте 0=1#=5). Мы имели уже 


и 12 и? . , 
х; у, = За 91 1с0$ & 


в таком случае по формуле (21) 
® 


2 


Р=2-2» || а зшзё. За зп Ёс0$ ЁаЁ = 
| о 


+05 
$1114 205 ЁаЁ = 12а? - : — -— па?. 


5 


— 12ка? 


Ё—— 
ы|а 
= 
лы, 
|) 


4) То же для циклоиды х=а (Е — $16), у=а(1— с0$0). 


Так как у = 2а 9112? и ‚ 45 = 2а зт =. АЕ, то 
2% к 
Р = к ] 4а? в АЕ = 16бпа? | $13 и аи = 
0 0 
с033 ц | 64 

= 2 — = — па?. 
1бка ( 3 0$ и) 3 ка 

о 


5) Найти площадь поверхности, образованной вращением кардиоиды 


Г =а(1-- с0о$6) вокруг полярной оси. 
Следует в основной формуле (21) перейти к полярным координатам: 


8 В 
= 2 | у 45 = 2 Г гп 0 И? -- ий 40. (23) 
0 


[3 


В нашем случае а = 0, В = т, и 
0 
уго = а (1-Е с03 0) т 0 = 4а с05? =. Яп 4$ = 24 03 = 40, 


поэтому 
В у] 
0 0 32 
— 9л.8а° 4 — сп — а9 = “ха? 
Р = 2х ва? [| со 5 эт 5 40 5 па, 


0 
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6) То же для лемнискаты г? = 24? с0$ 20. 


Здесь у=а 2 ТУ соз 26 56, 45 = 7? д так что 2 
У5 по формуле (23) 


к 


4 


Р=2.2=. аз || 5040 — Зла? ( — 12) = 75 а?. 
0 


Наконец, 
7) определим поверхность эллипсоида в ращения как ‚вытянутого, 


так и сжатого о 
Если эллипс 1 вращается вокруг оси х, и а В, то имеем 
последовательно 


62 
у = 08—52,  уу’=фф-ьх, 


—— ЕЕ Г о 
у УТ У =Уу- 0) = Иная Хх? = 


|, а? — 6? 
Е НИЕНЕНЕЕН 


Ре НЫ а2 — 


а а? 


с 
Но 4? — 6? = с?, где с — расстояние фокуса от центра и -; Равно эксцен- 


фиситету = эллипса. Таким образом, 


УУ ту” = Узи 


а а 
Р=ж Гуя=ийак-4к 8 | Уж ива = 
го 0 


© 


о, @? =х 
РЕВ Вы Вий ЕВЕ. НИИ а 
4п (5 х Уа =?.х2 -|- 5 агсзп =} 


< 


Ь а 
—= т — с (@ У 2? — 242 + а? агсзт е); 
НО 42 — 24? = 4? — с? = 62, так что окончательно имеем 
а 
Р= 206 (‹ + 2 атс :) 


Если эллипс вращается вокруг малой оси, то для того, чтобы удобнее 
было воспользоваться уже произведенными выкладками, мы будем считать, 


„что ось х и служит малой осью. Тогда в полученном для уу 1 у”? выра- 
жении нужно лишь обменять а и 6 местами, так что теперь 


УУт+у”= а Е ты Е У ры 
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в таком случае 


о, 2, У 9-1 с 
— ка 62 [. — ши $ 
(у р т 55 Е 
но У 6 с=а, с=еа, так что окончательное выражение для Р будет 


такое: я ж р 
=. а-с\ _ 2.1 1-е 
Р = 2та (а ра) = 2ка (а-+ 5% — п =). 


346. Площадь цилиндрической поверхности. Рассмотрим еще 
один частный тип кривой поверхности, для которой мы также здесь 


определим понятие площади (предвосхищая то общее определе- 
ние, которое будет дано лишь впоследствии). Мы имеем в виду 
цилиндрическую поверхность. 

Вернемся к кривой АВ на плоскости ху, о которой была речь 
в 344. Приняв ее за направляющую, представим себе цилиндрическую 
поверхность с образующими, параллельными оси & (черт. 35). По этой 
поверхности проведем кривую СО, которая с каждой образующей 
пересекается в одной точке; эта кривая определится, если к урав- 
нениям (6) присоединить еще третье 


г=х® >20. (24) 
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Речь идет о вычислении площади Р части цилиндрической поверх- 
ности «под этой кривой». 

Как ив п° 344, введем дугу $ в качестве параметра; тогда 
не только уравнения (6) кривой АВ заменятся уравнениями (18), 
но и уравнение (24) перейдет в 


2 = Х ($). 
Вписав в кривую АВ ломаную АА... А,_.В и, в соответствии 
с этим, в кривую СО — ломаную СС,...С„_10 (см. чертеж), из тра- 


пеций А;4;.:С;..С; составим призматическую поверхность, вписанную 
в рассматриваемую цилиндрическую поверхность. Под площадью 
этой последней будем понимать здесь предел Р пло- 
щади О упомянутой призматической поверхности 
при стремлении к нулю наибольшей из: частичных дуг. 

Полагая 2; = А;С;, имеем (сохраняя в остальном прежние обо- 


значения) 
й-— 


© = у и. 


1=0 


С помощью таких же соображений, что и в 344 (провести их пол- 
ностью читатель сможет сам), вопрос приводится к вычислению 
предела суммы 


}п—1 
У, 2; А$;, 
Ф=0 
в которой легко узнать интегральную сумму. Окончательно 
$ Г 
Р== [24 = | ЦТ (5) 45*. 
0 0 


Возвращаясь к произвольному параметру 2, легко получить и 
общую ее 


Т 
Р= ] ЗИ [ФУР 4. = (05) 
о 


Наконец, для-случая явного задания кривой АВ: у = Л(х) (а = х= 5) 
эта формула Г так: 


Р= ГЕИ дя = [хо ГЕТ ая (26) 


* Этот результат становится совершенно наглядным, если представить 
себе цилиндрическую поверхность развернутой по плоскости, так что рас- 
сматриваемая фигура превратится в «криволинейную трапециюз. 
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347. Примеры. Пусть на черт. 36 кривая АВ представляет собой па- 
раболу с вершиной в точке В. Ее уравнение (при обозначениях чертежа) 


Построенная на ней цилиндрическая поверхность пересечена плоскостью ОВС 
с уравнением 
с 
г —= —^. 
а 
Найти площадь Р части АВС цилиндрической поверхности. 
РЕШЕНИЕ. По формуле У) | 


3 
> 
ы 


а! 


2) Если кривая АВ будет четвертью окружности у= У — ^ 
(0 = х=—= а), то воспользоваться формулой (26) — безоговорочно — нельзя, 


а, 
Р= | гУ ту” ах =-х 1 Ё Ум 462? дев (4-4) 
0 


Черт. 36. 


ибо при х = а производная у. обращается в со. Прибегнув к параметри- 
ческому представлению 
х = ас0$Ё, у=азшЕ (°=#=5), 
мы по общей Ре - (25) будем иметь 
к 
2 


Р= Г. 2И ху" У, ‘а = ас | соз Е 4 = ас. 


0 


Если вернуться к цилиндрическому отрезку, о котором была 
речь в 343, 8), то боковая поверхность его, как следует из полученного только 
что результата, окажется равной 2ай (с = Й). 


3) Наконец, решим ту же задачу в предположении, что кривой АВ будет 
четверть эллипса 


х=асозё  у=фяие (°=!=5). 
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[Явным у 


н выше] равнением здесь не следует пользоваться по той же причине, что 


2 р 
а) Пусть сначала а`>6. Вводя эксцентриситет С эллипса 
по формуле (25), получим 


и. 


2 а 
Ре | сз У дата т-Е сори = © | УЕ ея ац 
0 0 


(подстановка и = а т 1), и окончательно 


__ 1 1—=?, 1-е 
Р = ве ие]. 


2 
2 — 
Уь а? 


(6) В случае а< Б, эксцентриситет = = р 


[а 


2 
рав | УГ тия сои = {УТ И--- ис .}. 
0 


4) Рассмотрим часть цилиндрической поверхности х? -| у? = Юх, ограни- 
ченной сферой х? -| у? -|- 2? = АЮ?; кривая, получающаяся в пересечении [кри- 
вая Вивиани, 229, 1)], как мы знаем, может быть представлена парамет- 
рически так: 


х= А 51121, у=АЮзтЁс0$ 2=А с03, 
у" 
Если ограничиться первым октантом, то Ё здесь надлежит изменять от 0 до 5”. 


Очевидно, первые два уравнения играют роль уравнений (6), а последнее — 
уравнения (24). 


Площадь упомянутой поверхности по формуле (25) будет 
к 
2 
Р = 4К? [ с0$ # 4 = 4Ю?. 
0 


5) Определить площадь поверхности тела, общего двум цилиндрам ра- 
диуса г, оси которых пересекаются под прямым углом [ср. 343, 11)]. Введем 
систему координат, как на черт. 33. 

Ограничиваясь одной из цилиндрических поверхностей, для первого ок- 
танта имеем 

Хх = Гс0$ Её, у=г $11 
и, наконец, 


= Ут — = гяиЕ (0=!=5). 


По формуле (25) половина искомой площади равна 


п 
2 


Тр=8" | п 2 АЕ = 8г?, так что Р == 16г?, 
0 
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6) Та же задача — но для случая, когда цилиндры имеют различные 
радиусы ги Юл [‹р. 343, 12)]. 

Вычислим сначала площадь части цилиндрической поверхности радиуса г. 
Имеем 


х=гзшЬ  у=гс03Ё (===), 


= У 2? — = в — туп = УТ — 2252 (=). 
По формуле (25) 


52| а 


Ру = миг Е 41 = ЗЮГЕ (®). 


Обращаясь теперь к цилиндрической поверхности радиуса А, обменяем 
ролями ось 2 и ось у. На этот раз 


х=АЮзшр == А с05Ё, 
УИ, 1 Ты: (=), 


причем & может изменяться (если, как всегда, ограничиться первым октан- 
том) лишь от 0 до агсзп №. Тогда, по формуле, аналогичной (25), получим 


агсзш К агсвш АК 


Р.=8 ] УИ хе -- 221 = 8, ] И 1—Та 5112 41. 
Ь 


Подстановка 


Фа 
зп =Азшф,  @Ё= г ПОР: ; 
Ут ча? ф 


где ф изменяется от 0 до --, дает 


5 ) 


3 


2ф 
И = СВ 
Е? Ут чт 


С последним интегралом мы уже встречались в 343, 12); он равен 


(1— =) к®--=Е 4. 


агез1л А 


0 


Таким образом, 
Ро = 8А? {Е (№) — (1 — Е?) К (®)}. 
Окончательно 


Р=Р. + Р.=8Ю (ВР <Е (®)— (1— В) К(®)}. 


Этим исчерпываются простейшие геометрические приложения опре- 
деленного интеграла. С вычислением геометрических протяжений 
в более сложных и более общих случаях мы встретимся в третьем 
томе. 


15 Г. М. Фихтенгольц, т. Ц 
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$ 3. Вычисление механических и физических величин 


348. Схема применения определенного интеграла. Прежде чем 
перейти к применениям определенного интеграла в области механики, 
физики и техники, полезно наперед уяснить себе тот путь, по кото - 
рому в прикладных вопросах 
обычно приходят к определенному 
интегралу. С этой целью мы на- 
бросаем общую схему примене- 
ния интеграла, иллюстрируя ее 
примерами уже изученных геоме- 
трических задач. 

Вообразим, что требуется опре- 
делить некоторую постоянную 
величину О (геометрическую или 
иную), связанную с проме- 
жутком [а, 6]. При этом пусть 
каждому частичному промежутку 
[«, В], содержащемуся в [а, 6], 
отвечает некоторая часть величи- 
ны © так, что разложение про- 
межутка [а, 6] на частичные про- 
межутки влечет за собой разло- 

Черт. 37. жение на соответствующие части 
и величины (©. 

Точнее говоря, речь идет о некоторой «функции от проме- 
жутка» © ([а, В]), обладающей «свойством аддитивности»; это значит, 
что, если промежуток [х,, В] состоит из частичных промежутков [я, 1] 
и [1, В], то тогда и 


© ([а, В) = ([, 1) ОСИ, В}. 


Задача же состоит в вычислении ее значения, отвечающего всему 
промежутку [а, 6]. 


Для примера возьмем на плоскости кривую у= /Х(х) (а < х =— 5) 
(черт. 37) *. Тогда 1) длина 5 кривой АВ, 2) площадь Р ограниченной 
ею криволинейной трапеции АА’В’В и 3) объем У тела, полученного 
от вращения этой трапеции вокруг оси х, — все три являются величинами 
указанного типа. Нетрудно дать себе отчет в том, какие ‹функции от про- 
межутка» ими порождаются. 


Рассмотрим «элемент» А@ величины ©, отвечающий «элементар- 
ному промежутку» [х, Хх Ах]. Исходя из условий вопроса, ста- 
раются найти для АО приближенное выражение вида 4(х)Ах, линей- 
ное относительно Ах, так чтобы оно разнилось от А@ разве лишь 


* Функция /(х) предполагается непрерывной и имеющей непрерывную 
производную. Для определенности мы допустим, что кривая все время идет 
вверх и выпукла вниз. 
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на бесконечно малую порядка высшего, чем Ах. Иными словами, 
из бесконечно малого (при Ах -› 0) «элемента» АО выделяют его 


главную часть. Ясно, что тогда относительная погрешность 
приближенного равенства 


АО = 9(х)Ах (1) 


будет стремиться к нулю вместе с Ах. 


— 
Так, в примере 1) элемент дуги ММ, можно заменить отрезком каса- 
тельной МК, так что из А$ выделяется линейная часть 


У ту = УГЕЛ ОР Ах 


В примере 2) естественно заменить элементарную полоску ДАР входящим 
прямоугольником с площадью 


уАдх = Л (х) Ах. 


Наконец, в примере 3) из элементарного слоя АУ выделяется его главная 
часть в виде входящего кругового цилиндра, с объемом 


ху? Ах = т [1 (х)]? 4х. 


Во всех трех случаях нетрудно показать, что погрешность от такой 
замены будет бесконечно малой высшего порядка, чем Ах. Именно *, в слу- 
чае 1) она будет меньше КМ, =Ау— у, в случае 2) — меньше Ахду, 
а в случае 3) — меньше т (2у -- Ду) Ах ду. 


Лишь только это сделано, можно уже утверждать, что искомая 
величина @ точно выражается интегралом 


[7 
= [ас ах. (2) 


Для пояснения этого разложим промежуток [а, 6] точками 
х!, Х.,..., Хи_т На элементарные промежутки 


[Пе ера Ка Мы. 0 


Так как каждому промежутку [х, х;.и или [х, х-КАхИ 
отвечает элементарная часть нашей величины, приближенно равная 
4(х)Ах, то вся искомая величина © приближенно выразится суммой 


о УчоАх, 


Степень точности полученного значения будет тем выше, чем мельче 

частичные промежутки, так что ©, очевидно, будет пределом упомя- 

нутой суммы, т. е. действительно выразится определенным инте- 
| 


гралом | а(х)ах. 
а 


* При предположениях, сделанных в сноске на предыдущей странице. 


15* 
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Это в полной мере относится ко всем трем рассмотренным примерам. 
Если выше мы получили формулы для величин 5, Р, У несколько иначе, 
то это потому, что задача наша состояла не только в вычислении их, 


но и в доказательстве их существования — в согласии с ранее данными 
определениями. 


Таким образом, все дело сводится к установлению приближен- 
ного равенства (1), из которого непосредственно получается окон- 
чательный результат (2). 

Обыкновенно, впрочем, вместо Ах и АО пишут ах и 40, а ра- 
венство (1) для «элемента» 4©@ величины (© записывают в форме 


а =а(х) ах. (3) 


Затем «суммируют» эти «элементы» (на самом деле беря интеграл!), 
что и приводит к формуле (2) для всей величины О. 

Мы подчеркиваем, что пользование здесь интегралом, вместо 
обыкновенной суммы, весьма существенно. Сумма давала бы лишь 
приближенное выражение для (©, ибо на ней отразились бы погреш- 
ности отдельных равенств типа (3); предельный же переход, с по- 
мощью которого из суммы получается интеграл, уничтожает погреш- 
ность и приводит к совершенно точному результату. Итак, сначала 
в интересах простоты, в выражении элемента 4@ отбрасываются 
бесконечно малые высших порядков и выделяется главная часть, 
а затем, в интересах точности, суммирование заменяется интегриро- 
ванием, и просто получаемый результат оказывается точным. 

Впрочем можно было бы подойти к вопросу и с иной точки зре- 
ния. Обозначим через ©(х) переменную часть величины (©), отвечаю- 
щую промежутку [а, х], причем @ (а), естественно, полагаем равным 0. 
Ясно, каким образом рассмотренная выше «функция промежутка» 
© ([х, В]) выражается через эту «функцию точки» © (х) 


Ч ([, В) = 9 (3) —© (а). 


7 

В наших примерах функциями точки являются; 1) переменная дуга АМ, 

2) площадь переменной трапеции АА’М’М и, наконец, 3) объем тела, полу- 
ченного от вращения именно этой трапеции. 


Величина АО есть попросту приращение функции © (х), а произ- 
ведение 4(х)Ах, представляющее собой его главную часть, есть 
не что иное, как дифференциал этой функции [103, 104]. Таким 
образом, равенство (3), написанное в дифференциальных обозначе- 
ниях, на деле является не приближенным, а точным, если только 


под 4® разуметь именно а®(х). Отсюда также сразу получается 
требуемый результат: 


Ь 
Гас ах=9 0—9 @ = (а, 9) =0. 
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Отметим все же, что в приложениях более удобной и плодо- 
творной является идея суммирования бесконечно малых 
элементов. 

349. Нахождение статических моментов и центра тяжести кривой. 
Как известно, статический момент М материальной точки массы т относи- 
тельно некоторой оси равен произведению массы т на расстояние 4 точки 
от оси. В случае системы п материальных точек с массами 271, 5, ..., Ти» 
лежащих в одной плоскости с осью, соответственно, на расстояниях 
41, 45, ..., Ай О©Т оси, статический 
момент выразится суммой у 


= 
М = ра т:4;. 
ГА 


При этом расстояния точек, ле- 
жащих по одну сторону от оси, бе- 
рутся со знаком плюс, а расстояния 
точек по другую сторону — со знаком 
минус. 

Если же массы не сосредоточены 
в отдельных точках, но расположены 
сплошным образом, заполняя линию 
или плоскую фигуру, то тогда для вы- —т 
ражения статического момента вместо ИД 
суммы потребуется интеграл. Черт. 38. 

Остановимся на определении ста- 
тического момента М относительно 
оси х масс, расположенных вдоль некоторой плоской кривой АВ (черт. 38). 
Прн этом мы предположим кривую однородной, так что ее линейная 
ПЛОТНОСТЬ р (т. е. масса, приходящаяся на единицу длины) будет постоян- 
ной; для простоты допустим даже, что р = | (в противном случае придется 
полученный результат лишь умножить на р). При этих предположениях масса 
любой дуги нашей кривой измеряется просто ее длиной, и понятие стати- 
ческого момента приобретает чисто геометрический характер. Заметим вообще, 
что когда говорят о статическом моменте (или центре тяжести) кривой — без 
упоминания о распределении вдоль по ней масс, — то всегда имеют в виду 
статический момент (центр тяжести), определенный именно при указанных 
предположениях. 

Выделим теперь какой-нибудь элемент 45$ кривой (масса которого 
также выражается числом 45). Приняв этот элемент приближенно за мате- 
риальную точку, лежащую на расстоянии у от оси, для его статического 
момента получим выражение 


АМх; = у 4$. 


Суммируя эти элементарные статические моменты, причем за независимую 
переменную возьмем дугу $, отсчитываемую от точки А, мы получим 


5 


М [ у 45. (4) 
0 


Аналогично выражается и момент относительно оси у 


Г 
Му = [ хаз. (5) 
0 
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Конечно, здесь предполагается, что у (или х) выражено через $. Практи- 
чески в этих формулах $ выражают через ту переменную (Ё, х или 0), кото- 
рая играет роль независимой в аналитическом представлении кривой. 

Статические моменты Мх и М, кривой позволяют легко установить 
положение ее центра тяжести С (&, 1). Точка С обладает тем свойством, 
что если в ней сосредоточить всю «массу» 5 кривой (выражаемую тем же 
числом, что и длина), то момент этой массы относительно любой оси сов- 
падает с моментом кривой относительно этой оси; в частности, если рас- 
смотреть моменты кривой относительно осей координат, то найдем 


5 я 
= Му = [| х4з, 51=Ма= | 45, 
0 0 


откуда 
у К 


5 
М ] 1 
ЕЕ || 24 = Ме [45 (6) 
0 0 


Из формулы для ординаты 1 центра тяжести мы получаем замечательное 
геометрическое следствие. В самом деле, имеем 


8 8 
То 2 [ у 45$, откуда 2115 = 2 [ у 45; 
0 0 


но правая часть этого равенства есть площадь Р поверхности, полученной 
от вращения кривой АВ [см. 344, (20)], в левой же части равенства 2я1 обо- 
значает длину окружности, описанной центром тяжести кривой при вращении 
ее около оси х, а 5$ есть длина нашей кривой. Таким образом, приходим 
к следующей теореме Гульдина (Р. дшат): 

Величина поверхности, полученной от вращения кривой около неко- 
торой не пересекающей ее оси, равна длине дуги этой кривой, умножен- 
ной на длину окружности, описанной центром тяжести С кривой 
(черт. 38) 

РМ 


Эта теорема позволяет установить координату п центра тяжести кривой, 
если известны ее длина $ и площадь Р описанной ею поверхности вращения. 


ре ы Хх? р 
350. Примеры. 1) Найти статический момент обвода эллипса т ыы =] 


относительно оси х (предполагая а`> 6). 

Для верхнего (или нижнего) полуэллипса этот момент только отсут- 
ствием множителя 2п отличается от величины соответствующей поверхности 
вращения. Поэтому [см. 345, 7)] 


Мо; = 36 (. —- — агсзт :) Е 


2) Если рассматриваемая дуга симметрична относительно некото- 
рой прямой, то центр тяжести дуги необходимо лежит на этой прямой. 

Для доказательства примем ось симметрии за ось у, а точку ее плере- 
сечения с кривой — за начальную точку для отсчета дуг. Тогда функция 
х =Ф($) окажется нечетной функцией от $ и, если на этот раз дянну 
всей кривой обозначить через 2$, будем иметь [см. 314, 9)] 


5 
Му = [х 4$ = 0, 
откуда и 8 = 0. _9 
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3) Пользуясь теоремой Гульдина, определить положение центра 


хи 
тяжести дуги АВ (черт. 39) круга радиуса г. 

Так как эта дуга симметрична относительно радиуса ОМ, проходящего 
через ее середину М, то ее центр тяжести С лежит на этом радиусе, и для 
полного определения положения центра тяжести необходимо лишь найти его 
расстояние 1 от центра О. Выбираем оси, как указано на чертеже, и обо- 

хм 


значим длину дуги АВ через 5, а ее хорды АВ (= А”В”) — через а. 
От вращения рассматриваемой дуги вокруг оси х получается шаровой 
пояс, площадь поверхности Р которого, как мы знаем [345, 1)], равна 2пга. 
По теореме Гульдина та же 
поверхность равна 2к\$, так что 


$51 =га и 1=^е. 


В частности, для полу- 
окружности 4 =2/, $=тги 


у, 
И 0,637г. 


4) Определить центр тяжести 


ветви циклоиды | Г, 
, А’ 0 6' 
х =а(Е— 517), у=а(1— с05 0 


(0—2 = 2м). Черт. 39. 
Если принять в расчет симметрию, то сразу ясно, что & = па. Учиты- 


т 4 
вая же результаты примера 4) п” 345, легко получить затем 1 = 3 4. 


5) В тех случаях, когда наперед ясно положение центра тяжести, тео- 
ремой Гульдина можно воспользоваться для определения площади 


Черт. 40. 


поверхности вращения. Пусть, например, требуется определить величину 
поверхности кольца (тора), т. е. тела, образованного вращением круга 
около оси, не пересекающей его (черт. 40). Так как очевидно, что центр 
тяжести окружности совпадает с ее центром, то (при обозначениях чертежа) 
имеем 

Р = 2г.2па = 4т?та. 


351. Нахождение статических моментов и центра тяжести плоской 
фигуры. Рассмотрим плоскую фигуру АА’В”В (черт. 41), ограниченную 
сверху кривой АВ, которая задана явным уравнением у = (х). Предполо- 
жим, что вдоль по этой фигуре равномерно распределены массы, так что 
поверхностная плотность их р (т. е. масса, приходящаяся на еди- 
ницу площади) постоянна. Без существенного умаления общности можно 
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тогда принять, что р==1, т. е., что масса любой части нашей фигуры 
измеряется е площадью. Это всегда и подразумевается, если говорят 
просто о статических моментах (или о центре тяжести) плоской фигуры. 

Желая определить статические моменты Му, Му этой фигуры относи- 
тельно осей координат, мы выделим, как обычно, какой-нибудь элемент нашей 
фигуры в виде бесконечно узкой вертикальной полоски (см. чертеж). При- 
няв эту полоску приближенно за прямоугольник, мы видим, что масса ее 
(выражаемая тем же числом, что и площадь) будет у 4х. Для определения 
соответствующих элементарных моментов 4М.у, 4Му предположим всю массу 


полоски сосредоточенной в ее центре тяжести (т. е. в центре прямоуголь- 
ника), что, как известно, не изменяет величины статических моментов. Полу- 


| 
ченная материальная точка отстоит от оси х на расстоянии -. у, отосиу — 
1 
на расстоянии (4х); последнее выражение можно заменить про- 


сто через х, ибо отброшенная величина 5 Чх, умноженная на массу у 4х, 


дала бы бесконечно малую высшего порядка. Итак, имеем 
1 
АМ»; = 5 у`ах, АМу = хуах. 


Просуммировав эти элементарные моменты, придем к результатам 
ь | 
1 в 
Ма = 5 ] у?зах, Му= ] ху ах, (7) 


а Ч 


причем под у разумеется, конечно, функция /(х), фигурирующая в уравне- 
нии кривой АВ. 


Как в случае кривой, по этим статическим моментам рассматриваемой 
фигуры относительно осей координат легко определить теперь и координаты &, 
1 центра тяжести фигуры. Если через Р обозначить площадь (а следова- 
тельно, и массу) фигуры, то по основному свойству центра тяжести 


ь о 
Рв= М,= | хуах, РА=Мь = | 54%, 


а а 
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откуда 


=-5 =-- | хуах = =ы5Б | У?Ах. 8 
ух, = р =ор | У (8) 

а а 
И в данном случае мы получаем важное геометрическое следствие из 
формулы для ординаты з\ч центра тяжести. В самом деле, из этой формулы 


имеем 
| 


21 == в [у фх. 


[7 


Правая часть этого равенства выражает объем У тела, полученного от 
вращения плоской фигуры АА’В’В около оси х [342 (16)], левая же часть 
выражает произведение площади этой фигуры Р на 2^1 — длину окружности, 
описанной центром тяжести фигуры. Отсюда вторая теорема Гульдина: 

Объем тела вращения плоской фигуры около не пересекающей ее оси 
равен произведению площади этой фигуры на длину окружности, опи- 
санной центром тяжести фигуры: 


У=Р. 2*1. 


Заметим, что формулы (7), (8) распространяются на случай фигуры, 
ограниченной кривыми и снизу и сверху (черт. 19). Например, для этого 
случая 

ь 


ь 
] 
М3 [03—54 му [хоз 4х; (Та) 
а 


а 
отсюда ясно уже, как преобразуются формулы (8). Если вспомнить фор- 
мулу (8) п” 338, то легко усмотреть, что теорема Гульдина справедлив 
также и для этого случая. | 
352. Примеры. 1) Найти статические моменты Му, Му и координаты 
центра тяжести фигуры, ограниченной параболой у2=2рх, осью хи 
ординатой, соответствующей абсциссе х. 


Так как у = У 2рх, то по формулам (7) 


и 3 ы 5 
МУЗ || хак РР : 
0 


С другой стороны, площадь [338, (7)] 


ин 


РУЗ | ак= "АР ха. 
0 


В таком случае по формулам (8) 
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Пользуясь значениями & и 1, легко найти — по теореме Гульдина — 
объем тела вращения рассматриваемой фигуры вокруг осей координат или 
вокруг конечной ординаты. Например, если остановиться на последнем слу- 


чае, так как расстояние центра тяжести от оси вращения есть тв. х, то иско- 


мый объем будет 


« х2 У 
2) Найти центр тяжести первого квадранта эллипса —. -|- Е =}, 


воспользовавшись результатами 339, 2) и 343, 2). 


По тео Гул и вы ы > 
сореме Гульдина 6 =5_, 1= 5. 


3) Если фигура имеет ось симметрии, то центр тяжести фигуры необ- 
ходимо лежит на этой оси. 

Докажем это для случая фигуры, ограниченной снизу и сверху кривыми 
у1 = Л1 (х) и уг = № (х). Если взять ось симметрии за ось у, то обе функ- 
ции у] и у2 окажутся четными; промежуток же изменения х в этом 
случае будет иметь вид [— а, а]. Тогда, по второй из формул (7а) [см. 314, 9)] 


а 
Му = [х03—) ах = 0, вместе с чем и ё=0. 
—_а 
4) Наити центр тяжести фигуры, ограниченной ветвью циклоиды 


х = а (Е — 910), у=а(1— с0$1) и осью х. 
Воспользовавшись 339, 9) и 343, 4), по теореме Гульдина легко уста- 


5 
НОВИТЬ: 4 = 4. По симметрии & = па. 


5) То же для фигуры, ограниченной двумя параболами у?=2рхи 
х2 = 2ру (см. черт. 24). 
Вспоминая пример 5), 339, по формуле (7а) находим 


2. 6 . 
1 о Е х? га 9 
в х(У2р=—55)4х= 4 —=-0Р 
0 ей. 
3 


6) Подобно первой теореме Гульдина [ср. 350, 5)] и вторая теорема 
также может быть использована в том случае, когда положение центра тяжести 
ясно, для определения объема соответствующего тела вращения. Например, 
для тора (черт. 40) получается объем И = 252/724. 

353. Механическая работа. Из элементарной механики читателю известно, 
что если сила, приложенная к движущейся точке М, сохраняет постоянную 
величину ГК и постоянный угол с направлением перемещения точки, то 
работа А этой силы на перемещении 5$ точки выразится произведением 
Г с0$ (Ё, 5) -5, где (КР, $) обозначает угол между направлениями силы и пере- 
мещения точки. Произведение Рз = Р со$ (Р, $), очевидно, представляет собой 
проекцию силы Р на перемещение $; вводя эту проекцию, можно выражение 
для работы представить в виде А = Р.5. Если направление силы совпадает 
с направлением перемещения точки, то А == 5; в случае же, когда оба 
направления прямо противоположны, А = — [5. 

Вообще говоря, однако, и величина силы Ри угол (К, $) ее с направле- 
нием перемещения могут не оставаться постоянными. При непрерывном 
изменении хоть одной из этих величин для выражения величины работы 
приходится прибегнуть снова к определенному интегралу. 
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Пусть путь $, проходимый точкой, будет независимой переменной: при 
этом предположим, что начальному положению А нашей точки М соответ- 
ствует значение $ == 5%, а конечному В — значение $ = $ (черт. 42). Каждому 
значению $ в промежутке (5, 5) отвечает определенное положение движу- 
щейся точки, а также определенные значения величин Ри со0$ (Р, 5), которые, 
таким образом, можно рассматривать как функции от $. Взяв точку М в каком- 
нибудь ее положении, определяемом значением $ пути, найдем теперь при- 
ближенное выражение для элемента работы, соответствующего приращению 4$ 
пути, от $ до 5-1 4$, при котором точка М перейдет в близкое положение М” 
(см. чертеж). В положении М на точку 
действует определенная сила Р под опре- 
деленным углом (Р, $); так как изменение 
этих величин при переходе точки из М 
в М’— при малом 45 —также мало, пре- 
небрежем этим изменением и, считая вели- 
чину силы ЕР и угол (К, $) приближенно 
постоянными, найдем для элемента работы 
на перемещении 45$ выражение 


ЧА = ЕР со$ (ЁР, $) . 4$, 
так что вся работа А представится инте- 
гралом 
5 
Я [Е соз (Р, 5) - 45. (9) 


55 


Из этого общего выражения для рабо- 


ты силы Е ясно, что при (Ё, $) = 5 
обращается в нуль; действительно, при 
этом с0$ (А, $) = 0, так что подинтегральная 
функция оказывается нулем. Таким образом, сила, перпендикулярная к на- 
правлению перемещения, механической работы не производит. 

Если действующую на точку силу Е разложить (по правилу параллело- 
грамма) на две составляющие — по касательной к пути, т. е. по направлению 
перемещения, и по нормали к нему, то, согласно сказанному, работу будет 
производить лишь касательная составляющая Ё.; = 2 со$ (Р, 5): 


работа 


Черт. 42. 


К 
д= |2, 45 (9а) 
8 


Положим теперь, что Р есть равнодлействующая всех приложенных к точке 
сил; тогда, по закону движения Ньютона, касательная составляющая Р, 
равна произведению массы т точки на ее ускорение а, и выражение для 
работы А можно написать в виде 


$ 


А = та 4$. 
80 
Вспомним теперь, что 
ау 4$ ау 4$ ау 
Па бе так что Е Е а” 
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в таком случае 


$ 8 а 

ао 1 1 1 ] о 

— ев — = у — — и вен ЕЕ ВАНН я 

А= || томе а «(3 тя) 5 ту 5 ТУ 5 И, 
55 8 


з 


и 


где через чу и У обозначены величины скорости, соответственно, в конеч- 
ной и начальной точках пути. 


] 
Как известно, 5 ту? есть живая сила или кинетическая 


энергия точки; таким образом, мы пришли к важному предложению: 
механическая работа А, произведенная силой, под действием которой 
происходило движение точки, равна приращению кинетической энергии 
точки. (Разумеется, работа А и при- 
ращение кинетической энергии могут 
одновременно оказаться и отрица- 
тельными). Этот принцип, который 
можно распространить и на системы 
материальных точек, и на сплошные 
тела, играет в механике и физике 
очень важную роль. Его называют 
«законом живой силы». 
Черт. 43. 354. Примеры. 1) Применим 
в виде примера формулу (9) к вычис- 
лению работы растяжения (или сжа- 
тия) пружины с укрепленным одним концом (черт. 43); с этим приходится 
иметь дело, например, при расчете буферов у железнодорожных вагонов. 
Известно, что растяжение $ пружины (если только пружина не перегру- 
жена) создает натяжение р, по величине пропорциональное растяжению, так 
что р==с$, где с-—-некоторая постоянная, зависящая от упругих свойств 
пружины («жесткость» пружины). Сила, растягивающая пружину, должна 
преодолевать это натяжение. Если учитывать только ту часть 
действующей силы, которая па это затрачивается, то ее 
работа при возрастании растяжения от 0 до $ выразится так: 


Обозначив через Р наибольшую величину натяжения (или преодолеваю- 
щей ее силы), соответствующую растяжению $ пружины (и равную с5), мы 
можем представить выражение для работы в виде 


1 


Если бы к свободному концу пружины сразу была приложена сила Р 
(например, подвешен груз), то на перемещении $5 ею была бы произведена 
вдвое большая работа Р5. Как видим, лишь половина ее затрачивается на 
растяжение пружины; другая половина пойдет на сообщение пружине с гру- 
зом кинетической энергии. 

2) Пусть некоторое количество газа (пара) содержится в цилиндре (черт. 44) 
по одну сторону поршня, и предположим, что газ этот расширился и пере- 
двинул поршень направо. Поставим себе задачей определить работу, произ- 
веденную при этом газом. Если начальное и конечное расстояния поршня 
от левого дна цилиндра обозначить через $1 и $5, давление (на единицу пло- 
щади поршня) — через р, а площадь поршня — через ©, то вся сила, дей- 
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ствующая на поршень, будет рО, и работа, как мы знаем, выразится инте- 
гралом 


82 
А=0 [р4з 
8, 


Обозначая через У объем рассматриваемой массы газа, очевидно, будем 
иметь У = (05. Нетрудно теперь перейти от переменной $ к новой перемен- 
ной У; мы получим 


1 
К 
Е = 


А= Грау, (10) 


гле У!1 и У. означают начальное 

и конечное значения объема У. 
Если бы нам известно было 

давление р как функция от Черт. 44. 

объема У, то этим определилась 

бы работа А. Предположим сначала, что при расширении газа температура 

его остается постоянной, так что необходимая для его расширения энергия 

в виде тепла притекает извне; в этом случае процесс называют изотерми- 

ческим. Считая газ «идеальным», по закону Бойля -Мариотта будем 


[+ 
иметь: рУ = с = соп${, так что р=—., и для работы получаем значение 
р 


у 
у, 
С у. | 
А = [| зау=ет ИУ Е =сшШ-—. 
| | У! 
1 
Если обозначить через р| и ро давления в начале и в конце процесса, 
у. 
то р1И1 = рэИ. и =. =. Поэтому работу расширения, связанного с пере- 
1 о 
ходом от давления р: к давлению р. < р1, можно представить и в виде 
А=сш". 
р 


Наконец, вместо с в эти формулы можно подставить произведение р1 1. 

Часто бывает, однако, естественнее предположить, что во время расши- 
рения не происходит теплового обмена между газом и окружающей средой, 
и на производство работы затрачивается энергия самого газа, температура 
которого при этом понижается; такой процесс называется адиабатиче- 
ским. В этом случае зависимость между давлением р и объемом У рас- 
сматриваемой массы газа имеет вид 


ру" = с = соп${ 


[эта зависимость будет выведена ниже, 361, 3)], где Ё есть характерная для 
каждого газа (пара) постоянная, всегда ббльшая единицы. Отсюда р = сУ- и 


У, 
т йа = (И-® фур) = 
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Этот результат можно представить в более удобной форме, если вспо- 
мНИТЬ, ЧТО су" = р, И" = р», подставляя, придем к следующему выра- 
жению для работы: 


Мы лишь для простоты рассуждения и наглядности предположили рас- 
ширяющийся газ заключенным в цилиндр. Основная формула (10), равно как 
и полученные из нее частные формулы, сохраняют силу независимо от формы, 
которую имеет в каждый данный момент рассматриваемая масса газа. Разу- 
меется, те же формулы выражают и работу сжатия газа от объема Уф 
до объема У! < У. (сопровождаемого повышением давления от ро до р! >> ро), 
т. е. работу внешней силы, заставляющей газ сжиматься; работа самого газа 
в этом случае отрицательна! 

355. Работа силы трения в плоской пяте. Пятой вообще называют 
опорную часть вертикального вращающегося вала; неподвижная опора, в кото- 
рой вращается пята, называется подпятнником. В настоящем п? мы рас- 
смотрим вопрос о мощности, затрачиваемой на преодоление трения в пятах, 
ограничиваясь простейшим случаем — плоской пяты. 

Плоская пята представляет собой цилиндрическое тело, которое на под- 
пятник опирается своим плоским основанием (черт. 45). Это основание имеет, 
вообще, форму кругового кольца, с внешним радиусом А и внутренним 
радиусом гу; в частном случае, при Го = 0, мы получаем сплошное круговое 
основанис. 

Обозначим через Р полное давление, передаваемое пятой, через « (1/сек.) — 
угловую скорость вращения вала, через |» — коэффициент трения, наконец, 
через р — давление на единицу площади пяты в рассматриваемой ее точке. 
Не касаясь пока вопроса о распределении давления, отметим лишь 
одно очевидное обстоятельство: точки пяты, равноудаленные от ее центра О, 
находятся в одинаковых условиях, и в них давление должно быть одинаково. 
Таким образом, р вообще можно считать функцией от радиуса-вектора г. 
Ниже будут указаны допущения, которые обычно делаются относительно 
этой функции; но одному условию она должна удовлетворять во всяком слу- 
чае, именно полное давление на пяту должно уравновешиваться давле- 
нием Р со стороны вала. 

Для того чтобы вычислить это полное давление, прибегнем снова к методу 
суммирования бесконечно малых элементов по схеме п? 348, причем за неза- 
висимую переменную примем радиус г, изменяющийся от гу до Ю. Разбивая 
этот промежуток на части, мы в то же время можем разложить все кольцо 
на элементарные концентрические кольца, так что все давление Р сложится 
из элементарных давлений, соответствующих отдельным кольцам. Рассмотрим 
теперь кольцо, ограниченное окружностями радиусов Г и г-Н Г (на черт. 45, б 
оно заштриховано). Площадь этого кольца есть к (г - 4/)? — кг? = 2кл 4г 
— г (4г)?; отбрасывая бесконечно малую второго порядка т (4/)?, можно 
принять эту площадь приближенно равной 2кг 4г. Если р есть давление (на 
единицу площади) в точке, отстоящей от центра на расстояние г, то рас- 
сматриваемому кольцу отвечает элементарное давление 


АР = р.2тг аг, 
так что, суммируя, получаем равенство 
В 
Р=2х | ргаг. (11) 
7. 


Оно, повторяем, и выражает тот факт, что суммарное давление, распреде- 
ленгое по пяте, равно давлению со стороны вала. 
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Определим теперь момент М силы трения во вращающейся пяте отно- 
сительно оси вращения. Рассмотрим снова элементарное кольцо, о котором 
шла речь выше; развивающаяся в нем сила трения, противодействующая 
вращению, будет 

и аР = 2щррг аг, 


так что соответствующий ей элементарный момент 4М выразится произве- 
дением из этой силы на плечо г (06- 
щее для всех точек кольца) 


АМ = 2®ирг? аг. 
Отсюда полный момент трения будет 
В 


М = 2пи [ри Аг. (12) 
Го 


Как известно из механики, рабо- 
та А, производимая таким постоян- 
ным вращательным моментом М 
в одну секунду, получается умноже- 
нием момента М на угловую ско- 
рость ® (1/сек.) вращения 


А = Мь. 


Для того чтобы довести до конца 
вычисление работы А, теперь нужно 
сделать те или иные допущения от- р) 
носительно закона распределения р и 
на поверхности пяты. 

Самым простым является пред- 
положение, что давление распреде- 
ляется равномерно, т. е. что р = 
— с = сопз. Величина этой постоян- 
ной определяется из условия (11). 
Впрочем, в этом случае непосред- Черт. 45. 
ственно ясно, что если давление Р 


равномерно распределяется по площади кольца п (А* — 5), то на единицу 


площади придется давление р = с = ыы } 
Подставляя это значение вместо р в (12), найдем далее 
: 3 3 
Р . о ° — г 
М = п . г? 4г = —- ИР — 
у Юю а 3 И 2 
( о) р Го 
У 


«> 2 
В частности, для сплошной пяты будем иметь: М = 3 „РЮ. 


Однако эти результаты прилагают лишь к новым, не обтершимся еще 
пятам. Дело в том, что при вращении вала точки пяты, дальше отстоящие 
от центра О, движутся с большей скоростью, в них работа трения больше и, 
соответственно, больше и изнашивание как пяты, так и подпятника; благо- 
даря этому часть давления перелагается на более близкие к центру части 
пяты. Для старых приработавшихся пят обычно допускается, что давление 
на них распределяется так, что работа трения (на единицу площади), а с нею 
и изнашивание, всюду сохраняют постоянную величину. Разделив элементарную 
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работу ЧА =®@аМ на площадь 2пг4г элементарного кольца, запишем 
наше допущение в виде 


фрирг = соп$ откуда и Лрг==с = сопзё 


итак, мы предполагаем, что р изменяется обратно пропорционально расстоя- 


нию Г от центра. Подставляя с вместо рг в условие (11), найдем величину 
этой постоянной 


В 
Р = 2жс ] 4г = 2*с (Ю —го), откуда с = 


то 


Е 
2 (А — 70) ь 


Наконец, заменив ив (12) рг полученным выражением, придем к такому 
результату: 


В 
ьы ] ат = ыР(К 
о 0) 
о 


32 1 
Для сплошной же пяты М = р ьРКЮ. 


Легко видеть, что потеря мощности на трение в случае приработавшихся 
пят меньше, чем в случае новых пят. 

356. Задачи на суммирование бесконечно малых элементов. Приве- 
дем еще ряд задач, решаемых методом суммирования бесконечно малых 
элементов. 

1) Найти формулу для выражения статического момента М тела (У) 
относительно данной плоскости, если известны площади поперечных сечений 
тела параллельно этой плоскости (в функции расстояния х от нее). Плот- 
ность предполагается равной единице. 

При обозначениях п° 342, масса (объем) элементарного слоя тела на рас- 
стоянии х от плоскости есть Р (х) 4х, его статический момент 4М = хР (х) ах, 


так что, суммируя, получим 
ь 


м= | Р (х) ах. 
а 


Расстояние & центра тяжести тела от данной плоскости выразится так; 


| 
| хР(х)ах 
М [2 
аж 
| Р(х)ах 
4 
В частности, для тела вращения 
( 
Г ху? ах 
( 
6 — ГА ® 
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Если применить этот результат (а) к круговому конусу и (6) к полу- 
сфере, то найдем, что расстояние центра тяжести от основания составит 


(а) = высоты, (6) _ Радиуса. 


2) Найти формулу для выражения статистического момента М по- 
верхности вращения относительно плоскости, перпендикулярной к оси 
вращения. «Поверхностная плотность» предполагается равной единице. 

Примем ось вращения за ось х, а за начало координат возьмем точку 
пересечения ее с упомянутой плоскостью. При обозначениях п° 344 масса 
{площадь) элементарного кольцевого слоя на расстоянии $ от начала дуги 
есть 2пу 45, его статический момент АМ = 2пху 4$ и, окончательно, 

5 5 


М=2* | хуаз = 2* | Ф(9 № (5) 45. 
0 0 


В частности, если вращающаяся кривая задана явным уравнением у = 
= (<) (4а=х=), 
|, 


ИЕ ь 
М = 2= [ху И 1+,” * ах Гх-УУГЕ СОР ах. 
[@ а 
Расстояние & центра тяжести поверхности от данной плоскости будет 
ы [и] 
[ ху 45 ГИ 4х 
Е _ Мо _2-@ 
р о 
2 
Гу4 УИ + 4х 
0 а Е 


Применить последнюю формулу к поверхности (а) кругового конуса, 
(6) полусферы. 


1 
Ответ. Расстояние центра тяжести от основания равно (а) Е высоты, 


(6) _ радиуса. 


3) Определить статические моменты Му» М.» Мху относительно ко- 
ординатных плоскостей для цилиндрической поверхности [346, 
черт. 35] и положение ее центра тяжести. Применить полученные формулы 
к боковой поверхности цилиндрического отрезка [343,8)]. 

Ответ. Общие формулы 

5 | 5 8 
Муг= [ хг ($, Мг = | уг 4$, Мьу= 5 | 2245, 
0 0 0 


__ Муз __ Ма с Мая 
Е = р , т = р’ тер 


у." 
где Р— площадь поверхности. В предложенном примере: $ =0, 1= 4 4, 


к 
— — й. 
а 3 | 
4) Моментом инерции (или квадратичным моментом) 
материальной точки массы т относительно некоторой оси (или плоскости) 


называется произведение массы т на квадрат расстояния 4 от точки до 


16 Г. М. Фихтенгольц, т, Ц 
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оси (до плоскости). Исходя из этого, предполагается найти’ выражение 
для момента инерции /, относительно оси у плоской фигуры А!В:В. А» 


(черт. 46), в предположении, что «поверхностная плотность» распределения 
масс есть единица. 


Имеем 
41, = хо — у) ах, 


у = [= (у2 — у1) ах. 
а 


Например, для случаев, изображенных на черт. 47, получим: 


й 
ет 
из 
(а) уз — у1 =, = хз ах = 6? | 5 : 
"в 
> 
Из 
в частности, при с =0 будет Л, = 5; 
(6) уз— = У 2 (6, 
с! 
ЕЩЕ х/4 
„=? | РУЯ-а ах 9 
е-г 
пг* 


в частности, при с =0 будет /, = м * 


5) Определить момент инерции тела (У), рассмотренного в задаче 1), 
относительно упомянутой там плоскости. Применить полученную фор- 

мулу к вычислению момента инерции (а) 
у кругового конуса, (6) полусферы — 

относительно плоскости основания. 


ь 
Ответ. [== И х?Р (х) ах; в частно- 
а, 
[= = ЮЗ 
сти, (а) 1 = 5 : 


ее 5 
(6) = ТЕ К?. 
6) Давление жидкости на какую- 
7” нибудь площадку, расположенную на 
глубине А(м) под ее поверхностью, 
равно весу цилиндрического столба 
жидкости высоты й, имеющего эту 
площадку своим основанием. Таким 
образом, давление (в к/Г/м?) на глуби- 
Черт. 46. не Л (м), приходящееся на единицу 
площади, равно ИЙ1, если 1 означает 
удельный вес жидкости (кГ/м3). 
Предположим, что в жидкость вертикально погружена плоская фигура 
А.В. В.А. (черт. 46) в 


* Мы берем ось у лежащей на свободной поверхности жидкости. 
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Найти полное гидростатическое давление У на эту фигуру и его мо- 
мент М (относительно свободной поверхности жидкости). 
Элементарная площадка 4Р = (у. — у!) 4х испытывает давление 


а = 1х (у. — ур ах, 
момент которого относительно оси у равен 


АМ = 1х? (уз — у1) ах. 
Отсюда 


м =т [055 — уд 4х, 


{@ 
Ь 


М = т [05—55 ах. 
а 
Первый интеграл, очевидно, представляет собой статический момент 


М, фигуры относительно оси у; второй же дает момент инерции 1 
фигуры относительно той же оси. 


Черт. 47. 


Если 5 есть расстояние центра тяжести С фигуры от свободной поверх- 
ности, а Р— ее площадь, то можно написать, что \/ = 1Р$, Центр давле- 
ния, т. е. точка приложения равнодействующей всего давления, от свобод- 
нои поверхности отстоит на расстоянии 


МР 
иг. 


Приложим эти формулы к случаям, изображенным на черт. 47. 
В случае а): 6=с, Р=фл и У = 6йс. Далее, так как в 4) мы уже 


Из 
вычислили Л, = 6с?й ео ‚ то можем сразу написать 


в р? 
Ре тс. 


й 
В частности, если с = 5 (т. е. верхняя сторона прямоугольника лежи: на 
уровне жидкости), имеем 
1 Не. 
и = 5 а — я С 


16* 
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2 
В случае 6); & =с, Р = пи? и М = 1сл!?. Здесь /у == пг?с? -- -— [см. 4)]. 
Поэтому 
ве 
т. 


7) Если в стенке резервуара, наполненного водой, на глубине й (м) под 
псверхностью воды имеется горизонтальная щель, то через нее вода будет 


м 
вытекать со скоростью ( | 
сек , 


о=У25й *. 


Предположим теперь, что в стенке ре- 
зервуара имеется прямоугольное отверстие 
(черт. 48). Требуется определить расход 
воды, т. е. объем воды О (м3), вытекаю- 
щий в | сек. 

Элементарной полоске ширины 4х на 


Черт. 48. глубине х отвечает скорость и= У 2х; 
так как ее площадь есть р Ах, то расход 


воды через эту полоску выразится так: 49 = 20х.вах. Суммируя, 
найдем 


3 Е 
2 2 


— №0 


й 1 
НИЕ т 2 ЕЕ 
О УЗЕЬ | хах= УЕ ) 
й. 


Фактический расход несколько менее вычисленного, ввиду наличия 
трения в жидкости и сжатия струи. Влияние этих факторов обыкновенно 
учитывают с помощью некоторого эмпирического 
коэффициента и < |1 и пишут формулу в виде 


/. 6 
Ор 5 =) УР 
зву 2861" —№*]" рой 
- 
При № = 0 отсюда получается формула для рас- 
хода воды через прямоугольный водослив ( 
я 0 
о а ие 
Ч=ув У 225" *. Черт. 49. 


8) Изучая магнитное поле тока, Био и Савар пришли к заключению, 
что сила, с которой ток действует на «магнитный заряд», может быть рас- 
сматриваема как равнодействующая сил, как бы исходящих от отдельных 
бесконечно малых «элементов тока». По установленному ими закону, эле- 
мент тока 45$ (черт. 49) действует на магнитный заряд т, помещенный 


* Эта формула, доказываемая в гидродинамике, известна под названием 
формулы Торичелли. Отметим, что она имеет такой же вид, как и фор- 
мула для скорости, приобретаемой тяжелой материальной точкой при паде- 
нии с высоты Й. 
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в точке 0, с силой р р 
тэшоа5 
И 
Г2 
где /— сила тока, г — расстояние ОМ, а $ — угол (4$, г). 
Сила эта направлена по перпендикуляру к плоскости, проходящей 
через О и 4$, и притом — в случае, изображениом на чертеже, — в сто- 


рону от читателя. РЕ 

При желании установить деи- Ч 
ствие конечного отрезка тока на ь 
магнитный полюс, приходится сум- ‚ х 
мировать эти элементарные силы. И 

Для примера определим силу, А. №5 
с которой действует наединицу «маг- а ее 
нитного заряда» прямолинейный от- 5 | й <. > 
резок тока ВС (черт. 50), при ука- о 
занных на чертеже обозначениях. 5 р к ` 

Ь а | я оч. 
Так как зте = зп ОМА = —, И я З* 
ый р а 97 
то АР можно представить в виде ея Вы 2% т 
ЕЕ ЕЕЗИНЬ ВИ ИЕН 
ЧЕ а[ 45 4145 @ 
ОИ о инт . - 
® (а? -- $2) № Черт. 50. 


Элементарные силы здесь можно непосредственно складывать, ибо они все 
имеют одно и то же направление. Поэтому 


^а 


- НИ 
5, 


$1 


$ 4. Простейшие дифференциальные уравнения 


357. Основные понятия. Уравнения первого порядка. В главе УП] 
мы рассматривали задачу об определении функции у==у(х) по заданной 
ее производной 

у’ =Л(х) (1) 


[или — что то же — по ее дифференциалу Ау == Х(х) ах] и учились произ- 
водить операцию интегрирования или квадратуру, с помощью 
которой она решается, 


у= [лдах+ С". (2) 


В этом общем решении фигурирует постоянная С. Как мы видели 
на примерах [263, 264], если даны начальные условия 


у= У при х=жь, (3) 


* Формула имеет место в таком виде лишь при надлежащем выборе 
единиц (например, если силу выражать в динах, расстояние — в см, магнит- 
ный заряд и силу тока — в электромагнитных единицах). 


** В этом параграфе под символом Гус 4х мы будем разуметь хотя 


и произвольную, но определенную первообразную функцию, так что 
постоянную интегрирования мы в этот символ не включаем и будем писать 
ее отдельно. 
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то этим определяется конкретное значение постоянной С == Су. Подставив 
егов (2), мы придем к частному решению нашей задачи, т. е. 
к конкретной функции у =у (-х), которая не только имеет наперед заданную 
производную, но и удовлетворяет начальным условиям (3). 


Часто, однако, приходится определять функцию у = у (х) из более слож- 
ных соотношений вида 


у, 


связывающих значения независимой переменной х с значениями как самой 
искомой функции у, так и ее производных у’, у”,... Такого рода соотно- 
шения вообще называются дифференциальными уравнениями. 
Остановимся на уравнении первого порядка, содержащем лишь 

первую производную у’, 
Р(х, у, у’) =0. (4) 


Решением его является любая функция у =у (х), которая удовлетворяет 
ему тождественно относительно х. Как можно показать (при известных 
предположениях относительно функции Р), общее решение его, подобно 
упомянутому вначале простейшему случаю [см. (2)], и здесь также содержит 
произвольную постоянную С, т. е. имеет вид 


у=Ф(х, С). (5) 
Иногда, впрочем, это решение получается в неявной форме 
Ф (х, у, С) =0 или ф (х, у) = С. (6) 


Разыскание общего решения дифференциального уравнения, в той или 
иной форме, называется интегрированием уравнения. 

Для примера рассмотрим такую задачу: найти кривые, для кото- 
рых поднормаль постоянна. Если представить себе такую кри- 
вую выраженной явным уравнением у == (х), то вопрос сведется к разы- 
сканию таких функций, которые удовлетворяют условию уу” = р, где р == сопз{ 
[230 (3)]. Перепишем его в виде (у?)”’ == 2р; теперь ясно, что общим реше- 
нием его будет 


у? = Зрх + С или у=- У 2рх + С. (7) 


Таким образом, поставленному требованию удовлетворяет целое семейсзво 
парабол, получающихся одна из другой смещением параллельно оси х. 

Здесь ответ на задачу дает именно общее решение, поскольку требо- 
валось разыскать все кривые, обладающие упомянутым свойством. Если бы 
в задаче было дополнительно указано, что кривая должна проходить через 
заданную точку (хо, У0), то, подставив эти значения х и у в полученное 
уравнение (7), мы сможем определить значение С: 


Со = уз — Эржь. 


Полагая в (7) С = Су, мы придем к частному решению у? = 2рх - Сь, 
выражающему уже конкретную кривую. 

Нужно сказать, что чаще всего бывает именно так, что задача, при- 
ведшая к дифференциальному уравнению, требует конкретного частного 
решения. Обычно последнее определяется начальными условиями 
типа (3), выдвигаемыми самой задачей. По этим условиям, как и только что, 
прежде всего может быть установлено конкретное значение С = Су; оно 
определится из уравнения, которое получится, если в общем решении (5) 
[или (6)] положить х= хо, у = уо. Если теперь в это общее решение под- 
ставить найденное решение Су вместо С, то и придем к тому частному 
решению, которое удовлетворяет задаче. 
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358. Уравнения первой степени относительно производной. Отде- 
ление переменных. Предположим теперь, что в уравнение (4) производ- 
ная у’ входит в первой степени, т. е., что уравнение имеет вид 


Р (х, У) -- О (х, у) у’ =0, Я 
где Р, © суть функции от х и у. Полагая здесь у’ = можно предста- 


вить уравнение в форме 
Р(х, у) ах ЕО (х, у) ау =0, (8) 


которая часто более удобна. 

Мы остановимся здесь подробнее лишь на тех простейших частных 
случаях уравнения (8), когда интегрирование его непос редственно 
сводится к квадратурам; рассмотрение этих случаев, таким образом, служит 
естественным дополнением главы \1]. 

Если в уравнении (8) коэффициент Р на деле зависит только от х, а 
коэффициент () — только от у, т. е. если уравнепие имеет вид 


Р (х) 4х - Ч (у) 4у =0, (9) 


10 говорят, что переменные отделены. В этом случае интегриро- 
вание производится очень просто. 
Пусть функции Р(х) и О(у) непрерывны (в соответствующих проме- 


жутках). Тогда Р(х) 4х будет дифференциалом функции Р (х) = [Р (х) ах, 


а © (у) 4у — дифференциалом функции © (у) = [о (у)4у, даже если под у 


разуметь функцию у(х), удовлетворяющую уравнению (9) *. В таком случае 
левая часть уравнения (9) представит собой дифференциал от суммы 
Р(х)- @ (у). Так как этот дифференциал, в силу уравнения (9), равен 0, 
то сама функция сводится к постоянной 


Р(х)-- 9 (у) = С. (16). 


Легко видеть, что и обратно, если функция у=у(х) удовлетворяет (при 
любом х) этому уравнению, то удовлетворяется и уравнение (9). Равенство (10) 
дает общее решение уравнения (9). 

При решении уравнения (9) иногда предпочитают члены с 4х и ау 
помещать в разных частях уравнения 


С (у) 4у = — Р(х) ах. (11) 


Интегрируя каждую часть порознь и не забывая о произвольной постоян- 
ной, которую достаточио присоединить к одному из интегралов, придем 
к результату 


[ 9094 =— | Родах- С, 


тождественному с получениым выше. 

Предположим, что требуется удовлетворить начальным условиям 
(3). Вместо того чтобы сначала находить общее решение, а затем подбирать 
постоянную С, исходя из этих условий, можно поступить проще: «просум- 
мировать» элементарные величины (11), справа между ху и х, а слева — 
между соответствующими им значениями уз и у. Мы получим равенство 


Гео = [ еда» 


/о 


* Ввиду инвариантности формы дифференциала [106]. 
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которое и дает требуемое частное решение; самый вид его подчеркивает, 
что оно заведомо выполняется при х = ху и у==у,. Читатель легко уяснит 
себе, что этот прием лишь формой отличается от прежнего. 

Пример 1): Пусть дано уравнение 


ау 
5шхах -- ——- = 0. 
Уу 
Интегрируем 


] мпяая + С или — с05 х 2 Уу = С, 


откуда 
(со х-- С)? 
т и 


Таково общее решение предложенного уравнения. Если даны началь- 
ные условия, например 


у= 1! при х =0, 
то, подставляя эти значения, сразу находим С =, что приводит к частному 


решению 
(1-Е со$ х)? 
Е ба 


Как упоминалось, можно в этом случае и избежать необходимости 
предварительно составлять общее решение, написав сразу 


| Я 


| = ] эпхах т. е. 2(Уу — 1) = со х-—1, 
1 у 0 
откуда 
= Т- с0о$ х __ (1-Е созх \2 
и и 
Часто случается, что хотя уравнение (8) и не имеет вида (9), но может 
быть преобразовано к этому виду, после чего интегрируется, как указано 
выще. Такое преобразование и носит название отделения перемен- 
ных. Переменные легко отделяются в том случае, когда коэффициенты 
Р и О представляют собой произведения множителей, зависящих каждый 
только от одной переменной, т. е. когда 


Р(х, у) = Р\(х) Рь (у) и 9 (х, у) = Ц1(х) 9» (У). 
Действительно, достаточно разделить обе части уравнения 
Ру (х) Р (у) ах -- (1 (х) 9» (у) 4у =9 (12) 
на Ро (у) 0: (х), чтобы этим уже отделить переменные: 


ЕВ ыы 


Пример 2): у п -5- 4х — с0$ 5- 4у=0 


Уравнение имеет вид (12); отделяем переменные 
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и интегрируем 
ту = — 211 с05 с 
Потенцируя, определяем отсюда у 
ес 2ес 


у = ——— = _—_—, 
х 1 0$ х 
05? —- ра 


Полагая еще С = 26°, приведем общее решение к виду 


р С 
У 1 -созх. 


359. Задачи. Рассмотрим ряд задач из различных областей знания, 
непосредственно приводящих к дифференциальным уравнениям с отделяю- 
щимися переменными. 

1) Найти кривые, у которых отрезок п нормали (до пересечения с осью х) 
сохраняет постоянную величину г. 

Вспоминая выражение для п [230, (4)], записываем условие, которому 
должна удовлетворять искомая функция у от х, в виде дифференциального 


уравнения а Е 
|УИТ- У’ |= или У(1-Ну’) = 2. 
Отсюда 
пы! С или р ИН 
ах у У— у? 
Интегрируем: 


У й-у=-(х- С) или (х- Су =м 


Как и следовало ожидать, мы получили семейство окружностей радиуса г 
с центром на оси х. 

2) Найти кривые, у которых отрезок Ё касательной до пересечения 
с осью х сохраняет постоянную величину а. 

В силу 230 (4), дифференциальное уравнение задачи имеет вид 


уу? |=. 
Полагая у’ ==: его легко преобразовать так: 
ах \? 
(#)-- 
у. де" 
ИЛИ 
Га? — уз 
И, = У цу. 
Интегрируем: 
а2— у ВЕСИНИНЕ 
са [ви У" уму |, 


мы получили семейство трактрис [ср. 331, 11)]. 

3) Закон охлаждения. Пусть охлаждающееся тело температуры 06° С 
окружено средой с температурой 0° С. Ньютон установил закон, по которому 
скорость охлаждения пропорциональна самой температуре 0, т. е. 


49 


ар = 
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где к — положительная постоянная. Определить закон, по которому убывает 
температура тела, начиная с момента ё = 0. 
Имеем 
40 


б —= — А (4, 


откуда, интегрируя, найдем 
то = — ЕЁ ШС*. 
Очевилно, 
9 — Се. 


Полагая здесь #=0, видим, что С есть не что иное, как начальная 
температура 4%. Подставляя, придем к окончательной формуле 


9 — бе, 
которая определяет температуру тела в любой момент, если только она 
была известна в начальной момент (6). 

Коэффициент А зависит от свойств тела и среды; он определяется опыт- 
ным путем. 

4) Экстратоки размыкания и замыкания. Если в элек- 
трической цепи действует постоянное напряжение У, то, обозначая через Ю 
сопротивление цепи и через /— силу тока, по закону Ома будем иметь 
У = Ю/. Когда же напряжение У меняется (а также в момент размыкания 
или замыкания тока постоянного напряжения), во многих случаях имеет 
место явление самоиндукции, которое состоит в появлении дополнительной 
электродвижущей силы, пропорциональной скорости изменения силы 


тока р, но имеющей обратный знак. Таким образом, величину этой элек- 
тродвижущей силы самоиндукции можно представить так: 
141 
АЕ’ 


где Г, — «коэффициент самоиндукции» (2 `>0). 

Если налицо самоиндукция, то при размыкании тока его сила не сразу 
падает до нуля, а при замыкании — не сразу достигает своей нормальной 
величины. Исследуем эти явления аналитически. 

Закон Ома теперь принимает следующую форму: 

а аГ КЮ у 
У—Р-—-= АГ или РГ =—. 13 
[1 Иа и [. Г. ие 

(а) Пусть постоянный ток силы / в момент [=0О размыкается. Так 

‘как тогда У =0, то имеем 


Е ЕТ [=0 или т 
и (аналогично 3)) 
ге 
Г=е @ 


Этот ток, проходящий в цепи под действием одной лишь электродви- 
жущей СИЛЫ самоиндукции, называется экст рат оком размыкания. 
С возрастанием Ё его сила быстро стремится к 0, и через короткое время 
он становится неощутимым. 


* Предвидя потенцирование, мы сразу берем постоянную для удобства 
в виде |пС. 
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(6) Если цепь в момент ё=0 замыкается и в ней начинает дей- 
ствовать постоянное напряжение У, то из уравнения (13), снова отделяя 
переменные, получим 


—^А^а1 Ю К 
р: 0 ш(У— АД = — ЕС, 


В 


ти 


У—А!=Се №. 


Постоянную С определим изначальных условий /=0 при Ё = 0; 
очевидно, С = У, так что окончательно 


у 
Мы видим, что наряду с током ит отвечающим закону Ома, однс- 


временно протекает в обратном направлении ток 


В 
т 
— е 5 


Ю 


Это и есть экстраток замыкания; его сила также быстро убы- 
вает с возрастанием (. 

5) Уравнение химической реакции. Рассмотрим химический 
процесс, состоящий в превращении взаимодействующих веществ А, В, ... 
в вещества М, М,... Для оценки количества вещества, участвующего 
в реакции, его выражают в грамм-молекулах или молях. Молем какого- 
нибудь вещества называется такое его весовое количество, которое выра- 
жается в граммах числом, равным его молекулярному весу. В моле любого 
вещества всегда содержится одно и то же количество молекул, независимо 
от вещества. 

Если предположить, что во взаимодействие вступают на каждую молекулу 
одного вещества по одной молекуле другого, то на каждый моль одного 
придется один моль другого. По истечении времени Е от начала реакции, 
от каждого из взаимодействующих веществ вступит в реакцию одно и то же 
количество х молей. Скорость возрастания х относительно вре- 


ах 6 
мени, т. е. производная 1, называется скоростью химической 


еакции. 
ы Пусть в процессе участвуют два вещества А и В, первоначальные 
количества которых (в молях) обозначим через аи ® (при этом пусть, 
скажем, 6 `> а). Через промежуток времени Е будем иметь количество а — х 
вещества А и количество $ — х вещества В. Естественно допустить, что 
скорость химической реакции в момент Ё пропорциональна произведе- 
нию реагирующих масс, т. е. произведению количеств реагентов, не под- 


вергшихся еще превращению. Это приводит к такому дифференциальному 
уравиению 


ах ах 
ми = @—х) @—х) ИЛИ и 
Интегрируя, получим 
1 а—х 
ва т 
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] а 
Так как при Ё=0 мы должны иметь и х=0, то Е И, . Под- 
ставляя это значение С: 
а—х)ё 
п Е. —=— А (р — а)Ё 
легко находим затем 
] —е-й (6 —а) $ 
% =а6 


р др-® 6-9). 


При возрастании Ё показательное выражение стремится к 0; через 
конечный промежуток времени оно становится настолько малым, что х прак- 
тически уже не отличить от а, и ре- 
акция заканчивается. 

6) Математический маят- 
ник. Пусть материальная точка мас- 
сы т подвешена на нерастяжимой 
нити или стержне длины / (весом 
которых пренебрегаем) так, что мо- 
жет двигаться по дуге окружности 
(черт. 91). Эта система называется 
математическим маятником. Вы- 
ведя маятник из положения равнове- 


сия ОА в положение ОВ (&«<=). 


предоставим маятник самому себе, не 
сообщая ему начальной скорости. 

Маятник перейдет в симметрич- 

ное положение ОВ’, потом вернется 

в положение ОВ ит. д. Задача со- 

_ стоит в установлении характера ко- 

Черт. 51. лебаний маятника, т. е. в выяснении 

зависимости между углом 0 = \ АОМ 

и временем Г. Для определенности рассмотрим движение точки М по 


— — 
дуге АВ, отсчитывая пройденный путь $ = АМ = {9 от точки А, а время 
{ — от момента прохождения маятника через положение равновесия. 
Разлагая силу тяжести Р = то, действующую на точку, как указано на 
чертеже, видим, что ее касательная составляющая Л, = — то Ж 
Ж п 0*, в то время как нормальная составляющая уничтожается сопроти- 
влением нити или стержня. Если через о обозначить скорость точки М, то 


ее кинетическая энергия в рассматриваемом положении будет 5 ти? и све- 


дется к 0 при переходе М в В. С другой стороны, работа А, произведенная 
силой РЁ; на пути МВ выразится так [352 (9а)]: 


5 
А=— | тв эп 04 
5 
_ в у 
{здесь 5 = АВ) или, если перейти к переменной 0, 


& 


А= — та [зп 046 = — тд (6080 — ©08а). 
9 


* Сила направлена против движения! 
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Тогда, по закону живой силы [352], имеем: 


1 НИ УВЕ ИЕ РЕНО ЕН ННВИНЕЕ АВЕ АМИЕ- 
-5. ту? = тв[ (с0$ 0 — со$а), 9 = У У 2 (с0$ 0 — соз а). 


4$ 49 
Так как 9 = Е —=1— ЯР» ТО для определения зависимости между ди Е полу- 


чаем дифференциальное уравнение 


-У Рут ва) 


ИЛИ 


—— 


и-У т.м 


ини 
& У 2 (030 — соза) 
где переменные уже отделены. 
Интегрируя слева от 0 до Ё, а справа от 0 до 0, приходим к искомой 


зависимости: ь 
[= У - з Е (14) 
ва У 2 (030 — соза) ° 


Однако, квадратура на этот раз в конечном виде‘не берется: как сейчас 


увидим, интеграл справа непосредственно приводится к эллиптическому 
интегралу 1-го рода. 


Переписав (14) в виде 
(ТУ фо 
а — — 5112 — > 


|2 
и положив $ о к (< ЕС 1), введем новую переменную интегрирования $ 
по формулам 


0 1 0 
. Зы я . к ее ‚С я = 
511 Е. Шо, 5 60$ — 40 =А.-с05ф . 4$; (15) 


ии 
при этом изменению @ от 0 до а отвечает изменение ф от 0 до >. Тогда 


У | т о 


Так как по первой из формул (15) легко выразить $ через 0, то зависи- 
мость 2 от 9 можно считать установленной. 


Желая выразить, наоборот, 0 через Е, мы нуждаемся в обращении 
эллиптического интеграла 


ф 
а. 
к У 1 — 22: 52$ 


Это равенство определяет и как монотонно возрастающую не- 
прерывную (и даже дифференцируемую) функцию от $ф в промежутке 
(— со, -- 05), которая и сама при этом изменяется от — со до -|- со. В таком 
случае [83] переменная ф оказывается однозначной функцией от ци в 
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промежутке (— сс, - оо); ее Якоби обозначил через ат и *. Из (16) теперь 


ясно, что 
. р и ке 
ф = ат У=: и, значит, $ т = 5 5 ‚ тат РЕ 


Функцию зпашти («синус амплитуды» или «эллиптический синус») обычно 
обозначают просто через зп и“*. Итак, окончательно, зависимость 0 от { 


выражается равенством 
6 а и 2 
$1 — == 51 —-.5П —- &. 
д р [ 


Определим, в заключение, продолжительность Т одного размаха маят- 
ника из положения ОВ’ в положение ОВ; она вдвое больше промежутка 
времени, ‚нужного для перехода из ОА в ОВ. Полагая в (14) 0 = а или в (15) 


софия 
Ф=—- › получим (после удвоения) выражение для ТГ через полный 


эллинтическии интеграл 1-го рода: 
у: 


> 
г-?у РАНЕ. М 
Ут 2. яп?ф 


Отметим, что период колебания Т на деле зависит от угла а, на 
который маятник первоначально был отклонен, ибо А зависит от а. Заме- 
няя — при малых углах а — модуль Ё нулем, получим простую приближен- 


ную формулу __ 
г=зУ —, 
бы 


которая обычно и приводится в элементарных курсах физики. 

360. Замечания о составлении дифференциальных уравнений. Огра- 
ничиваясь уравнением первого порядка вида (8), мы остановимся на вопросе 
о составлении подобного уравнения. Наши замечания по этому поводу чита- 
тель сопоставит со сказанным в 348 относительно простейшего уравнения 
а® = 4 (х) ах. 

Как правило, при составлении уравнений приходится рассматривать бес- 
конечно малые элементы входящих в рассмотрение тел и бесконечно малые 
приращения тех величин, о которых идет речь. Правда, в задачах предыду- 
щего п” нам, как будто, удалось избежать этого, но лишь ценой использова- 
ния уже готового выражения для углового коэффициента касательной, 
готового выражения для скорости изменения той или иной величины, 
которые сами появились из рассмотрения бесконечно 
малых элементов. 

При установлении зависимости между бесконечно малыми элементами 
следует пользоваться всеми возможными упрощающими допуще- 
ниями и приближенными заменами, сводящимися в сущности 
к отбрасыванию бесконечно малых высших порядков. В частности, все бес- 


.К (2). 


* ат — начальные буквы от слова атрШи4о (амплитуда). 

** Функция 5п и, рассматриваемая как функция комплексного аргумента, 
является одной из простейших (введенных Абелем и Якоби), так назы- 
ваемых, эллиптических функций. 

*** Если верхний предел интеграла (14) взять равным а, то интеграл 
станет «несобственным» [см. ниже 479], ибо на этом пределе подинтеграль- 
ная функция обращается в со. Это затруднение исчезает при пользовании 
интегралом (16). 
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конечно малые приращения рассматриваемых величин реко- 
мендуется заменить их дифференциалами; как читатель 
знает, это также сводится к отбрасыванию бесконечно малых высших поряд- 
ков. Истинный смысл всех этих указаний лучше всего выяснится на приме- 
рах (см. следующий п). 

Здесь же мы хотим остановиться еще на разъяснении того важного 
обстоятельства, что получающееся в результате всех этих упрощений и 
отбрасываний дифференциальное уравнение вида (8) 


Р(х, у)ах-- 9 (х, у)4у=0 


оказывается отнюдь не приближенным, а вполне точным *. 

Итак, предположим, что заменяя приращения Ах и Ау дифференциа- 
лами 4х и 4у и отбрасывая — в случае надобности — бесконечно малые сла- 
гаемые высшего, чем Ах, порядка, мы пришли к уравнению (8). Если бы 
мы не делали этой замены, то вместо 4х и Ду имели бы Ах и Ду. Восста- 
новим, сверх того, все отброшенные бесконечно малые высших порядков и, 
перенеся в правую часть, обозначим их сумму через а; очевидно, а также 
будет бесконечно малой высшего порядка. Таким образом, рассуждая 
строго, мы пришли бы не к равенству (8), а к такому: 


Р(х, у) Ах НО (х, у) Зу=а, 
которое вполне точно. Разделим теперь обе части его на Ах 


[92 


А 
РУО, = 


ы а 
и переидем к пределу при Ах —>0. Так как при этом О то в пределе 


получим равенство 
[1 
Р(х, У) -+9(*, у) у’=0 или Р(х, У) +9 (у =0, 


которое тождественно с (8). Поэтому и уравнение (8) оказывается точным. 

Хотя при обычном методе составления уравнения мы явным образом не 
прибегаем к предельному переходу, но фактически мы его именно и выпол- 
няем, когда отбрасываем бесконечно малые высших порядков и заменяем 
приращения дифференциалами. 

Обращаем внимание читателя на то, что мы вовсе не утверждаем, что 
всякое отбрасывание бесконечно малых высшего порядка приводит к ТОоч- 
ному результату. Лишь в том случае, если это отбрасывание доведено 
«до конца», и в результате получилось уравнение вида (8), линейное и 
однородное относительно дифференциалов, можно уже ручаться за его 
точность. [Опять аналогия с п° 348!]. 

361. Задачи. 1) Барометрическая формула. Поставим своей 
задачей установить зависимость между высотой Й(м) места над уровнем 
моря и давлением воздуха р (кг/м?). 

Вообразим над уровнем моря площадку в 1 №? и рассмотрим призмати- 
ческий столб воздуха, опирающийся на эту площадку. Давление воздуха р 
в сечении этого столба на высоте й обусловлено весом той части столба, 
которая опирается на упомянутое сечение. Увеличение высоты Й на 
бесконечно малую величину 4 влечет за собой убыль давления — р, 
и. измеряется весом слоя воздуха между площадками (й) и (В -- ай) 
черт. 52) 


—ар= 5 ай, 


* Это аналогично сказанному в конце 348 о равенстве 40 == а (х) 4х. 
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где $ есть вес (в кг) 1 м3 воздуха под давлением р. Мы пренебрегаем здесь 


тем, что на деле $ меняется при переходе от нижней площадки рассма- 
триваемого слоя к верхнеи. 


Как легко вывести из закона Бойля-Мариотта, величина 5 сама 
пропорциональна давлению р: $ = р, так что 


окончательно 
а 
ар = — рай или 7 =— вай 
1 — уравнение уже знакомого нам типа [ер. 359, 
РИ зад. 3) и 4) (а)]. 
Отсюда 
р= Рое-*й. 
Йй Если решить это уравнение относительно й, 
то получим формулу 
1, Ро 
Уровень МОДЯ Е р’ 
Черт. 52. позволяющую судить о высоте Ё подъема над 
уровнем моря по давлению р воздуха. 
Постоянная — как устанавливается в физике, равна (с округлением) 


8000 (1 -|- 0,004 #), где Е — средняя температура воздуха. Если перейти к деся- 
тичным логарифмам (умножив и разделив на модуль М == 0,43) и заменить 


Ро бо 


отношение давлений р. отношением барометрических отсчетов р ‚› ТО по- 


лучим окончательную формулу 
в = 18 400 (1 - 0,004 2) 105 — 

Эта формула годится и для определения разности высот й любых двух 
точек, в которых показания барометра соответственно равны ву и 6. 

2) Трение канатов и ремней. Представим себе, что через непо- 
движно укрепленный цилиндрический барабан перекинут канат (ремень 
ит. п.), который прилегает к цилиндру по некоторой дуге АВ (черт. 53, а), 
соответствующей центральному углу « («угол обхвата»). Пусть к концу А 
каната приложена сила 5%, а к концу В — сила $]. 

Если между канатом и барабаном существует трение, то сила 5, может 
уравновесить даже большую ее силу, приложенную на другом конце. 
Какова же та наибольшая сила $., которая при наличии трения может 
быть уравновешена данной силой $02 

Для решения этого вопроса рассмотрим сначала, как распределится 
натяжение 5$ вдоль части АВ каната в тот момент, когда лишь начи- 
нается скольжение. Что это натяжение не будет постоянным, явствует уже 
из того, что в точках А и В оно, соответственно, равно Зои 51. 

Возьмем на дуге АВ какую-нибудь точку М, положение которой опре- 
деляется углом 6 = < АОМ, и установим, какие силы действуют на эле- 


мент ММ! каната, отвечающий центральному углу 40. Прежде всего в точке М 
действует натяжение $ == 5 (6), а в точке М” — натяжение $ - 4$ (черт. 53, 0). 
Обе эти силы направлены по касательным к окружности барабана. Для того 
чтобы определить силу трения на рассматриваемом элементе, нужно вычи- 
слить нормальную силу 4№, прижимающую этот элемент к поверхности 
барабана. Она слагается из радиальных составляющих обоих натяжений, 
так что 


ам = $5 © + (5 45) >, 
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46 
Здесь можно отбросить произведение 45 $п —- как бесконечно малое выс- 


= 


46 ь . @0 
шего порядка и заменить $1 о эквивалентнои ему бесконечно малой —5` 


Черт. 53. 


(что снова равносильно отбрасыванию бесконечно малой высшего порядка) 
Окончательно 
ам = $ 46. 


Так как сила трения пропорциональна этой нормальной силе, то, обо- 
значая множитель пропорциональности (коэффициент трения) через 14, по- 


лучим 
а =вамМ ==и$ 460. 


Трение противодействует начинающемуся движению, так что сила 4Ю 
вместе с натяжением 5 в точке М должны уравновешивать натяжение $ -- 4$ 
в точке М”, откуда 

4$ = р.5 40. 


Мы снова получили дифференциальное уравнение знакомого типа. Можно 
сразу написать его решение (с учетом начального условия $ = 5% при 0 = 0) 


5 — $02 
Наконец, полагая здесь @ = ®, найдем 
51 — Зе”. 


Эта важная формула принадлежит Эйлеру. 

3) Формула Пуассона (5. О. Ро!3зоп). Предложим себе устано- 
вить зависимость между объемом У и давлением р одного моля идеального 
газа при адиабатическом процессе (т. е. в случае полного отсутствия 
теплового обмена между газом и окружающей средой). 

Состояние газа, кроме величин У и р, характеризуется еще его (абсо- 
лютной) температурой Г. Впрочем эти величины не независимы; они связаны 
известной формулой Клапейрона 


рУ = АТ (Ю == газовая постоянная) (17) 


17 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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Установим, какое количество энергии АЙ, в единицах тепла, нужно 
затратить, чтобы перевести газ из состояния (р, У, Т) в бесконечно близкое 
состояние (р ар, У ау, т аТ). | р 

Процесс перехода можно представить себе состоящим из двух стадии. 
Во-первых, объем У газа увеличивается на ДУ и, во-вторых, температура Г 
газа — при постоянном объеме — изменяется на 4. 

Чтобы вычислить элементарную работу расширения газа, предположим 
для простоты, что р:ссматриваемая масса газа находится в цилиндре по одиу 
сторону поршня [ср. 3354, 2)]. Сила, действующая со стороны газа на пор- 
шень, будет рО, где @ — площадь поршня. Если при расширении газа пор- 
шень сдвинулся на расстояние 45, то работа, произведенная газом, будет 
равна р 45$ или ра (так как () 45 =4И). Так выражается работа —- в обыч- 
ных единицах работы, например, в кгм (если р дано в кг/м?, У— в м3). 
Желая установить потраченное па эту работу тепло, нужно полученкосе 
выражение умножиль на так называемый «термический эквивалент работы › 
А = 57 кал/кем, что даст АраУ. 

Изменение температуры на 47° потребует с„@Т кал, где с, есть 
теплоемкость газа при постоянном объеме. Складывая, голучим 


ай = с, аТ -- Ара\. (15) 
Исключить отсюда 4Т легко. Если продифференцировать формулу (17) 
рау- Уар= Ват (19) 
и определить АТ 
аТ = р (раУ+- Уар), 


то остается лишь подставить это выражение в (18) 


__ Сп с. АЮ 
О И раху. 


Можно показать, что с, | АА есть как раз теплоемкость с» газа при 
постоянном давлении *, так что окончательно 
Ст 


Е ТРД 
Юю р Ю р ы 


Вернемся теперь к сделаиному вначале предположению, что пропесс 
протекает адиабатически; тогда 40 = 0. Таким образом, мы приходим 
к дифференциальному уравнению, связывающему р ин \У, 

ар ау 
с. Уар-- с,РАУ =0 или т РА =0 ( 
Интегрируя, найдем 
Шр--ЁШУ=О или ру" = С. 


Это и есть формула Пуассона. 


ай = 


Ср | 
где А = -—— > Г). 
С 


1: 


* Если из (19) определить 

рау =^аТ— Уар 
и годставить в (18), то получим 

АЦ = (с. + АЮ)аТ — АУар. 
Полагая здесь р == сопз, т. е. др =0, придем к равенслву 
АЦ = (с, + АЮ) аТ, 


которое и показывает, что с, -- АК есть ср. 


ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ 
БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ 
8$ 1. Введение 


362. Основные понятия. Пусть задана некоторая бесконечная 
последовательность чисел 


НО бы ааа: (1) 
Составленный из этих чисел символ 
ана а ... {а - ... (2) 


называется бесконечным рядом, а сами числа (1) — членами 
ряда. Вместо (2), пользуясь знаком суммы, часто пишут так; 


рва (2а) 
п :1 В 


указатель п пробегает здесь все значения от 1 до со*. 


Станем последовательно складывать члены ряда, составляя (в бес- 
конечном количестве) суммы; 


А =а, А =а а» Аза а а, | (3) 
., А =@а та... а, ...; Г 


их называют частичными суммами (или отрезками) ряда. 
Эту последовательность частичных сумм {А„} мы всегда будем сопо- 
ставлять с рядом (2): роль этого символа и заключается в порожде- 
нии упомянутой последовательности. 
Конечный или бесконечный предел А частичной суммы А, 
ряда (2) при п со: 
А = Пт А, 


называют суммой ряда и пишут 


со 


Аа а... а, ... = 2 28 


й-—1 


* Впрочем, нумерацию членов ряда иногда бывает удобнее начинать 
не с единицы, а с нуля или же с какого-либо натурального числа, большего. 
единицы. 


17* 
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придавая тем самым символу (2) или (2а) числовой смысл. Если ряд 
имеет конечную сумму, его называют сходящимся, в про- 
тивном же случае (т. е. если сумма равна — со, либо же суммы 
вовсе нет) — расходящимся*. 

Таким образом, вопрос о сходимости ряда (2), по определе- 
нию, равносилен вопросу о существовании конечного предела 
для последовательности (3). Обратно, какую бы варианту х=х, 
(п —=1, 2, 3, ...) наперед ни взять, вопрос о наличии для нее конеч- 
ного прелела может быть сведен к вопросу о сходимости ряда 


жа (2 — хи (ха — хх рые т зы +: (4) 


для которого частичными суммами как раз и будут последовательные 
значения варианты: 


Ху, Хо, Хз, ‹ооу Хп, оф 


При этом сумма ряда совпадает с пределом варианты. 

Иными словами, рассмотрение бесконечного ряда и его суммы 
есть просто новая форма изучения варианты (или последователь- 
ности) и ее предела. Но эта форма, как читатель увидит из дальней- 
шего изложения, представляет неоценимые преимущества как при 
установлении самого существования предела, так и при его вычис- 
лении. Это обстоятельство делает бесконечные ряды важнейшим 
орудием исследования в математическом анализе и его приложениях. 


363. Примеры. 1) Простейшим примером бесконечного ряда является 
уже знакомая читателю геометрическая прогрессия: 


а аа а? ... + а4а"—- ... 
Ее частичная сумма будет (если 451) 


а --- 4" 
1—9 


5$ = 


Если знаменатель прогрессии, 4, по абсолютной величине меньше единицы, 
то [как мы уже знаем, 25, 7)] $ имеет конечный предел 


т. е. наш ряд сходится, и $ будет его суммой. 
При |:9|==1! та же прогрессия дает пример расходящегося ряда. Если 
4—1, то его суммой будет бесконечность (определенного знака); в прочих 


* Об этом уже была речь в нервом томе [25, 9)]. 
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случаях суммы вовсе нет. Отметим, в частности, любопытный ряд, который 
получается при а=1 ид = — 1: 


а 


Его частичные суммы попеременно равны то 1, то 0. 
2) Вещественное число а, разложенное в бесконечную десятичную дробь 


Сь, С1СоСз ... Сы... 


[9], очевидно, представляет собой сумму ряда: 


д = Со Е т т С те р и. 7... 


3) По образцу (4) построен ряд 


у ип} +1)=У пер ал}, 
п -1 п=1 


явно расходящийся, ибо [п (п -|- 1) = - ©. 
4) На той же идее нь О о (где я обозначает про- 


извольное число, отличное от —1, 2: О жа 


ФФ) 


а | Е 3 НЕ 
веко [ЕН т а-- 1’ 
ЕН ПЕНИЕ 
ето е ии = 


а ана а а 
ео @а-0 @+иЕО@+т”+» = ЗОЕ0е-2 


р 1 


и, вообще, при любом целом р >> 1 
а и: лее 
м ее т... -@+1+р  Р@+П...-@+р` 


5) Аналогично трактуется ряд 


и со 
а а 
ео” ыы о" 

п 


п =1 = 
гле х есть любое фиксированное число, отличное от #1. Так как п-я 
частичная сумма равна 
1 1 
ОО ) 
1—х |1 — хп 
* Если какой-либо член а ряда оказывается отрицательным числом; 
а = —6 (гще 6`>0), то вместо того, чтобы писать: 
. (С-В - ..., пишут:... —6- ... 


Подчеркнем, что членом ряда здесь будет все же — 6, а не 0. 
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‚а при |х| 1 — к сумме 


то при |х|< 1 ряд сходится к сумме - 


1 
1—х’ 
6) Легко установить расходимость ряда 


Се 
1 | 1 | 
У = м пин а —:— + 
: Ул у? уз Ут 
7 -: 
В сэмом деле, так как члены его о то его п-я частичная сумма 
| 
р (к — п. = Ут 
Уз О 
и растет до бесконечности вместе с п. 
7) Наконец, менее тривиальный пример нам доставит уже известное [37} 
разложение числа е: 
(.) 
1 ] ] 1 
е= 1 + -—---— а ==... = —. 
с а ет Ра 
п.-1 
читатель па этом 


Вспоминая приближенное вычисление числа е в 37 
примере сможет оценить выгоду последовательного введения все менес и 
постепенно улучшающих получаемые в лице 


менее значительных поправок 
частичных сумм приближенные значения е 
364. Основные теоремы. Если в ряде (2) отбросить первые т 


о _ 
22 @л (5) 


-Н 4. к = я 
п-= в-1 


членов, то получится ряд 


Чт [1 -- Я т 2 т 
лЮю30й 


называемый остатком ряда (2) после т-го члена 
Если сходится ряд (2), то сходится и 

из сходимости остатка (5) вытекает 
сумму ряда (5) 


и3 его 


а 
17 
® 


остатков (5); обратно, 
сходимость исходного ряда (2) 
Фиксируем т и обозначим Е-ю частичную 
через Ак: 
Аз — Чт |1 Е Чт 2 т НЕ: Чт | К. 
Тогда, очевидно, 
А; = Ат, к — Ам. (6) 
Если ряд (2) сходится, так что А, -» А, то — при безграничном воз- 
(7) 


растании К — существует конечный предел 
А’—=А— Ая 


/ 
и для суммы Ах, что и означает сходимость ряда (5) 
если дано, что сходится ряд (5), так что Ак-»› А 
) 


Обратно, ес. 
перепишем равенство (6), полагая в нем А = п — т (при а > т), гак 
/ 
АА =А„ А, 
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отсюла можно усмотреть, что — при безграничном возрастании 
п — частичная сумма А,’ имеет предел 


А=Ав- А, (3) 
т. е. сходится ряд (2). 

Иными словами, отбрасыванче конечного числа начальных 
членов ряда или прлсоедлнение в начале его нескольких новых 
членов не отражается на поведении ряда (в смысле его 
сходимости или расходимости). 

Сумму ряда (5), если он сходится, обозначим вместо А’ симво- 
лом ат, указывая значком, после какого члена берется остаток. 
Тогда формулы (3) и (7) перепишутся следующим образом: 


А — Ат —- Я Ят — С И: (9) 


Если увеличивать т до бесконечности, то А, — А, ая„-—0. Итак: 

2’. Если ряд (2) сходится, то сумма “п его остатка после 
т-го члена с возрастанчем т стремится к нулю. 

Упомянем следующие простые свойства сходящихся рядов: 

3”. Если члены сходящегося ряда (2) умножить на один и 
тот же множитель с, то его сходимость не нарушится (а сумма 
лишь умножится на с). 


В самом деле, частичная сумма А,„ ряда 
са са- ... са- ..., 
очевидно, равна 


А, = са, - са. ... са, =с(а - а- ... а) = СА, 


и имеет пределом СА. 
4°. Два сходящихся ряда 


А—=а а-... а,-... 
В=ы -НЬ +... Ро -... 
можно почленно складывать (или вычитать), так что ряд 


(= 6, ) (=)... (=)... 


также сходится, и его сумма равна, соотзетственно, АКБ. 
Если А,, Вы и С» означают частичные суммы упомянутых рядов, 
то, очевидно, 


Св= (м6) (а)... (а 6,) = 
—= (ана... На») = (о - а о.) ==А, В, 
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Переходя к пределу, найдем, что ИтС, = Ит А, — Ит В», что и 


доказывает наше утверждение. 
В заключение сделаем еще одно замечание. 
5°. Общий член а, сходящегося ряда стремится к нулю. 
Это может быть доказано совершенно элементарно: раз А, 
(ас ним и А,_1) имеет конечный предел А, то 


а, — Я РЕ Я — 0. 


В предыдущем утверждении содержится необходимое условие 
для сходимости ряда, которым мы будем часто пользоваться. При 
нарушении его ряд заведомо расходится. Однако важно 
подчеркнуть, что это условие не является само по себе достаточ- 
ным для сходимости ряда. Иными словами, даже при выпол- 
нении его ряд может расходиться. Примерами этого слу- 


жат ряды 
Ува) И Х =. 


п =1 п-=1 


рассмотренные выше [363, 3) и 6)]; многочисленные другие примеры 
этого же рода читатель найдет в последующем. 


$ 2. Сходимость положительных рядов 


365. Условие сходимости положительного ряда. Займемся 
теперь вопросом об установлении сходимости или расходимости ряда. 
Этот вопрос всего проще решается для рядов, члены которых не- 
отрицательны, для краткости такие ряды мы будем называть просто 
положительными. . 


Пусть ряд 
со 
Ха, =и Нм... а - ... (А) 
п = 
будет положительным, т. е. а, 0 (п =1, 2, 3, ...). Тогда, очевидно, 


Ап 1 И: — Яп--1 == А», 


т. е. варианта А„ оказывается возрастающей. Вспоминая теорему 
о пределе монотонной варианты [34], мы непосредственно приходим 
к следующему основному в теории положительных рядов предложению: 

Положительный ряд (А) всегда имеет сумму; эта сумма 
будет конечной (и, следовательно, ряд — сходящимся), если чт- 
стичные суммы ряда ограничены сверху, и бесконечной (а ряд — 
расходящимся) в противном случае. 

Все признаки сходимокти (и расходимости) положительных рядов, 
в конечном счете, основаны на этой простой теореме. Но непо- 
средственное ее применение лишь в редких случаях позволяет 
судить о характере ряла. Приведем примеры этого рода. 
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1) Рассмотрим ряд 
д 1 г 
УЕ. ... 
п=1 


известный под именем гармонического ряда *. 
Имеем очевидное неравенство: 


| 1 | | 1 
Ре БЫ в т а (1) 


Если, отбросив первые два члена, остальные члены гармонического ряда по- 
следовательно разбить на группы, по 2, 4, 8,..., 2-1... членов в каждой 


1 Ко: Во | | | 
а, а: эт --. Тб; ..е 
_ ==. РеБИй 
1 | 
Ро 


| 1 
то каждая из этих сумм в отдельности будет больше 5’; В этом легко убе- 


диться, полагая в (1) поочередно п = 2, 4, 8, ..., Е ... Обозначим п-ю ча- 
стичную сумму гармонического ряда через Ни; тогда, очевидно, 
1 
о" ель 


Мы видим, что частичные суммы не могут быть ограничены сверху: ряд 
имеет бесконечную сумму. 

Упомянем уже здесь, что Нр» с возрастанием п возрастает очень мед- 
ленно. Эйлер, например, вычислил, что 


Н 000 — 7,15 + .у Н1 000000 — 14,39 ...› И Ть Д. 


Впоследствии мы будем иметь случай точнее охарактеризовать возрастание 
сумм Ни [367, 10)]. 
2) Рассмотрим теперь болес оэщий ряд: 
©) . 
1 | 
и —-Н ... Е оу 
п п 
п -=1 
где $ — любое вещественное число; он содержит в себе, как частный случай 
(при $ =1), предыдущий ряд. По сходству с рядом 1), и этот ряд тоже на- 
зывают гармоническим. 
Так как при $ < 1 члены рассматриваемого ряда больше соответствую- 
щих членов ряда 1), то, в этом предположении, частичные суммы и подавно 
не ограничены сверху, так что ряд расходится. 


“ Каждый член его, начиная со второго, представляет собой среднее 


Гармоническое двух соседних членов. | Число с называется средним 


р 1 111 1 
гармоническим чисел а и 6, если <=5(=+$)|. 
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Займемся случаем, когда $ > 1; положим для удобства $ = | -- а, гдес > 0. 
Аналогично (1), имеем на этот раз: 
] ] 


1 | 
о... = —, _ 
(п 1)? т (п-- 2)? р ы (2п) —. 8 т | 


Выделяя, как и выше, госледовательные группы членов: 


] 1 1.1 1 | | | 
тт. Е .. 
—--— —————————ы—ы—ы— ———— 

2 23 оз 
] ] 


ме ри "То, 
2—1 


с помощью (2) легко показать, что эти суммы соответственно мепьше члс- 
нов прогрессии 


1 ] 1 1 ] ] ] 

Ро ь 4° г = (2° 2 : 8° —- (08)? ь ТА (2к-1)з > (26-1 ыы 
В таком случае ясно, что какую бы частичную сумму рассматриваемого ряда 
ни взять, она будет меньше постоянного числа 


фар, 


20 
следовательно, ряд сходится. 


[Его сумма, зависящая от $, представляет знаменитую функцию (6 ($) 
Римана, играющую важную роль в теории чисел]. 


366. Теоремы сравнения рядов. Сходимость или расходимость 
положительного ряда часто устанавливают путем сравнения его с дру- 
гим рядом, заведомо сходяшимся или расходящимся. В основе такого 
сравнения лежит следующая простая теорема. 

Теорема 1. Пусть даны два положительных ряда 


со 


Хы а а В (А) 
ы Е 
ыы... ... (В) 


Если, хотя бы начиная с некоторого места (скажем, для п > М), 
выполняется неравенство: а, 6, то из сходимости ряда (5) 
вытекает сходимость ряда (А) или— что то же — из расхода- 
мости ряда (А) следует расходимость ряда (В). 
Доклза„теЛЬСТВО. На основании того, что отбрасывание ко- 
нечного числа начальных членов ряда не отражается на его поведе- 
нии [561, 1°], мы можем считать, не нарушая общности, что а» = дв 


ь 
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при всех значениях п =1, 2, 3,... Обозначив частичные суммы 
рядов (А) и (В), соответственно, через А, и В», будем иметь: 
А, =В,. 


Пусть ряд (В) сходится; тогда, по основной теорзме [365], суммы 
В, ограничены: 


Ве № ЕО А 


В силу предыдущего неравенства, и подавно 
НЫ, 


а это, по той же теореме, влечет за собой сходимость ряда (А). 
Иногда на практике более удобна следующая теорема, вытекаю - 
щая из первой: 
Георема 2. Если существует предел 


"= А*, (О—=К=— + <), 
7. 
то из сходимости ряда (В), при К © - осо, вытекаёт сходя мость 
ряда (А), а из расходимости перзого ряда, при К >> 0, вытекает 
расходимость второго. [Таким образом, при Ох К< -Е с оба 
ряда сходятся или оба расходятся одновременно]. 
Доклзадт„тельство. Пусть ряд (В) сходится и К < -- с®. Взяв 
произвольное число в > 0, по самому определению предела, для до- 
статочно больших п будем иметь 


а К--ве, откуда а, < (К-РоЭЬ,. 


Р силу 364, 3°, одновременно с рядом (В) будет сходиться и ряд 


У (К-Э, полученный умножением его членов на постоянное 
число К --=. Отсюда, по предыдущей теореме, вытекает сходимость 
ряда (Л). 

Если же ряд (В) расходится и К >> 0, то в этом случае обрат- 
ное отношение с имеет конечный предел; ряд (А) должен быть 
расходящимся, ибо, если бы он сходился, то, по доказанному, схо- 
дился бы и ряд (В). 

Наконец, приведем еше одну теорему сравнения, также пред- 
ставляющую собой следствие первой. 

Георема 3. Если, хотя бы начиная с некоторого места 
(скажем, для п > М), выполняется неравенство 


| 
п! 1 
р = Ра же. (3) 
Я п Вы 
"“ Мы предполагаем при этом, что ди = 0. 
“т При этом ав и 6», конечно, предполагаются отличными от нуля. 


268 ГЛ. Х!. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [357 


то из сходимости ряда (В) вытекает сходимость ряда (А) или — 
что то же— из расходимости ряда (А) вытекает расходимость 
ряда (В). 

ДоклззадтелььСтво. Как и выше, при доказательстве теоремы 1, 
не умаляя общности, можно считать, что неравенство (3) справедливо 


для всех значений п —=1, 2, 3, ... В таком случае будем иметь: 
а | а: Ь: а Ь 
а и Е а №, 
а1 1 Яо ро а _1 в _, 


Перемножив почленно эти неравенства, получим: 


а 
Пусть ряд (В) сходится; вместе с ним сходится ряд У я. в, 
1 


а 
лученный умщожением его членов на постоянный множитель 5. 
. 1 
А тогда, по теореме 1, сходится и ряд (А), ч. и тр. д. 
Перейдем теперь к примерам установления сходимости или рас- 
ходимости рядов непосредственным применением теорем сравне- 
ния. 


Фо) 
1 
367. Примеры. 1) У ее. 10. _>0); 
РЖ 1 а 
Если а < 1, то нарушается необходимое условие сходимости, 364, ; 
и ряд расходится. При а>1 члены ряда оказываются меньшими членов схо- 


—_ 


У —. ма 1) 
дящегося ряда У, (=) : ряд сходится (теоре : 
>) уе и с так как 
:=4 Сп) п)! ходится, так ка 
7% =1 
п!)? п! | 
а 
(21! 2. (21 Пн ^2 


(теорема 1). 


со 


Ут (0<х< 3»). 


Так как 


А 2\п 
Пя <х. (3) 


Э\п 
и ряд № (=) сходится, то это же справедливо и для данного ряда (теорема 1). 
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сс 


ь ол 1 
4) Рассмотрим вновь гармонический ряд > = и сопоставим его, 


п=1 
по теореме 2, с заведомо расходящимся рядом 
Уи п — ши] = № | (1 +=) 363, 3). 
п=1 в=1 
Так как [77,5) (а)] 
1г (1 +=) 
. п 
А =], 
1 
п 


то отсюда уже вытекает расходимость гармонического ряда. 
Или иначе: применяя к функции шх в промежутке [п, п-- 1] формулу 
конечных приращений, найдем, что 


пи му (0< 0х 1). 


В таком случае гармонический ряд, члены которого соответственно больше, 
и подавно расходится (теорема 1). | 
со 


5) Аналогично можно установить вновь сходимость ряда У, 
=1 


п1+° 


(при с > 0), сопоставляя его с заведомо сходящимся рядом 
со 
У 1 : 
п—1)° п] 
3 |(п—1) 


=2 
Применяя к функции :. в промежутке [п —1, п] формулу конечных прира- 
х 


дений, найдем: 


ео ОЙ, 


(п 1) м (п 01° 
2 


Таким образом, при п == 


1 < 1 ] 1 
С ЕН В 
1+ тб | (п 1) п 
откуда, по теореме 1, и вытекает сходимость испытуемого ряда. 


6) Чтобы подобным же приемом получить новый результат, рассмот- 
(©, $) 


1 
рим ряд № р (члены которого еще меньше, чем соответствующие 


п=2 
члены гармонического ряда). 
Сопоставим его с заведомо расходящимся рядом 


уз [па (@-- 1) — шшл], 
п--2 


270 ГЛ. ХЕ. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [367 


Применяя формулу конечных приращений к функции шшлх в промежутке 
[п, п- 1], получим: 
1 


откула, по теореме 1, заключаем, что данный ряд, члены которого соот- 
ветственно больше, и годавно расходится. | 

7) Сравнение с гармоническими рядами 4) и 5) позволяет установить 
поведение многих рядов. По теореме 1: 


а) > | ети ( коей Е ЕС 
ы И Ули ее Ути- п — п 
| 1 ] 
б м > . Е: О 
(6) > Ут СВ сходится ТЕТ _ а 


(в) У а (р>0) расходится: (шп)’«п (для достаточно 


больших п); 


т! п! я. 
г -- сходится: -^<«-—5 (лля п > 3); 
ОЛ тв (я п>3) 
п- 1 
о 1 
(п) АЕ ее 
п=2 
(для достаточно больших п); 
[©.9) 
1 1 | 1 1 
(е) № (шп [п п)!" п ие (п п п)!й п пи 11а п <> (то же); 
7.-.-3 
©.) 
® | , , | | 11 
и т румит — обииий > отн = т 
(то же). 
8) По теореме 2: 
1 
(а) —— (>> 0) сходится при $ >1, расходится при $ == 1: 
(а-- 6п)* 
п-по 
| ] 1. 
(а-- 6”) пб 65°’ 
‚1 
(5) ра : расходится: тек Е 1; 
валу т пул 


сх 
мох рОь 2 
(в) У, 51 Е (О х< т) расходится; т а — д; аналогично, 


2-1 
@ 


расходятся и ряды у 1п (1 +5) (х>0) и У (у. — т) (а = 1); 


п-- 1 = 
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[Ф® 
| Хх? 


ту д х 
(г) (1 -- С05 =) сходится: 1|— 508 —: —-^. 
п п’ п? 2 
п. 1 
9) Вот более сложные примеры этого же типа: 


{1 


ь ши 
@ (1-ти). 
лыж п 
п 1 
Обозначим через х„ отношение общего члена этого ряда к —: 
п 


то жи = ши-и м1. 


Пользуясь разложением м (1--х), о котором была речь в 125, 5), можно 
нанисать: 
шл ШИ 1 шп шп\? 
т т) Нл. (7). 


где а, ->0 при п-> со. Поэтому 


1 112п 12 п 
Шхи=—ф5. о . Е 


следовательно, х„->1, и предложенный ряд расходится. 


(6) у (пи и - 1). 


п=1 
Пользуясь и здесь упомянутым разложением 1ор (1-- х), будем иметь: 


о ПМ 2 И 
ии = (1+) = 
. 1 2 \, 1 2 3 
Не (г) (т г: ев 


где 3„ 0 при п-> оо, так что 


2п- 1 _ 28-3 | п ] 2 
а Ее (г) Е :(5==т) 


Таким образом, отношение общего члена испытуемого рядя к С т 
ап — 1)? 


1 
имеет пределом 3: наш ряд сходится. 


10) Наконец, рассмотрим ряд 
ьз (. а т ). 
п п. 
п 
Мы знаем [133, 4], что 


ш(-Ех) < х (х = 0, —1<х< о). 


Пользуясь им, можем написать: 


‚п реы =в(1+-,)< :)< - , 
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ив то же время 
ПЕ ПЕ | 
п = п = —м(1 ры 


Поэтому 
о 
< п п ПГ петь < ла’ 


Таким образом, члены данного ряда положительны и меньше соответ- 
1 ь 
ственных членов сходящегося ряда > (365, 2)]; следовательно, и данный 


ряд сходится. 
Если обозначить его сумму через С, то частичная сумма 


п 
] Е--1 
У (=-= на )=н, —ше+ь-с 
К=1 
(Н»„ обозначает, как всегда, частичную сумму гармонического ряда). Можно 


] 
заменить здесь п (п--1) на пл, так как их разность, равная ип (1 +-), 


стремится к нулю. Окончательно: обозначая через 1„ некоторую бесконечно 
малую, имеем для Ни замечательную формулу 


Ни = ПС (4) 


Она показывает, что при бесконечном возрастании п частичная сумма НЫ» 
гармонического ряда растет, как [п п. 

Фигурирующая в формуле (4) постоянная С называется эйлеровой 
постоянной. Ее численное значение (которое удается вычислить из дру- 
гих соображений) таково: 


С == 0,577 215 66490... 


368. Признаки Коши и Даламбера. Сравнение данного ряда 
Ха =а +... На +... (А) 
п--1 


с различными стандартными рядами, заведомо сходящимися 
или расходящимися, может быть проведено и в другой, так сказать, 
более организованной форме. 

Возьмем для сравнения, в качестве ряда (В), с одной стороны, 
сходящуюся геометрическую прогрессию 


Ут=еР+... 9... 0<9<1, 
а с другой стороны — расходящуюся прогрессию 
ее ы 


Сравнивая испытуемый ряд (А) с этими рядами по схеме тео- 
ремы 1, придем к следующему признаку: 
Признак Коши. Составим для ряда (А) варианту 


п ——_ 
„= Уа». 
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Если, при достаточно больших п, выполняется неравенство 
б,=—4, 


где 4— постоянное число, меньшее единицы, то ряд схо- 
дится; если же, начиная с некоторого места, 


бв=1, 
то ряд расходится. 


п Па 
Действительно, неравенства Уа, = 4 или Уа, == 1 равносильны, 
соответственно, таким: а, = 4” или а, > 1; остается применить тео- 
рему 1*. 
Чаще, однако, этот признак применяют в другой, предельной, 
форме: 
Допустим, что варианта ©’, имеет предел (конечный или нет): 


Нтб’, =. 


Тогда при © < 1 ряд сходится, а при 91 ряд расходится. 

Если @ < 1, то возьмем положительное число в, меньшее, чем 
| —@’, так что и © < 1. По определению предела, для п > М 
будет: 


Ев < в -е. 


Число ©’ --е играет роль числа 4 в предыдущей формулировке: 
ряд сходится. 

Если же ©@’>> | (иконечно), то, взяв = @’ — 1, так что @ — в = 1, 
для достаточно больших значений п на этот раз будем иметь ©’, >> 1: 
ряд расходится. Аналогичный результат и при = -{ сю. 

В случае, когда ©’==1, этот признак не дает воз- 
можности судить о поведении ряда. 

Варианту ©, будем называть вариантой Коши. 

Если сравнение ряда (А) с указанными стандартными рядами 
производить по теореме 3, то придем к такому признаку: 

Признак Даламбера (У. 4’А!етрег). Рассмотрим для ряда (А) 
варианту 


__ Чбп+1 
Фи = +1, 


Если, при достаточно больших п, выполняется неравенство 


@„ = 9д, 


"Расходимость ряда, конечно, может быть установлена и простой 
ссылкой на нарушение необходимого условия сходимости — 364, 5°. 


13 Г. М. Фихтенгольц, т. Ц 
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где 4 —постоянное число, меньшее единицы, то ряд сходится; 
если же, начиная с некоторого места, 


4, == 1, 


то ря3) расходится *. 

И в этом случае удобнее пользоваться предельной формой 
признака: 

Допустим, что варианта %@„ имеет предел (конечный илл 
нет): 


Нт @, = @®. 


Тогда пря @< |! ряд сходится, а при ®_>1 ряд расходится. 

Доказательство — такое же, как и в случае признака Коши. 

И этот признак ничего не дает, если оказы вается, 
что @ = 1. 

Варианту @„ назовем вариантой Даламбера. 

В примере 77, 4) мы видели, что из существования предела для 
варианты 2, вытекает уже существование предела и для варианты ©’, 
причем оба предела равны. Таким образом, во всех случаях, когда 
признак Даламбера дает ответ на вопрос о поведении ряда, ответ 
может быть получен и с помощью признака Коши. На примерах 
мы увидим ниже, что обратное утверждение иеверно, и признак 
Коши сильнее признака Даламбера. Однако на практике поль- 
зование признаком Даламбера обыкновенно проще. 

369. Признак Раабе. В тех случаях, когда указанные простые 
признаки не дают ответа, приходится прибегать к более сложным 
признакам, основанным на сравнении испытуемого ряда уже с дру- 
гими стандартными рядами, так сказать, «медленнее» сходя- 
щимися или «медленнее» расходящимися, чем прогрессия **. 

Мы рассмотрим здесь еше признак Раабе ({. Г.. КааБе); он 
осуществляет сравнение данного ряда (А) с гармоническими рядами — 
сходящимися: 


Хи =! Н.Н ...620 


и расходящимся: 


го 


а ее (Н) 


* И здесь расходимость прямо вытекает из нарушения необходимого 


а 
условия сходимости: ведь если -З® ==] или @и+122ав, то ав не может 
Ч п 
стремиться к 0. 


“* Ср. 375, 7). 
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— именно с помощью теоремы 3. При этом приходится рассматри- 
вать варианту Раабе: 


Признак Раобе. Если, при достаточно больших п, выпол- 


няется неравенство 
Я. =Г, 


›де г постоянное число, большее единицы, то ряд сходится; 
если же, начиная с некоторого места, 


Я, =1, 
то ряд расходится. 
Итак, пусть, при достаточно больших п, имеем: 


п" (=="-— )>7>1 ИЛИ —* >. 


Я +1 п+1 


Возьмем теперь любое число $ между | иг: г>$> |1. Так как — 
по известному предельному соотношению [77,:5)]: 


а следовательно, и 


Яап . 


> (1+) 


Япт+1 


Это неравенство можно переписать следующим образом: 


НЕТ а й ) Е (ИЕ м 


т п-т 


Справа мы имеем отношение двух последовательных членов ряда (Н;); 
применив теорему 3, убеждаемся в сходимости ряда (А). 
Если же, начиная с некоторого места, 


п (==*-— |= | 


Я п-т 


13+ 
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то отсюда сразу находим, что 


@т+1 — Г ый Е 
ад п! В: ? 


применив к рядам (А) и (Н) теорему 3, заключаем о расходимости 
ряда (А). 
Признак Раабе тоже применяется преимущественно в пре- 
дельной форме: 
Допустим, что варианта Я, имеет предел (конечный или 
нет): 
Нт @» =. 


Тогда при #>1 ряд сходится, а при & < 1 ряд расходится. 
Сравнивая признаки Даламбера и Раабе, видим, что послед- 
ний значительно сильнее первого. Если предел &@ = Ит @, суще- 


_] 
ствует и отличен от единицы, то для Я, =н(5-— |) существует 
| 71 


предел <, равный -- со при Я < Ти — со при @ > 1. Таким обра- 
зом, если признак Даламбера дает ответ на вопрос о поведении 
данного ряда, то признак Раабе и подавно его дает: больше того, 
все такие случаи охватываются всего двумя из возможных значе- 
ний ©, именно — сю. Все остальные значения & (исключая & = 1), 
также дающие ответ на вопрос о сходимости, соответствуют, таким 
образом, случаям, когда признак Даламбера заведомо ответа 
не дает, потому что @ =1. 

Но все же и здесь при © =1Т мы не имеем ответа на 
вопрос о поведении ряда; в подобных случаях (которые очень 
редки) приходится прибегать к еще более тонким и сложным при- 
знакам [см., напр., ниже п” 371]. 

Обратимся к примерам. 


370. Примеры. 1) Применим признак Коши к следующим рядам: 


р) ] | 
(а) У (ил), $ п = т, $ = 0: ряд сходится; 
п=2 


о 


(6) о (=) (х>0), “= >, %Ф = 0: ряд сходится; 


п=1 
со 
м /х\ 
(в) У, =. (х > 0; а, — положительная варианта, имеющая предел а); 
и 


п 


х 
„==. Если а=0, то ® =-- ©®, и ряд расходится; если а = -|- сю, то 
7% 


х 
$ =0, и ряд сходится; наконец, при О<а< -|- сою будет % = д И поведе- 
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ние ряда зависит от х: при х«а ряд сходится, при х`> а — расходится. 
При х=а в общем случае о поведении ряда ничего сказать нельзя, оно. 
зависит уже от характера приближения аз к а. 


2) Применим признак Даламбера к следующим рядам: 


Ах 
(а) 1 Ъз т (Х_> 0), Я = Е ‚ @=0: ряд сходится; 
п. 1 
(6) У, пх"-1(х > 0), 9, =х:. И ‚ @=х: ряд сходится при х<1 
п-=1 


и расходится при х>1 (при х =1 в этом убеждаемся непосредственно). 


У о в 
в) 78 5 >> ), [27% — * (т) $ [77 — Хх. ряд СХОДИТСЯ при 
п 1 


х«<ТГи расходится при х>1; при х =1 получается гармонический ряд 
поведение которого, как мы уже знаем, зависит от $5. 


— 71 
®) Ум (=) «>09, в. =- нь, 252: при х«е ряд со- 


>. (+7) 


дится, при х`>е расходится; при х =е иризнак Даламбера в предель- 
в аа 1 \7 
ной форме ничего не дает, но так как варианта (1 -- =) приближается ке 


возрастая, так что „_> 1, то первоначальная форма признака позволяет 
все же заключить о расходимости ряда. 


и И) 1 7 1 
с) У" (и>0, п = (1+5) ‚9 =х.е при х<__ ряд 


в=1 
1 ] 
сходится, а при > расходится; при х = _ на этот раз при помощи 


признака Даламбера ничего установить нельзя, так как @и приближается 
к 9 =1 снизу. Мы вернемся к этому случаю ниже, в 5) (г). 
3) Возьмем ряд 


1 +а-- а6-|- а?6 + а25?-- ... ат ат - ..., 


где аи 6 — два различных положительных числа. Здесь 2—1 == а, @ои == $, 
и признак Даламбера (в первоначальной форме) позволяет сделать заключе- 
ние о сходимости или расходимости ряда, лишь если оба числа а, в меньше 
единицы или оба — больше. 

В то же время 


21п—1 2% 


Е У 2-61 а — У 275% -1, 


так что $ =У 46; по признаку Коши, при а6<1 ряд сходится, а при 
аф`>1 (очевидно, и при аё = 1) — расходится. 
со 
4) Рассмотрим ряд У, *(п) х”, где х>0 и т(п) означает число дели- 
п-1 


телей натурального числа п. Ввиду прихотливого хода изменения функции т (п) 
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не представляется возможным применить здесь признак Даламбера. 
Между тем признак Коши вполне приложим: 
‚ВЫ в 
хо, = у < (п)-х = Уп .х, так что ® ==х, 


и при хх 1 рял сходится, а при х > 1 (очевидно, и при х = 1) — расходится. 
5) Приведем примеры применения признака Раабе. 


Е У ти, о г. 

Пе аламбера к этому ряду неприложим, ибо 
28—10 | 

Эт (21+ 1) 

{и притом @„ < 1). Составим варианту Раабе: 


д _ „(21 (21 + 1) бби--О и. 
Я "ия 1) = ее 


в = 


с.) 


г ‚о 3 
Так как < = Им» = р: 1, то ряд сходится. 


© 


< п! 
В о. 
(6) = о" >09) 
п -- 
Так как тт @ =1, то здесь признак Даламбера не- 


приложим. Имеем, далее, и = х, так что <? = х. Таким образом, при 


п 
п 1 
х< 1 ряд расходится, а при х`>1 сходится; при х = 1 получается расхо- 
лящийся гармонический ряд (без первого члена). 


73°) 


п! хп 
(2) © Ох 
(х а 41) (2х. а. аз) . Го ИЕ х-- а») ап)’ 
где и. и а, — положительная варианта, имеющая Конечный предел @ 
("+ х Е Пап с 4 
Имеем: а: — 1. Далее, ©, = кА = —, 
Е бт = тоя Я 


Итак, при х<а ряд сходится, при х`>а он расходится. При х =а в общем 
случае ничего сказать нельзя: поведение ряда тогда зависит от характера 
приближения ан к а. 

(г) Наконец, рассмотрим ряд 


м” 


У 1 Гп\” 

ш(2). 
Я -1 

Для него 


с,) . 
с Г — п Е — ] , 
((+>) 
чтобы вычислить предел этой варианты, заменим ее более общим выражением: 
1 е 


|! (х—>0), 
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к которому уже можно применить методы дифференциального исчисления. 
По гравилу Лопиталя, переходим к отношению производных: 


1 1 
— | | р 
и О в |= 
(ЕН х)" 
_ т 
Е ыы а , 


а 


Полагая 


1 х 
белье О Е 2 о 
ШИ) =х 5 ХО (47), те х — 2 --о(-х?), 


< 1 
сразу получаем, что искомый предел равен -;. Ряд расходится. 


371. Признак Куммера. Теперь мы выведем один весьма общий при- 
знак, принадлежащий Куммеру (Е. Е. Киттег); его скорее можно рас- 
сматривать как общую схему для получения конкретных признаков. 

Признак Куммера. Пусть 


С О 


будет произвольная последовательность положительных чисел, такая, 
что ряд 


{< 


2 
Ст 
1 


расходится *. Составим для испытуемого ряда (А) варианту 


Я 
в = Сп 
Яп+1 


— Сп+1. 
Если (для п`> М) выполняется неравенство 
п = 5, 
где -- постоянное положительное число, то ряд сходится. Если же 
(для (ПМ) 
п = 0, 
то ряд расходится. 
ДоклзатекльствОое. Пусть 


п = Сп. 


Я 


— би+1=228 > 0 
Я 1+1 
(неравенство это, очевидно, можно считать выполненным при всех п). 
Умножив обе части этого неравенства на а„-.1, получим: 


Сп@п — Сп+19п+1220' @п+1, (6) 
значит, 


Спа — Си1@п+1 >20 или свав > сиа@т+т. 


———— 


* Обращаем внимание читателя на то, что последним предположением 
мы будем пользоваться только при выводе признака расходимости; 
признак сходимости в нем не нуждается. 
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Отсюда следует, что переменная с„а» монотонно убывает и, следова- 
тельно, стремится к конечному пределу (так как она ограничена снизу нулем). 
Итак, ряд 
оо 
У, (Сп — Сп+1@п+1) 
п=1 


сходится, ибо сумма его п первых членов; 
. С1@41 — Сп+19п+1 


имеет конечный предел. Но тогда из неравенства (6), по теореме 1, следует, 
[©.9) 
что сходится ряд У, Зап, а с ним и данный ряд (А). 
п=1 
Если же, для п`> М, 


Уп = Сп — Сич = 0, 
+1 
то имеем: 
| 
Яп+1 —__ Сп 
=— ® 
ап | 


1 
Так как ряд же предположен расходящимся, то, по теореме 3, расхо- 


дится и испытуемый ряд (А), ч. и тр. д. 
В предельной форме признак Куммера выглядит так: 
Допустим, что варианта Ди имеет предел (конечный или нет): 


Ш 07 == 6. 


Тогда при й`>0 ряд сходится, а при {< 0— расходится. 
Покажем теперь, как при помощи признака Куммера можно полу- 
чить некоторые важные признаки сходимости как частные случаи его. 


мл |1 
а) Положим, например, с ==1; условие, чтобы ряд У — расходился, 
Сп 
соблюдено. Имеем: 
ап 1 
ба = 1-1. 
1+1 71 


Если варианта &„ стремится к пределу @%, то 7 стремится к пределу 
жа. если @ = 0; о; = — 1, если @ = -- со). При Я > 1, 


очевидно, 5 < 0, и по признаку Куммера ряд расходится; если же @ < 1, 
то 0/20, и ряд сходится. Таким образом, мы пришли вновь к признаку 
Даламбера. 


Ал 1 
6) Положим, далее, с„ = п и отметим, что ряд № -_ Расходится. Быра- 


жение 0//„ получит вид: 
Чт 
= т. м =Яи 
Чи 
Если варианта %„ стремится к пре. слу, то У стремится к пределу 
6 = —1 (# = + 0%, если = +00). При %Ф >11 имеем 50, и по 


признаку Куммера рял сходится; если же < 1, то < 0, так что ряд 
расходится. Мы ввковь г.олучили признак Раабе. 


372] $ 2. сходимость положительных РЯДОВ 28 


в) Наконец, возьмем с„= п шл (п == 2), такой выбор допустим, ибо ряд. 


ро т расходится [367, 6)]. Имеем в этом случае 


— "п ши- 1), 


Я п 


и = пШл. 
Я +1 


что можно также представить в виде: 
п-+1 


ЕЕ и [п 1) 1 | (1 -- =, (+=) 5 


@п+1 п 


если обозначить через #„ новую варнанту: 


а 
Я, тии Пи = шл. (в — 1). 
Я --1 
Отсюда получается уже новый 
Признак Бертрана (}. Вейгапа). Допустим, что варианта %®ъ 
имеет предел (конечный или нет): 


Я = Ит 
Гогда при ®`>1 ряд сходится, а при ®< 1 — расходится. 


р , ] в--1 
Действительно, так как Ит п (1 -|-- = = юр е==1, то варианта К ум- 
/ 


мера 5/47». стремнтся к пределу 5 = ® —1 (5 =- сою, если ®@ = о). 
Остастся сослаться на признак Куммера. 

Согоставляя признаки Раабеи Бертрана, можно было бы повторить 
те же замечания, которые мы выше сделали ио поводу признаков Далам - 
бера и Раабе [369]. Эта цепь все более и более чувствительных (но и 
более сложных!) признаков может быть неограниченно продолжена. 

372. Признак Гаусса. Из признаков Даламбера, Раабе и Бер- 
трана легко может быть получен следующий признак Гаусса (С. Р. Саиз3). 

Признак Гаусса. Допустим, что для данного ряда (А) отношение 


Ч } о 
р. может быть представлено в вио6: 
+1 
_ @ъ м Л -| к _ д 
а +1 | 


где \ и р — постоянные, а 0 есть ограниченная величина: |0, | = [; 
тогда ряд сходится, если ^`>1 или если = в 1, и расходится — 
если < | или = =. 


5 ._ а 1 
Случаи / =1 приводятся к признаку Даламбера, ибо Ит — = % 
® 
Пусть теперь ^ = 1; тогда 
Чт 9 ) 
== п ( ==, Я=ы, 
@п-+1 п 


и случаи 2 =21 исчерпываются признаком Раабе. Наконец, если р, = 1, то 
имеем: 


шл 
Я. = Ш п (п — а 


шл 
Так как —— , как известно, стремится к нулю при п -> со, а 8 ограничена, 
п 


то Я = Шт ®, =0, и по признаку Бертрана ряд расходится. 
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Примеры. 1) Рассмотрим так называемый гипергеометрический ряд 
{Гаусс}: 
па@-у.. Е И 
Ро въ етнУ 
И 


Не 
В О — ь 
о * 
ИАН 
1.2.3.1. а-+0.а-2) кр 


предполагая пока а, В. 1, х`>0. Здесь 


Ят-+1 (ап) В”), 
Я п Ел) ап) * 


так что го признаку Даламбера сразу устанавливается сходимость при 
х< Ти расходимость при х`›>1. Если же х = 1, то возьмем отношение 


а боли. ВР 
+1 (а п) (В п) (1 +=) (1+*) 
п п 


и, пользуясь разложениями: 


=: 


1 2 о 
] р. —. т в в 
Ти п г Ти 
представим его в виде: 
се а 
—. - п п? ' 


где 0, — ограничена. Применяя признак Гаусса, видим, что ряд Р (а, В, 1, [) 
сходится при {—а— В `> 0 и расходится при 1 —а —3 = 0. Ниже мы вер- 
немся к гипергеометрическому ряду при более общих предположениях 
относительно а, 3, 1 и Хх. 

2). Другим примером на применение признака Гаусса может служить 
ряд 


1+(2) +65) + ыы (и) + ... (>0, 


который сходится при р2 и расходится при р=2. Здесь — по формуле 
Тейлора 


(т) = (1-3) + аля +0 (м). 


откуда 


(0,, — ограничена), 
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373. Интегральный признак Маклорена - Коши. Этот признак 
по форме отличается от всех предыдущих. Он построен на идее 
сопоставления ряда с интегралом и представляет собой обобщение 
того приема, которым мы уже пользовались для выяснения сходи- 
мости или расходимости ряда в примерах 4), 5), 6) п” 367. 

Пусть предложенный ряд имеет форму 


та, = № /‹и), (7) 


где /(п) есть значение при х = некоторой функции Г/(х), опье- 
деленной для х —|*; функцию эту предположим непрерывной, по- 
ложительной и монотонно убывающей. 

Рассмотрим какую-либо первообразную функцию Р (х) для 
1(х); так как ее производная Е’ (х) = 1 (х) > 0, то Р (х) возрастает 
вместе с х и, при х —* -- со, наверное, имеет предел, конечный или 
нет. В первом случае ряд 


со 


ЕЕ В(а) (3) 


п =1 


сходится, а во втором — расходится. С этим рядом мы и сравним 
испытуемый ряд. 


По формуле конечных приращений, общий член ряда (8) пред- 
ставится в виде: 


Раео—Р(а) =Ла-9) (0<9<1, 
так что вследствие монотонности функции /(х) 
аи: = (п) < Р®- 1) —Р(®) < /(@®) —=а,. (3) 
В случае сходимости ряда (8), по теореме. 1, сходится ряд 


С сс 

ь 1 ь 1 

> а, 1= № (и -- 1), члены которого меньше соответственных 
1-1 и—1 


членов ряда (8); значит, сходится и данный ряд (7). В случае рас- 
ходимости ряда (8), расходится и данный ряд (7), ибо члены его 
больше соответственных членов ряда (8). | 

Таким образом, мы приходим к следующему интересному при- 
знаку (впервые найденному в геометрической форме Маклореном, 
но позабытому и лишь впоследствии вновь открытому Коши): 


* Начальным значением номера п, вместо 1, может быть и любое другое 


натуральное число /.; тогда и функцию /(х) надлежит рассматривать при 
Хх = по. 
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Интегральный признак. При сделанных предположениях 


ряд (7) сходится или расходится в зависимости от того, имеет 
ли функция 


Е (х) = [од ах 
при х-—› со конечный предел или нет. 


Приведем примеры применения этого признака (помимо рассмотренных 
в 367). 


[@») 


1 
о Уи 6 > 9 
п.2 


Здесь Л (х) = 


дитсЯя. 


1 ®* 
х. Ш х ' 


(хх) = 


———- О при х ь - 
ах ^ р — 00: ряд схо 


1 


Е РЕ 
2—4 п. пп. ШШшл 
п-=3 | 


Имеем / (х) = хшх. шшх 


у 
иене 0 


п=3 


Е (х) = шп № х-> -- со: ряд расходится. 


В этом случае 
| 
7 = х. шх (ш Ш х)1+° ' Г 5. (ших) о эе. 


ряд сходится, и т. д. 


Первообразную функцию ЁР(х) можно взять и в форме опреде- 
ленного интеграла 


Е (х) = Ту@ ЧЕ. 
1 


Предел его при х-—›-- со называют «интегралом от | до -- оо» * 
и обозначают так: 


+22 
Е (+ оо) = [10 4. 
1 


Итак, предложенный ряд (7) сходится или расходится, смо- 
тря по тому, имеет ли этот интеграл конечное значение или 
нет. ** 


* Это так называемый несобственный интеграл; подобными инте- 
гралами мы будем заниматься в главе ХШ. 

** При такой формулировке признака доказательство легко провести 

без предположения о непрерывности функции Х (х) и используя только 


определенный интеграл (который для монотонной функции существует, 
298, 111) 
у р ® 
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В такой форме интегральный признак допускает простое геоме- 
трическое истолкование, близкое к идее Маклорена. Если изобра- 
зить функцию /(х) кривой (черт. 54), то интеграл Р (х) будет выра- 
жать площадь фигуры, ограниченной этой кривой, осью х и двумя 
ординатами; интеграл же Р (-- сю), в некотором смысле, можно рас- 
сматривать как выражение для площади всей бесконечно прости- 
рающейся направо фигуры под кривой. С другой же стороны, 
члены 4, 4.»,..., а... ряда (ТГ) выражают величины ординат 


р 
017777 аЯ 


ИИА ИЯ т 
0 1 г 3 п 10+] 
Черт. 54. 
в точках х=|, 2,.... И... ИЛИ, ЧТО то же, площади прямо- 
угольников с основаниями | и с высотами, равными упомянутым 


ординатам. 

Таким образом, сумма ряда (7) есть не что иное, как сумма 
ллощадей выходящих прямоугольников, и лишь первым членом 
отличается от суммы плошадей входящих прямоугольников. Это 
делает совершенно наглядным установленный выше результат: если 
площадь криволинейной фигуры конечна, то и подавно конечна пло- 
шадь заключенной в ней ступенчатой фигуры, и предложенный ряд 
сходится; если же площадь криволинейной фигуры бесконечна, то 
бесконечна и площадь содержащей ее ступенчатой фигуры, так что 
в этом случае ряд расходится. 

Сделаем теперь некоторые замечания относительно дальнейшего 
использования неравенств (9). 

а) В случае существования конечного предела 


нт Р (х) = РС оо) 


д -> + со 


можно указать удобную оценку остатка предложенного ряда. 
Именно, просуммировав неравенства 


ах < Р(®) — ЕР (Е —П < 4% 
при Е =п-1,..., п-т, получим 


п-т п--т—1 


У, сит) РФ < рэ ау. 


К=п-1 к=п 
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Перейдем к пределу, увеличивая здесь т до бесконечности: 


сс 


% 1 
УР) РУ 
ЕЕ! К=П 
ИЛИ 


1 
Е (+ оо) — Ра = У = Р(+ 00) —Р (и); (10) 
КП 1 
это и дает искомую оценку как сверху, так и снизу *. 


Фо 


1 
Например, для ряда У а (3`>0) будет 


п-1 
о =-кк, Ре, Роб) =0 
Е ЕЕ (-оо) = 0, 
м 
по 1 
И, 
Е=п-1 


6) Если же Р(х) возрастает до бесконечности вместе с х, то 
эта функция позволяет судить о быстроте роста частичной 
суммы предложенного ряда. Рассмотрим неравенства 


О < Л(&) Р-Р < -—Ле-о 


и, просуммировав их от Е =| до К==п, получим возрастаю- 
щую, но ограниченную варианту 


Х/®— Ре ель) 


* Так как 
вт 


Еа-т Е = [ 1(6) а, 
п 
то, переходя к пределу при т -—>оо, получаем несобственный интеграл 
со 


Е (+0) — Е (п) = [ #(#) аг. 


Поэтому неравенства (10) могут быть переписаны так: 


<х> 


Глош= у ак = у ив) = [уда (10а) 
К=п-+!1 п 


в-1 Е=п-1 
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которая стремится к конечному пределу. То же справедливо и отно- 
сительно варианты 


© Л®-Е@- п. 


Если через С обозначить ее предел, а через ях„ — бесконечно ма;ую, 
которой она разнится от своего предела, то придем к формуле: 


ХЛ®=Еа ОС, 


Например, при Л (х) = т К (х) = шх, отсюда вновь получается формула 
Р т 


(4) п? 367. 

374. Признак Ермакова. Примерно ту же область применения, что и 
интегральный признак, имеет и своеобразный признак, предложенный 
В. П. Ермаковым. Формулировка его не содержит понятий интеграль- 
ного исчисления. 

Признак Ермакога. Предположим по-прежнему функцию } (х) непре- 
рывной *, положительной и монотонно убывающей для х>1**. Тогда, 
если для достаточно больших х (скажем, для х >= ху) выполняется 
неравенство 

ее 


ны 1, 
т 
то ряд (Т) сходится, если же (для х == хо) 
Е 


= 
то ряд (7) расходится. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выполняется первое неравенство. При 
любом х >= ху будем иметь (подстановка Ё == ©) 


Ин 


е с т 
Глои= [лен они 4 Глоаь 
е®, 2) 2, 
отсюда 
ет зе е® 
а-я [ложа [лом Г ло | = 
ег) т, еб и 
ев. е® ево 
= ] ло -— [ло |= | 04 
2% ях ий 
Так как 
ет `> х, (12) 


Е На деле требование непрерывности может быть опущено. См. 
сноску “* на стр. 284. 
** См. сноску на стр. 283. 
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и вычитаемое в последних скобках положительно. В таком случае 


е® ео 

9 ь 
Гловер е | 7046 
ео 7 

ео 


прибавляя к обеим частям интеграл | 7 (1) аЁ, получим 
ых 


х Су 


е е 
Глои=-— Глоа=ь 
т. 20 


и тем более — учитывая (12) — 


Гл и (хо). 


Так как с возрастанием х и интеграл возрастает, то для него существует 
конечный предел при х-»ою: 
(ФФ) 
[ Г аЕ 


2% 


и — по интегральному признаку — ряд (7) сходится. 
Пусть теперь имеет место второе неравенство. Тогда 


Г (4 = Г/ (а 
ео о 


ео 


и — если к обеим частям прибавить интеграл [ Л(Р) аЕ— 


9й 
в 2% 


Гоа Гош а>и 


(так как, ввиду (12), хо.< е"°). Определим теперь последовательность 
Хо, Хт, Фо оу Ап-1 ^п, ...) 


2 — 
полагая х„ =е "7; по доказанному 


у 


[ ат, 
п-—1 
так что 

® 


Гл 4 = у Го 4 = пл. 


т. 1=1 1—1 
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Отсюда ясно, что 


Гуфа= т [лош=- о, 
а 


и — по интегральному признаку — ряд (7) расходится. 
Примеры предыдущего п° легко исчерпываются и с помощью доказан- 


ного признака: 
со 


ь 1 
2 мпеи 2% 
п ==2 
В этом случае {(-х) = 7 ие:х ›, И выражение 
Ф).ртх ФЕ 
Пе Ия 0 при х-—>со, 


так что при достаточно больших х оно становится меньшим любой пра- 
вильной дроби 4: т сходится. - 


2) тит п. Шшл. пап. 


1 
Зде = ——щщ, 
десь /[ (х) шо. ых , а Выражение 
1 (2) - с 
—_—_ =шлх-»+сю при х->со, 
70) . 
и при достаточно больших х превзойдет единицу: ряд расходится. 
& 1 
‚. м4 п. ПП. (пп п) +9 >09. 
п —=3 
Имеем на этот раз 
1 - 
р) = х.шх. (шшх)1+°' 
У (е®) . ет (пп х)1+° , 
о при х-»с0: ряд сходится. 


Заметим в заключение, что функция ет, фигурирующая в признаке 
Ермакова, может быть заменена любой другой функцией $ (х), моно- 
тонно возрастающей, положительной, имеющей непрерывную производную и 


удовлетворяющей неравенству | 
$ (х) > х, (12”) 


которое заменяет (12). Доказательство может быть скопировано с приведен- 
ного выше. Таким образом, в общей форме признак Ермакова является 
источником для получения ряда конкретных признаков, отвечающих различ- 


ному выбору функции ф (х). 
375. Дополнения. 1) Мы воспользуемся оценками (11), чтобы охарак- 


теризовать поведение функции Римана [365, 2)] 


(ФФ) 


Кано Уи 


п=1 
(которая определена лишь для ‹`> 0) при приближении ск 0. 


19 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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Прежде всего, полагая п =0 в первом из неравенств (11) и п= | во 
втором из них, легко получить 


1 = 5.6 (1-Н о) = 1-Е в, 
Ит о. (1-Н ов) = 1. 
<> 0 


Можно прийти к более точному результату, если, исходя из очевилного 
равенства 


1 1 1 
ЕЕ ) рл+э › 


откуда 


применить неравенства (11) при произвольном п: 


] 1 1 | 1 
ТР ч- ... Ня [Ча |< 9—ч<1+ 
1 1 111 
Чите +... ии + (+-—1). 


Переходя здесь к пределу при с->0, мы получим 


о веря аф9—ч|= 
= [а —|=1+5 + ‚т мя* 


Наконец, ввиду произвольности п, устремим здесь п к бесконечности Так 
как первое и последнее выражения, в силу (4) п” 367, при этом стремятся 
к эйлеровой постоянной С, то наибольший и наименьший пределы совпа- 
дают, так что существует обычный предел и равен 


т [50 +9—>| =. 
в >0 б 

[Эти результаты принадлежат Дирихле.] 

2) Пусть члены ряда (А) монотонно убывают; тогда ряд (А) 


Фе) 
сходится или расходится одновременно с рядом — о ат (Коши). 
к=0 
Действительно, с одной стороны, 


А, < ал (а + аз) + ги -- (ак ее —- 4.*+1_1) < 


хара Ва -- 2*а к, 
а с другой — 


Ак = а, а, | (а. -На,)-| еее + (@к-1. 1-Е р -- ак) > 
] 
>оа, та, | 2а, -- 2 = 57 (а, + 2а, + 4а, + ... - 2^а). 


1 


* Мы пока не знаем, существует ли предел выражения & (1 -- с) Е 


при ‹->0, и потому пользуемся наибольшим и наименьшим пределами [42]. 


ЕР 1 1 
Пределы выражений — [=— 1 и [е--Е— 1] находим по формуле 
77, 5), (6). | 
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Отсюда и следует требуемое заключение. 


©) 
1] 
Например, поведение ряда У совпадает с поведением ряда 


1 
®®) 

1 & 
Зои (<> 0) сходится вме- 


®.®) 
| ряд У — 
‚ явно расходящегося. Ряд 2 ПТ 


сте с рядом 


0 1 
ь 1: | ЗЕ: 1 © | р 
ых 2 Е) — — Ба Ряд _ — я Расходится ибо рас- 

0 0 2 


со со 


с 1 ь 1 
ОК _\% 
ходится ря! Кии ——, ИТ. д. 
”. р — ОК п А = К.П й 
1 1 


= кто 
В этой теореме ряд сравиения У ах может быть заменен и более 
<: 
общим рядом ыа т".а, 1» где т — любое натуральное число. 
&-:0 
3) Пусть (А) будет произвольный сходящийся ряд. Какие заклю- 
чения можно сделать о порядке малости общего члена а» по сравнению 


ое 


п 


Прежде всего, очевидно, что если эти бесконечно малые вообще срав- 
нимы между собой [60], т. е. если существует предел 


: а : 
Пи о - —= Ши пан =, 


р 
то необходимо с ==0, так что 


И, (-.. : (13) 


‹ \ | 
Действительно, иначе — ввиду расходимости гармонического ряда у К в 


и данный ряд был бы расходящимся [366, теорема 2]. 
Однако существование такого предела, вообще говоря, не обязательно, 
как видно на примере ряда 


| ЗН 1 1 1 1 1 1 1 
Ра Рае тета ты РЭ г. 


1 
Сходимость этого ряда ясна из сопоставления с рядом У =: в то же 
1 


ь 1 
время, если п не есть полныи квадрат, то для него паз = т В Противком 


же случае: паз == 1. 
Впрочем, если члены ряда монотонно убывают, то для сходи- 


мости его условие (13) все же необходимо. Действительно, при любых 
тип>шт: 


(п — 7) аа Затьа-Н ... ав < 


19% 
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где 2м — остаток ряда. Отсюда 


п 
Па о 


Пусть сначала т взято так, чтобы аз было меньше произвольно заданного 
числа = > 0; если предположить теперь п настолько большим, что 


п Е 
пт ат 


то одновременно паи < ь, ч. и тр. д. 

Заметим, в заключение, что даже для рядов с монотонно убывающими | 

членами условие (13) отнюдь не является достаточным для сходимости. 
ФФ) 


Это видно на примере ряда у 
2 


п пл ° 


[ФФ] 
4) Если ряд У, 4и расходится, и О» означает его п-ю частичную 
Л 


а 
сумму, то ряд \ <" также расходится, в то время как ряд 


40, 
1 
ы | 
> и (>0) сходится. [Абель (М. Н. Аое!) и Дини (0. 01) 
1 у 
Имеем 


Чт +1 п-т Чт Е ыы -- 4Чп+т Ви 
ще мы ‹ фо 00 ЕЕ ЗН 
Ръ+1 ря в Эа -+т Ри+т 


Сколь большими ни взять п, всегда можно выбрать такое т, чтобы было 


_В»_ 1 Чп+1 Чп+т | 
< - и, следовательно, ^^ -Н... + о>-. 
ИР в 
©.®) 

4 [24 

Для ряда =" нарушено основное условие сходимости [354,5°] — ряд 
п 
расходится. 
\.®) 


Для доказательства сходимости ряда о м мы прибегием к при- 
1 в 
ему, сходному с примененным Коши [373]. 
К функции ] = =—— . — в промежутке от х = )и-1 до х = Оъ 
применим формулу конечных приращений: 


1 1 1] Чи‘ Е 
5 р | -- та где Ов-1< и < Он. 
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Таким образом, члены рассматриваемого ряда соответственно меньше членов 
со 


1 1 1 
сходящегося ряда р = АИГ. ‚ что и доказывает высказанное 
п—1 п 


утверждение. 
ФФ) 


5) Если ряд У, сь сходится, и 1и означает его остаток после п-го 
1 


С 
члена, то ряд ы —" _ расходится, в то время как ряд 


У 0<а<1 
а 


сходится (Дини). 

Доказательство аналогично предыдущему. 

6) Следующий признак сходимости недавно был указан Н. А. Сапо- 
говым: 

Если и, — положительная монотонно возрастаю щая варианта, то ряд 


©®) 
У У. (1 ыЕ =") равно как и У, (1 1) 
т п 
п=1 п =1 


сходится при условии ограниченности этой варианты и расходится — 
8 противном случае. 
Положим (при п =1, 2, 3, ...) 


т 
ав = Ив+1— и Ри = > к = Ип+1 — И1. 


тогда предложенный ряд перепишется так; 


[®.®) 


& Чъ 


ии’ 
й =1 


и его поведение совпадает с псведением ряда 


©.) 


м 4 


©.) 
а значит — и с поведением ряда У 4в (в случае расходимости его можно 
п=1 
сослаться на результат Абеля-Дини, 4)). Последний же ряд сходится 
или расходится в зависимости от того, будет ли варианта и» ограниченной 
или нет. 
7) Пусть даны два сходящихся ряда: 


ФФ) Фо) 
— ® у 
— ей — Св. 
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Второй называется медленнее сходящимся, чем первый, если, 


/ 
остаток 1, второго. ряда есть бесконечно малая низшего по рядка 
чем остаток 1„ первого: 


“ 
Для каждого сходящегося ряда У еп можно построить ряд, мед- 
1 
леннее сходящийся. Достаточно рассмотреть, например, ряд 


Ф®) Ф®) 
1 трой ‚ )* 
ы о (Узж—1— Уз») , 
п --1 п-=1 
3 ‘ | ды. 
так как в этом случае 1„ = ]/ т, 
Рассмотрим теперь два Е ряда: 
со 
х 
© Чи и уз Ч, 
п - = 
Про второй говорят, что он расходится медленнее, чем первый 
если его частичная сумма р’ является бесконечно большой низшего, 
порядка, чем частичная сумма Ри первого: 
/ 
. В» 
117 В 0. 
И 


[@®) 
Для каждого расходящегося ряда Яя можно построить ряд, 


медленнее расходящийся. С этой целью можно, например, взять ряд. 


2) 


УХ 4 =УР:+Х (УВ, УР 


й —= пи=2 


р ЕЕ 
здесь О„ = Ур, 

Аналогичные заключения можно получить и с помощью рядов А беля. 
и Дини, рассмотренных в 4) и 5). 

Построенные примеры приводят к такому принципиально важному. 
утверждению: никакой сходящийся ( расходящийся) ряд не может служить. 
универсальным средством для установления путем сравнения. 
с ним ** сходимости (расходимости) других рядов. 

Это ясно из того, что 


С __ 1" — 


г. — Уж: — Ут 


= 9 == УВ, + У Бы-1-> -{ ©°. 


Уи 


ФФ) 
% 
* За 10 принимаем всю сумму У, си. 


И Ути—1- Ут, —0 


1 
** С помощью любой из теорем п” 366. й 
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8) Пусть даны две последовательности положительных чисел 
ат, Яо, ‚..оу а, ..о И В, о, ..оу и, ооо 


Каково бы ни было и, для первых п чисел этих последовательностей имеет 
место неравенство Коши — Гельдера: 


и неравенство Минковского: 


1 


—4 


т. п №. п —: 
{$ (а: ни =} и +15 ый 


= $=1 


1133] (5) и (7)|. Здесь А — произвольное число >11, а Е другое число 
тоже `> 1, которое связано с А соотношением 


1 1 
В: о. 


Переходя в этих неравенствах к пределу при п —>оо, получим подобные 
же неравенства для бесконечных рядов: 


1 1 
со [ со к ( со йе 
у, ав: = Гм 6: 

Хи ДР | 


и 
Г. ® и 
17 баые | =] > а} 


причем из сходимости рядов в правых частях вытекает сходимость 
рядов в левых. 


$ 3. Сходимость произвольных рядов 


376. Общее условие сходимости ряда. Обратимся к вопросу 
о сходимости рядов, члены которых могут иметь произвольные знаки. 
Так как, по определению, сходимость ряда 


ФФ) 


ы 
Хак а |... Ра... (А) 
^ а» 
приводится к сходимости последовательности 

А,, А., эоэУу А», еоеу Пат озфу (1) 


составленной из частичных сумм ряда, то естественно приме- 
нить к этой последовательности принцип сходимости [33|. Из двух 
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номеров п и п’, которые в нем упоминаются, можно, не умаляя 
общности, считать п’> п и положить п’=п т, где т — любое 
натуральное число. Если вспомнить, что 


Е Ав — би 1 а. ‚2 ... бал 


то принцип сходимости применительно к ряду можно перефрази- 
ровать так: 

Для того чтобы ряд (А) сходился, необходимо и доста- 
точно, чтобы каждому числу =>0 отвечал такой номер М, 
что при п > М неравенство 


[ав ава те -Н @дую | = Е (2) 


выполняется, каково бы ни было т= 1, 2, 3,../.* 

Иными словами: сумма любого числа членов ряда, следую- 
щих за достаточно далекихл, должна быть произвольно 
мала. 

Если, предполагая ряд сходящимся, в неравенстве (2) взять, 
в частности, т —= |, то получим: 


| вла | «= (при п> М), 


так что а, -»0 или (что то же) а,„-—»0, и мы вновь приходим 
к известному необходимому условию сходимости ряда [364, 5°]. 
Оно требует. гораздо меньшего, чем принцип сходимости: необхо- 
димо, чтобы не только далекие члены, в отдельности взятые, 
были малы, но и сумма далеких членов, взятых влюбом 
количестве, должна быть мала! В этом смысле поучительно вер- 
нуться к гармоническому ряду [365, 1)] и к неравенству (1), уста- 
новленному для его членов. Хотя общий член здесь и стремится к 0, . 


] ь 
но неравенство (2) (настоящего п°) при = И Т—П не выпол- 


няется ни при одном п, и гармонический ряд расходится! 

Нужно сказать, однако, что проверка выполнения приведенного 
общего условия сходимости ряда в конкретных случаях обычно 
бывает затруднительна. Поэтому представляет интерес изучение класса 
случаев, когда вопрос решается с помощью более простых средств. 

377. Абсолютная сходимость. Мы видели в предыдущем пара- 
графе, что в отношении положительных рядов сходимость, по боль- 
шей части, устанавливается легко, благодаря наличию ряда удобных 
признаков. Поэтому естественно начать с тех случаев, когда вопрос 
о сходимости данного ряда приводится к вопросу о сходимости 
положительного ряда. 

Если члены ряда не все положительны, но начиная с некоторого 
места становятся положительными, то отбросив достаточное количе- 


* Оба автора принципа сходимости — Больцано и Коши сформули- 
ровали его именно как условие сходимости бесконечного ряда. | 
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ство начальных членов ряда [364, 1°], сведем дело к исследованию 
положительного ряда. Если члены ряда отрицательны или, по край- 
ней мере, с некоторого. места становятся отрицательными, то мы 
вернемся к уже рассмотренным случаям путем изменения знаков всех 
членов [364, 3°]. Таким образом, существенно новым случаем будет 
тот, когда среди членов ряда есть бесконечное коли- 
чество как положительных, так и отрицательных 
членов. Здесь часто бывает полезна следующая общая 

Теорема. Пусть дан ряд (А) с членами произвольных знаков. 
Если сходится ряд 


[ее [ее «1. На, ..., (А*) 


составленный из абсолютных величин его членов, то и 
данный ряд также сходится. 

ДоклдлзаА„теЕЛЬСТВО сразу получается из принципа сходимости: 
неравенство 


[ав а-Н @и2 -Н и Е бит [55 | Фа [ [и -- ... | ат | 


показывает, что если условие сходимости выполняется для ряда (А*), 
то оно тем более выполняется для ряда (А). 

Можно рассуждать и иначе. Из положительных членов 
ряда (А), перенумеровав их по порядку, составим ряд 


г 
ь 1 
> рь=Е р, + Рё РЕ (Р) 
так же поступим с отрицательными членами и составим ряд 
из их абсолютных величин ь 
[Ф®) 
— 
в = -- 4-2 я (0) 
711 = 


Сколько бы членов того или другого ряда ни взять, все они содер- 
жатся среди членов сходящегося ряда (А“), и для всех частичных 
сумм Рь и О выполняются неравенства 


Ру= А*, Ои= А", 


так что оба ряда (Р) и (0) сходятся [355]; обозначим их суммы 
соответственно, через Ри ©. 

Если взять И членов ряда (А), то в их составе окажется А поло- 
жительных и т отрицательных, так что 


А, =Р, — Ом. 


Здесь номера А и т зависят от п. Если в ряде (А) как положи- 
тельных, так и отрицательных членов бесчисленное множество, то 
при п > со одновременно Е -—+ © и т-› о. 
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Переходя в этом равенстве к пределу, приходим снова к заклю- 
чению о сходимости ряда (А), причем его сумма оказывается равной 


А=Р— 0. * (3) 


Можно сказать, что при сделанных предположениях сумма дан- 
ного ряда равна разности между суммой ряда, составленного 
из одних положительных его членов, и суммой ряда, составлен- 
ного из абсолютных величин отрицательных членов. Этим мы 
в последующем будем пользоваться. 

Если ряд (А) сходится вместе с рядом (А”), составленным 
из абсолютных величин его членов, то про ряд (А) говорят, что 
он абсолютно сходится. По доказанной теореме, одной схо- 
димости ряда (А”) уже достаточно для абсолютной сходимости 
ряда (А). 

Как увидим ниже, возможны случаи, когда ряд (А) сходится, 
а ряд (А“) — нет. Гогда ряд (А) называют неабсолютно схо- 
дящимся. | 

Для установления абсолютной сходимости ряда (А) — к поло- 
жительному ряду (А“”) могут быть применены все признаки сходи- 
мости, изученные в предыдущем параграфе. Но нужно быть осто- 
рожным с признаками расходимости: если даже ряд (А*) окажется 
расходящимся, то ряд (А) может все же сходиться (неабсолютно). 
Исключение представляют только признаки Коши и Даламбера, 
и именно потому, что когда они констатируют расходимость ряда (А), 
то это значит, что общий член |а„| ряда (А*) не стремится к нулю *, 
а тогда и а’ к нулю не стремится, так что и ряд (А) также расхо- 
дится. Поэтому упомянутые признаки могут быть перефразированы 
применительно к произвольному ряду. Сделаем это, например, для 


признака Даламбера (который преимущественно и применяется 
на практике): 


: а 
Признак Даламбера. Пусть для варианты т су- 
ществует определенный предел: 


а —= Ит @,, 


тогда при 9" < 1 данный ряд (А) абсолютно сходится, а при 
<*> | он расходится. 


378. Примеры. 1) Применить признак Даламбера ко всем рядам 
(а) — (д), о которых была речь в 2) п? 370, но отбросив требование х > 0. 
Мы получим, что: 

(а) ряд абсолютно сходится для всех значений х; 

(6) ряд абсолютно сходится при — 1< х< Ти расходится при х == [| 
или х = —|[ (при х = 1 нарушается необходимое условие сходимости); 

(в) ряд абсолютно сходится при — 1 < х< | и расходится при х > 1 
или х< — [; если $ >|, то при х = - 1 ряд также абсолютно сходится, 


— 


* См, сноски на стр. 320 и 321. 
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если же 0% $-=1, то при х==| ряд заведомо расходится, а при х = — 1 
вопрос пока остается открытым; 

(г) ряд абсолютно сходится при —е< х«Кеи расходится при х ==е 
или х—е ВИ х = Ее нарушается необходимое условие сходимости); 


] 1 
(д) ряд абсолютно сходится при а. <. = и расходится при 


1 ] 1 
Е или < —-. (прих=— вопрос пока остается от- 


крытым). 


—° 


а (х = —1). 
Иа»)... 
Имеем ’- 
|х|, если —1<х<Ь, 
@ „= РГ @" = — если х=1, 
0, если хх —1 илих >| 


итак, ряд абсолютно сходится для всех значений х == — 1. 


хп 
3) о (Ху. 
=1 
Здесь 


| х|, если —1<х<1 
| если х>1 или хх — 1. 


При |х|<1 ряд абсолютно сходится; при |х|`>1 признак Далам- 
бера ничего не дает, но все же можно заключить о расходимости ряда, 
ввилу нарушения необходимого условия сходимости. 

4) Вернемся кгипергеометрическому ряду [372] 


г х— хт+! 
„= ] ВНЕ! 
—х г | 


- —_ к я. (а--1).... (ат — 1.3. (3-1). (++ п — 1) 
т от т а 


в=1 


— при любых а, 3, у. х (параметры а, 3, у предполагаются лишь отличными 
от нуля и от целых отрицательных чисел). 

Применяя признак Даламбера в новой форме, убеждаемся, что при 
1х|< 1 этот ряд абсолютно сходится, а при | х| >> | расходится. 

Пусть теперь х = 1; так как отношение 


3 1 
(10,13 


р. 


для достаточно больших п будет положительно, то члены ряда, начиная 
с некоторого места, будут иметь один и тот же знак, а тогда к ним (или 
к их абсолютным величинам) приложим попрежнему признак Гаусса, кото- 
рый показывает, что ряд сходится (конечно, абсолютно) при сов 0 
и расходится при 1 — а —В = 0. 
Пусть, наконец, х = —1. Из только что сказанного ясно, что при 
{—@—3`>0 будет сходиться ряд, составленный из абсолютных величин 
членов данного ряда Р(а, В, 1, — 1), так что данный ряд в этом случае 
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сходится абсолютно. При 1—а—3< — 1 будем иметь, начиная с не- 
которого места, 


Я п 


№ т.е. | п | < [@в+1 | 


@п+1 


а» не стремится к 0, ряд расходится. 
В случае х=—Ти —1<1у—а—6В=<0 вопрос о сходимости 
ряда Р (а, В, 1, —1) остается пока открытым. 


379. Степенной ряд, его промежуток сходимости. Рассмотрим 
степенной ряд вида 


— ах" —= нах д -... На" ..., (4) 
п=0 И: 


представляющий собой как бы «бесконечный многочлен», расположен- 
ный по возрастающим степеням переменной х (а, а1, @2, ... злесь 
обозначают постоянные коэффициенты). Выше мы не раз имели дело 
с такими степенными рядами [см., например, в предыдущем п° 1} 
(а) — (д) ]. 

Предложим теперь себе выяснить, какой вид имеет «область 
сходимости» степенного ряда, т. е. множество .97=={х} тех значе- 
ний переменной, для которых ряд (4) сходится. Это послужит снова 
важным примером применения изложенного выше. 


Лемма. Если ряд (4) сходится для значения х =х, отлич- 
ного от 0, то он абсолютно сходится для любого значе- 


ния х, удовлетворяющего неравенству: |х| < |х|. 
Из сходимости ряда: 


ы | 
Ура = шах -Р ах -- О, ПВ 
п=0 


у 


вытекает, что его общий член стремится к 0 [364, 5°], а следова- 
тельно, — ограничен [26, 4°]: 


4х” |< М (п=0, 1,2, 3, ...). (5) 


Возьмем теперь любое х, для которого |х|<|х|, и составим 
ряд 


У [ант = [ао [ ЗН [аля [| 5х? |... Нах"... ©) 
Так как [см. (5)]|: 
Гат || ых" | * |= ый 


=. 
Хх 
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и члены ряда (6) оказываются меньшими соответствующих членов схо- 


— <!): 


дящейся геометрической прогрессии (со знаменателем 
Хх 


м+м. || м. |= |+ +м. |= |+ а 


то, по теореме 1 п° 366, ряд (6) сходится. В таком случае, как мы 
знаем, ряд (4) сходится абсолютно, ч. и Тр. д. 
При х = 0 сходится, очевидно,” всякий ряд (4). Но есть степен- 


ные ряды, которые — помимо этого — не сходятся ни при одном 
значении Хх. Примером такого «всюду расходящегося» ряда может 
со 


служить ряд № п!х", как в этом легко убедиться с помощью при- 
1 


знака Даламбера. Подобные ряды для нас не представляют инте- 
реса. 


Предположим же, что для ряда (4) вообше существуют такие 
отличные от 0 значения х==х, при которых он сходится, и рас- 


смотрим множество {|х|}. Это множество может оказаться либо 
ограниченным сверху, либо нет. 
В последнем случае, какое бы значение х ни взять, необходимо 


найдется такое х, что |[х| |х|, а тогда, по лемме, при взятом 
значении х ряд (4) абсолютно сходится. Ряд оказывается «всюду 
сходящимся». 


Пусть теперь множество ||х|} сверху ограничено, и Р будет его 
точная верхняя граница. Если |х| > К, то сразу ясно, что при 
этом значении х ряд (4) расходится. Возьмем теперь любое х, для 
которого |х|< ВЮ. По определению точной границы, необходимо 


найдется такое х, что |х| <|х|=< А; а это, по лемме, снова вле- 
чет за собой абсолютную сходимость ряла (4). 

Итак, в открытом промежутке (— КЮ, Ю) рял (4) абсолютно 
сходится; для х>А и х<_ — В ряд заведомо расходится, 
и лишь о концах промежутка х = — Ю общего утверждения сделать 
нельзя — там, смотря по случаю, может иметь место и сходимость, 
и расходимость. 

Поставленная нами задача решена. 

Для каждого степенного ряда вида (4), если только он не 
является всюду расходящимся, «область сходимости» 47 пред- 
ставляет собой сплошной промежуток от —Ю до ЮВ, сд вклю- 
чением концов или нет; промежуток этот может быть и бес- 
конечным. Внутри промежутка, к тому же, ряд сходится 
абсолютно. 

Упомянутый промежуток называют промежутком сходимости, 
а число А (0 < К=-{ со) — радиусом сходимости ряда. Есла 
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вернуться к примерам 1) (а) — (д) предыдущего п°, то, как легко 

видеть, в случае 
(а) К = ©; (6), (в) К= 1; (г) К=е; д К=-. 

Для всюду расходящегося ряда принимают А =0: его «область 


сходимости» сводится к олной точке х =0. 


330. Выражение радиуса сходимости через коэффициенты. Теперь 
мы докажем более точную теорему, в которой не только вновь устапавли- 
вается существование радиуса сходимости, но и определяется его величина 
в зависимости от коэффициентов самого ряда (4). 

Рассмотрим последовательность: 


п 
1 = | 41| ре = У [45 ..., бя — Итан... 


Обозначим нанбольший предел этой последовательности [который 
всегда существует, 42], через о, так что 


п 
= Ши = и Иа. 


п >> 71 > >> 


Теорема Коши-Адамара. Радиус сходимости ряда (4) есть величина, 


РЕВ 
обратная наибольшему пределу р варианты вые Па. 


В 
р 
(при этом, если р =0, то А == -- сю, если р = -{ сю, то Р =0). 
Теорема эта, открытая Кошн, была забыта; Адамар (/. Надатаг4) 
вновь нашел ее и указал важные приложения]. 
Доклзлтевкльство. / случай: р=о0. Докажем, что в этом случае 
К = + сю, т. е. что при любом х рял (4) абсолютно сходится. 
Г 


Так как последовательность И! состоит из положительных эле- 


ментов, то из того, что р =0, следует, что она имеет определенный предел: 
| п _ 
Ни Иа, | =0; 
п > > 


отсюда варианта Коши 


п д о А у 
И И И 


при п ->со, каково бы ни было х. Следовательно, по признаку Коши [353], 
ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда (1), сходится, а знз- 
чит сам ряд (1) сходится абсолютно. | 
И случай: р = -- со. Докажем, что в этом случае А == 0, т. е. при всяком 
Х = 0 ряд (1) расходится. 
Так как 
п 


р == т У а = оо, 


п > со 


то, очевидно, можно найти такую частичную последовательность #й;\, чтобы 


т И =+. 


$-> > 
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Следовательно, при каждом х == 0 найдется такой номер 0, что для всех 
> ц будет выполняться неравенство: 


Пс 
п; 


и Ч, | > ы ИЛИ 


Видим, что в этом случае не выполняется необходимое условие сходи- 
мости ряда (общий член ряда не стремится к нулю). Следовательно, ряд (4) 
расходится. 

Ш случай: р — конечное положительное число: О«р< -{ сю. Докажем, 


что в этом случае А = — ‚т. е. что при | х| < — ряд абсолютно схо- 
р р 


1 
дится, а при ее, РА расходится. Возьмем любое х, для которого 


] 
р. Выберем = > 0 настолько малым, чтобы выполнялось неравенство 


По этому ес, очевидно, всегда можно найти такое число №,, чтобы для всех 
п > №. было: 


п. 

/ 

у [ав | < в -е 
на основании 1-го свойства наибольшего предела последовательности 
[42]. Отсюда следует, что варианта Коши 
В _ п 
$, = И | ах” | = 1х1 Иа, <1х1-@- 9) <1 

при всех п`>М,. По признаку Коши, ряд, составленный из абсолютных 


величии членов ряда (4), сходится, а значит сам ряд (4) сходится абсо- 
ЛЮТНОо. 


1 ь 
Возьмем теперь любое х, для которого Е Выберем ‹ настолько 


малым, чтобы было 
г 
% ——. 
р— = 


По 2-му свойству наиболь'шего предела [42], для сколь угодно боль- 


Й - 
у ав [> — в, 
так что 
п 
Утаьхн >11 @— >11 
Следовательно, для сколь угодно больших п общий член ряда 


ах" > Ь 
и ряд (+4) расходится. 
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381. Знакопеременные ряды. Знакопеременными назы- 
ваются ряды, члены которых .поочередно имеют то положительный, 
то отрицательный знаки. Знакопеременный ряд удобнее записывать 
так, чтобы знаки членов были выявлены, например 


еее... ЕС "с, ...@> 0).  @) 


По отношению к знакопеременным рядам имеет место следующая. 
простая теорема. 

Георема Лейбница. Если члены знакопеременного ряда (Т) 
монотонно убывают по абсолютной величине: 


о о (8) 


и стремятся к нулю: 
Нт с, =0, 


то ряд сходится. 
Доклза‹теЕЛЬСТВО. Частичную сумму четного порядка Ст 
можно написать в виде: 


Сэт == (с1 — с) Е (с —ср- ... -Н (Сэт — сю). 


Так как каждая скобка, ввиду (8), есть положительное число, то 
отсюда ясно, что с возрастанием т сумма С.„ также возрастает. 
С другой стороны, если переписать С.„ так: 


Ст = с: — (62 — с3) — ... — (Сэт — Сэт 1) — Сэт» 
то легко усмотреть, что С.т остается сверху ограниченной: 
Сэт < (1. 


В таком случае, по теореме о монотонной варианте [34], при без- 
граничном возрастании т частичная сумма Си имеет конечный 
предел 


п > о 


Переходя к частичной сумме нечетного порядка С.т.1, имеем, 
очевидно, Сэт_1 = Сьт -Ё Сэт. Гак как общий член стремится к нулю, 
то и 


20 > © 


Отсюда следует, что С и будет суммой данного ряда. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Мы видели, что частичные суммы четного по- 


рядка С.ш приближаются к сумме С ряда возрастая. Написав 
С›т_1 В виде - 


Сэт—1 == 61 — (62 — 63) — ... — (бт — Сэт 1)» 


легко установить, что суммы нечетного порядка стремятся к С убы- 
вая. Таким образом, всегда 


Ст — С < Ст 1. 
В частности, можно утверждать, что 
О<С<а.. 


Это позволяет дать весьма простую и удобную оценку для 
остатка рассматриваемого ряда (который и сам представляет собою 
такой же знакопеременный ряд). Именно, для 


Тат — Сэт 1 — бат ..., 


0< 2т < Сэт 


очевидно, имеем: 


наоборот, для 


Т2т—1 == — Сэт -Е Сэтча — ‹.. = — (Сэт — Ста...) 
будет: — 
Тт-1 < 0, |12т-1| < бт. 


Таким образом, во всех случаях остаток ряда лейбницев- 
ского типа* имеет знак своего первого члена и меньше его 
по абсолютной величине. 

Это замечание часто используется при приближенных выдисле- 
ниях с помощью рядов [см. 409]. 


382. Примеры. 1) Простейшими примерами рядов лейбницевского 
типа служат ряды 


_ — 1)" ! 1 | 
(а) УР =1-5+5-— бе "и + ... 
п=1 


1 


\ (— 1)! — 1 1 п-—1 
ОЕ - 5-1 т ... 
п=1 


Сходимость обоих вытекает из доказанной теоремы. 

В то же время ряды, составленные из абсолютных величин их членов, 
расходятся: для ряда (а) это будет гармонический ряд, для ряда же (6) полу- 
чится ряд 


И те + Ра 


* Так мы называем знакопеременный ряд, удовлетворяющий условиям 
теоремы Лейбница. Е 


20 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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расходимость которого ясна из того, что его частичная сумма 


Таким образом, в лице рядов (а) и (6) мы имеем первые примеры не- 
абсолютно сходящихся рядов. [Ниже мы увидим, что сумма пер- 


вого из них есть ш2, а сумма второго равна 2; 388, 2); 405, 404]. 


2) По теореме Лейбница сходятся ряды 


че уе ус 
= ПЗ пе п.л’ р п шп. (шп) и 
п=1 == п =3 


Если заменить все члены их абсолютными величинами, то, как мы знаем, 
при. $>1 получатся сходящиеся ряды, а при $ = 1 расходящиеся. Таким 
образом, исходные ряды при $ > 1 оказываются абсолютно сходящимися, 
а при $5 = 1 — неабсолютно ОяЩимИСЯ: 


В частности, про степенной ряд у —-, который мы рассматривали в 370 
п=1 
и 378, теперь можно сказать, что на конце х = — 1 своего промежутка схо- 


димости, при $5 = Гон р еще сходится, но неа бсолютно. 


3) Рассмотрим ряд у (— 1)? 5т =. ‚ при любых х =Е 0. Теорема Лейб- 


п=! 
ница применима, если не к этому ряду, то к его достаточно далекому (по 


„ 


. ох 
номеру) остатку. Действительно, при достаточно большом п, зт >. при- 


обретает знак х и по абсолютной величине убывает с возрастанием п. Итак, 
ряд сходится [очевидно, неабсолютно, см. 367, 8) (в)]. 

4) Для того чтобы выяснить, что требование монотонного убывания 
чисел си в теореме Лейбница отнюдь не является лишним, рассмотрим 
знакопеременный ряд 


а 

Е оо 
1 1 

и 


общий член которого стремится к нулю. Сумма 2п его члепов равна 


Е 


п+1 п-т 
и) Уре 

они синее От: —_—_—_ р —-121П 
ак УЕ! УЕ-! = | 


‚и бесконечно возрастает вместе с п: ряд расходится! Нетрудно проверить, 
что монотонность убывания нарушается всякии раз при переходе от 


| 
Ут 1—1 


1 
члена — — к члену 


Ув! 
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Для той же цели может служить и расходящийся ряд 


в чем убедиться прелоставляем читателю. 
5) Последний ряд дает повод к такому замечанию. Если его сопоставить 
Ф Я 1-1 
с<о сходящимся рядом У, __._—___, ТО оказывается, что отношение их 
п 


п==1 га 
общих членов стремится к 1. Таким образом, теорема 2 п” 366 не имеет ана- 
лсга в теории рядов с членами произвольных знаков. р , 
0) Использование в выкладках расходящихся рядов и деиствии над 
их бесконечными суммами может привести к парадоксам. Вот, напри- 
мер, один из них: 


РЕЯ 
м1... = 


ке бы.) 
чан аенин 


Если то же преобразование применить к сходящемуся ряду 


` 


И ЕТ же ($>0), 
то получим, что 
] 
р = (1 Рай = Ч, 
где 
1 1 1 
ыы 


При 5< |1 (в этом случае последний ряд расходится!) снова приходим 
к гарадоксу: р< 0 [ср. 331, замечание]. При $ > 1 мы имеем дело с сходя- 
щимися рядами, и получается правильный результат. 


383. Преобразование Абеля. Часто приходится иметь дело 
< суммами парных произведений вида 


т 
$ = Ха, =, 5 ..- Рави (9) 
2 == 


Во многих случаях при этом оказывается полезным следующее эле- 
мситарное преобразование, указанное Абелем (М. Н. АБе|). 
Введем в рассмотрение суммы 


В =В, =, НВ», В = ЕВ, ее 
Ви = НЫ... Вы. 


20* 
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Тогда, выражая множители 3; через эти суммы, 
В =В,,  В=В.— В, В:=В.— В, ..., 
Вт — В» — Вт_1, 
сумму 5 можно написать в виде 
$ = о, В, Е > (В? А В) Е “3 (Вз 2 В.) = о и бт, (Вт Бак Ви_). 
Если раскрыть скобки и иначе сгруппировать члены, то и получим 
окончательную формулу 


т 
$ == Ха = (1 — ®) В, - (а — а) Вь- ... 
$ == 


т—1 
... -Н (@т-1 — бт) Ви-1 -- @тВи == 2 (и — 0441) В: -Н ЯтВт *. (10) 
$=1 


. [Если переписать ее в виде 
7% т-—1 
> В: = ХтВт => х (0:1 и &;) В, 
$ = $:= 


то станет ясно, что эта формула для конечных сумм является ана- 
логом формулы интегрирования °’по частям для интегралов: диффе- 
ренциал здесь заменен разностью, а интеграл — суммой]. 
Основываясь на формуле (10), выведем теперь следующую оценку 
для сумм указанного вида: 
Лемма. Если множители в; не возрастают (или не убивают), 
а суммы В; все ограничены по абсолютной величине числом Ё[: 
[8;:1=6 @(=81Ь2,..., т), 
то 


1$ == 


т 
22 4 
$=1 


Действительно, так как все разности в (10) одного знака, то 


т—1 


1915 | — | ЕН |9 | + Е = 


$=1 


(0 — ат | Нав |) = Ва |-Н 29|). 


Нетрудно видеть, что если множители о; не возрастают и поло- 
жительны, то оценку можно упростить: 


т 
У, р 
1=1 


Этими оценками мы будем ниже не раз пользоваться по разным 
поводам. Сейчас мы их применим к выводу критериев сходимости, 
более общих, чем установленный выше критерий Лейбница. 


<. (11-2 а. |). 


|$| = —=[-а. (11) 


* По сути дела, мы уже пользовались подобным преобразованием при 
доказательстве второй теоремы о среднем значении [306]. 


Ра 


384] $ 3. сходимость ПРОИЗВОЛЬНЫХ РЯДОВ 303 


384. Признаки Абеля и Дирихле. Рассмотрим ряд: 


> аб, = ав. -- а |... а... (\/» 


где ‘а,} и {6„} — две последовательности вещественных чисел. 
Следующие предположения относительно каждой из них в отдель- 
ности обеспечивают сходимость этого ряда. 
Признак Абеля. Если ряд 


о и (В) 
п—1 


сходится, а числа а, образуют монотонную и ограниченную 
последовательность 


ак а, 


то ряд (\) сходится. 
Признак Дирихле. Если частичные суммы ряда (В) в сово- 
купности ограничены *: 


В |= М (= 2, 3,...), 


а числа а, образуют монотонную последовательность, стремя- 
щуюся к нулю: 

| Нт а, = 0, 
то ряд (\/) сходится. 

В обоих случаях для установления сходимости ряда (\/) мы 
прибегнем к принципу сходимости [376]. Рассмотрим поэтому 
сумму 

п-т 


— акбь = >. ав п-+ё 


К=п--1 


она имеет вид (9), если положить ©; =а„.:, В ==6,.:. Попытаемся 
оценить эту сумму с помощью леммы. 

При предположениях Абеля, по заданному => 0 найдется 
такой номер №, что при п > М неравенство 


а а ... а | <= 


будет выполняться, каково бы ни было р (принцип сходи- 
мости). Следовательно, за число [, упоминавшееся в лемме, можно 
принять ве. Имеем тогда при п > №Ми т==1, 2, $3, 


п-+-т 
>, аб | < = (|4.+1|-[ 2 [@в:т|) = ЗК в, 
К=п-+1 


что и доказывает сходимость ряда (\/). 


* Это требование шире предположения о сходимости ряда (В). 
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При предположении Дирихле, по заданному = > 9 найдется 
‘такой номер №, что при п > М будет 


а = 
Кроме того, очевидно, 


[1 -Е 6, --› на ый: Е р | РЕ | Вар = В, | —=2М, 


и о в лемме положить [=2М. Тогда, при п>М и 
о 


п-т 


а акб 


—2М. (|4, |-Н2|@,,т|) =6М.= 
К=п-+1 


‘и сходимость ряда (\!) доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Признак Абеля вытекает из признака Ди- 
рихле. Ведь из предложений Абеля следует, что а„ имеет 
конечный предел а. Если переписать ряд (\!) в виде суммы рядов 


©.) 


Ува дыра ь, 


то второй из них сходится по предположению, а к первому приме- 
ним уже признак Дирихле. 


385. Примеры. Если а„, монотонно убывая, стремится к нулю, а 6, = 


—(— 1)"-\1, то условия теоремы Дирихле, очевидно, выполнены. Следо- 
вательно, ряд 


хе а = фа — ... + (- Иа - ... 


сходится. Таким образом, теорема Лейбница получается, как частное 
следствие теоремы Дирихле. 


2) При тех же предположениях относительно а, рассмотрим ряды 
{х — любое): 


Фе) (© ®) 
— Я п ы ЗП пх, > Я п я СО5 пх. 
п =1 


Полагая а =0и й=х в тождествах (Т) и (2) п? 307, которые там были 
установлены по другому поводу, мы найдем 


п 1 ] 
У сов х — 08 (и). 
ЕЕ ь 
2;ш— х 


1==1 $) 


мт (и-+ 5) хп 
О 
- 25ш-—х в 


1-=1 2 
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в предположении лишь, что х не имеет вида 2#т (Е =0, 1, 2, ...).. 
Таким образом, если только х = 2т, обе суммы при любом п по абсолют- 
* 1 
ной величине ограничены числом —— =. 
$1 -- 
2 
По признаку Дирихле. оба ряда сходятся при любом значении х,. 


отличном от 2Ал; впрочем, первый ряд сходится и при х = 2Ёл, ибо все: 
члены его обращаются в 0. 


В частности, например, сходятся ряды 


Гу; Ф®) 


4 залх ® 1 1\ чйпх 
У, ха += ... м и т. п. 


п =1 п =1 


3) Большой интерес представляют ряды вида 
(©) 
\` 4» 
ы о 4 
па ' (2 


П=1 


где /а,\ — произвольная последовательность вещественных чисел; они носят’ 
название рядов Дирихле. 


Для них может быть доказана лемма, имеющая сходство с леммой п? 379,. 
относящейся к степеиным рядам: 

Если ряд (12) сходится при некотором значении х = х, то он схо-. 
дится при всяком хх. 


Это сразу следует из теоремы Абеля, так как при хх ряд (12). 
получается из сходящегося ряда 


умножением его членов на МОНОТОННО убывающие положительные множи-- 


тели ——— (п=|Ь 2,3, ...). 
пх-“ у 


®е) 
\1 1 


Существуют ряды (12) «всюду сходящиеся», вроде 22° паи «всюду’ 
1 


|) 
у” 
расходящиеся», вроде 24 пе‘ Если исключить эти случаи, ТО с ПОМОЩЬЮ: 


приведенной леммы легко установить существование пограничной 
абсциссы сходимости ^, такой, что ряд (12) сходится при х>^ и: 
со 


ится пр: ^. Н у 1 
расходит ри хх ^. апример, для ряда т. очевидно, А = |, а для. 
1 


со 


ее. 
ряда о —— = Имеем Х = 0. Если угодно, для «всюду сходящегося» ряда: 
я | 
можно считать ^ = — сю, а для «всюду расходящегося» положить ^ = +- со. . 


Читатель легко усмотрит сходство со степенными рядами: в обоих слу- 
чаях ‹собласть сходимости» представляет собой сплошной промежуток. 
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Но есть и существенное отличие: область абсолютной сходимости здесь 
может не совпадать с областью сходимости вообще. Так, указанный только 


= (— р 
что ряд У —— 2  Сходится для х >0, а абсолютно сходится лишь 


мн 
1 
для х > 1. 
4) Сопоставим с рядом Дирихле (12) ряд 
У пап 
ГЕО += (хп) ' 0 
71 == 


при тех же значениях коэффициентов а. При этом, естественно, будем 
считать х отличным от 0, —1, —2,... ит. д. 

С этим ограничением имеет место такое предложение, принадлежащее 
Ландау (Е. Гап4аи): ряды (12) и (13) сходятся при одних и тех же 
значениях х. 

Ряд (13) получается из ряда Дирихле (12) путем умножения его 


членов соответственно, на множители: 
ппх 
хх. ... + (-п) 


При достаточно ‘больших значениях п эти множители приобретают опреде- 
ленный знак. Кроме того, начиная с некоторого места, они изменяются уже 


монотонно. 
Действительно, отношение (п--1)-го множителя к п-му будет таково: 


@+Ь ("+") (1 +1)” 


по...) (14) 


хп -1 — р 


1 

Но [125, 4)] й 
о [125, 

Аи. р Е 1 

р И 


и, аналогично, 


поры ВО, 


1+ + п? п? 
откуда 
(+) 
п (Хх 1)х 1 
х-1 ола +0(-=)- 
= 


Из последней формулы явствует, что при (Хх 1) х0 упомянутое отноше- 
ние в конце концов становится большим единицы, а при (Хх х<0— 
меньшим единицы. 

Для того чтобы установить ограниченность множителей (14), мы со- 
шлемся на то, что [как это будет доказано ниже, в п? 402, 10)] для выра- 
жения (14) при л-»со существует конечный предел. Таким образом, 
по ны Абеля, сходимость ряда (12) влечет за собой сходимость 
ряда (15). 
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Так как названный предел (как мы увидим) всегда отличен от 0, то 
подобные заключения применимы к множителям, обратным по отношению 
к (14). В таком случае, по той же теореме, и сходимость ряда (13) влечет 
за собой сходимость ряда (12). Этим доказано все. - 

5) Подобного же рода взаимность может быть установлена между пове- 
дением так называемого ряда Ламберта (1. Н. Гатрег): 


©.®) 


хт 
У п ь (15) 
п=1 
и степенного ряда [379] 
со 
> аа. (16) 
п=1 


с теми же коэффициентами а» (значения х = -Е 1, конечно, исключаются). 
Точнее говоря: 
Если ряд 


У ав (А) 
п! | | 


сходится, то ряд Ламберта (15) сходится при всех значениях х; 
в противном же случае он сходится как раз для тех значений х, для 
которых сходится степенной ряд (16). [Кноп (К. Кпорр)]. 

(а) Пусть сначала ряд (А) расходится, так что радиус сходимости 
ряда (А) будет А = 1. Покажем, что для | х |< 1 поведение рядов (15) и (16) 
одинаково. 

Если сходится ряд (15), то сходится и ряд, полученный умножением 
его членов на х” *, а следовательно, и ряд (16), который является разностью 
обоих рядов [364, 4?]: 


со со 

в п 
\ а, хо = } а ре не р оьАй 
4 По — и С | 


Пусть теперь сходится ряд (16); тогда, по признаку Абеля сходится 
ряд, полученныи умножением его членов на монотонно убывающие множи- 


Т ие Г ® 
ле 1 х?п® ° 
(ФФ) [©.®) 
У 1 1 и. 
РИ НЕНИЯ ЕКО 
‚Чт т =, Равно как и > ах РТ: | 


7=1 п—=1 


[®.®) 
* Если какой-либо ряд, скажем, р сходится, то это значит, что сте- 
1 


со 
о — 
пенной ряд вх" сходится при х=|1, а тогда, по лемме п® 379, 
1 
этот ряд заведомо сходится при любом х, для которого | х| < 1. Этим за- 


мечанием мы еще дважды будем пользоваться в рассуждении, проводимом 
в тексте. | 
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Следовательно, сходится и ряд (15), который представляет сумму этих 
рядов [364, 4°]: 


(®®) со Е 
1 Хх” 
о п. 7. 
р -* х [4х Тел -- ах 1 — х?н | 


Для |х|`>1 ряд (16) заведомо расходится; мы утверждаем, что при 
‘этом значении х расходится и ряд (15). Действительно, в противном случае, 
‚из сходимости ряда 


(ФФ) 

© ® 1 
Хы -У "тя 
п=1 '—(>=} 


зытекала бы сходимость рядов [364, = 


п =1 х 
И 
п — | | Хх 
> > Вто ‘ууу |} 
ож Я 10 
вопреки предположению. ыы 


(6) Если ряд (А) сходится (так что Ю=1), то для | х|<1 ряд (16) 
‚сходится, и сходимость ряда (15) устанавливается как и выше. Остается 
‚показать, что ряд (15) сходится и при [х| > 1. 


ь 1 
Действительно, тогда р <Ти ряд 


со 1\” 
(;) 
а д [— 


И 1 -: т: 
п т=— м =Е- ат Ра уу |. 
- 1 уе ки 
п=1 п=1 Ах п=1 х 


6) В заключение, в качестве примера непосредственного применения 
‘преобразования Абеля (10), приведем тождество 


[Ф.®) ФФ) 
д а” (1 =) р И 
п=1 Пй=1 
(где 
= в--а1- ... ая В 


При этом |х| предполагается не только меньше радиуса сходимости Ю 
‚первого ряда, но и меньше 1. 
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В самом деле, имеем: 


п п—1 

— | я . . п 
> ах = \ А; (х— +1) 4 Ал”, 
$0 $=0 


Отсюда при п->-о и получается требуемое равенство, если только устано*. 
вить еще, что А„х” — 0. С этой целью возьмем число г под условиями 


его Е Ь 


Тогда | @;| 7? = (для 1 =0, 1,2,...) и 


Е Их и 
я -- и +) === (1) о 


й: г 


7% 


Ах" | = (1 ++ 


Последнее же выражение при сделанных предположениях, очевидно, стре-. 
мится к 0. й 


8 4. Свойства сходящихся рядов 


386. Сочетательное свойство. Понятие суммы бесконечного. 
ряда существенно отличается от понятия суммы конечного числа 
слагаемых (рассматриваемого в арифметике и алгебре) тем, что, 
включает в себя предельный переход. Хотя некоторые свой- 
ства обычных сумм переносятся и на суммы бесконечных рядов, 
но чаще всего лишь при выполнении определенных условий, кото-. 
рые и подлежат изучению. В иных же случаях привычные нам 
свойства сумм разительным образом нарушаются, так что, вообще, 
в этом вопросе надлежит соблюдать осторожность. 

Рассмотрим сходящийся ряд 


Ха, =а а... = (А), 


1 =1 


и станем объединять его члены произвольным образом в группы, 
не меняя при этом их расположения: 


а... а, бы - ... И @ь. +. 
Чт, _ +1 -Е ово 4, ох 


Здесь |!и,|! есть некоторая, извлеченная из натурального ряда, ча-. 
стичная возрастающая последовательность номеров. 
Теорема. Ряд, составленный из этих сумм: 


(и... 4) РР (@ыа-... Ка,-... 
ге Е (была а) ... (А) 
всегда сходится и имеет ту же сумму, что и исходный ряд. 


Иными словами: сходящийся ряд обладает сочетательны м 
свойством. 


э 
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Действительно, последовательность частичных сумм нового ряда 


— — —. 


т 


есть не что иное, как частичная последовательность 


Ав» Ап» +... Ать 


сумм исходного ряда. Этим [40] и доказывается наше утверждение. 

Мы видим — пока — полную аналогию с обычными суммами; по 
эта аналогия нарушается, если мы попытаемся применять сочетатель- 
ное свойство, так сказать, в обратном порядке. Если дан сходя- 


щийся ряд (А), члены которого каждый в отдельности пред- 
ставляют 60бой сумму конечного числа слагаемых, то, опустив 
скобки, мы получим новый ряд (А), который может оказаться и 
расходящимся. 

‚ Вот простые тому примеры: ряды 


О О-ы 


Е Ве ЗС Е ЗЕ: ЗЕ ИЕ. РЕ 


очевидно, сходятся, между тем как полученный из них опусканием 
скобок ряд 


ба аа 


будет расходящимся. 

Конечно, если— опустив скобки— мы получим сходя- 
щийся ряд (А), то его сумма будет та же, что и у ряда (А). 
Это вытекает из данного выше. 

При некоторых условиях можно наперед гарантировать, что 
ряд (А) будет сходиться. Простейшим случаем этого рода является 
тот, когда все слагаемые в (А) внутри одних и тех же 
скобок будут одного знака *. 

Действительно, тогда при изменении п от И;_: до п» частичная 
сумма А, будет изменяться монотонно, следовательно, будет содер- 


_жаться между А», —=А и А, = Аи. При достаточно боль- 


— 


шом К эти последние суммы произвольно мало разнятся от суммы А 
ряда (А), следовательно, то же справедливо и относительно суммы А,— 


при достаточно большом п, так что А» > А. 
Этим замечанием мы не раз будем пользоваться в после- 
лующем. 


* Этот знак, от одних скобок к другим, может меняться. 
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Рассмотрим и сейчас такой 


Пример. Установить сходимость ряда У, В 
п=1 
Здесь сначала идут 3 отрицательных члена, за ними 95 положительных 
и т. д. Если объединить каждую такую группу членов одного знака в один 
член, то получится знакопеременный ряд 


ха 1 :. 
Усы [ы +втг+... + Е-Г|: (1) 
—=1 


Легко установить неравенство 


к +1. 
— и ирина 
1 | 
арт< и г + Тарр + Тат <» 
например, так как сумма первых |: слагаемых меньше, чем К. == —. 
1 


а сумма последних (А--1) слагаемых меньше, чем (ЕР 1) ———— 
© 

р ® 
члены ряда (1) будут стремиться к нулю, монотонно убывая по абсолютной 


величине. Тогда, по теореме Лейбница, ряд (1) сходится, следовательно, 
в силу сделанного выше замечания, сходится и предложенный ряд. 


ВЕ В" 


то вся сумма, действительно, будет меньше, чем Отсюда заключаем, что 


387. Переместительное свойство абсолютно сходящихся рядов. 
Пусть дан сходящийся ряд (А), имеющий сумму А. Переставив в нем 
члены произвольным образом, мы получим новый ряд: 


жа, На, ... т... (А’) 


Каждый член а, этого ряда отождествляется с определенным чле- 
ном @и, исходного ряда в 


Возникает вопрос, сходится ли ряд (А’) и—в случае сходи- 
мости — будет ли его сумма равна сумме А исходного ряда. При 
рассмотрении этого вопроса нам придется провести резкое различие 
между абсолютно и неабсолютно сходящимися рядами. 

Теорема. Если ряд (А) абсолютно сходится, то ряд (А’, 
полученный из него перестановкой членов, также сходится и 
имеет ту же сумму А, что и исходный ряд. Иными словами: 
абсолютно сходящийся ряд обладает переместительным 
свойством. | 

ДоклазатЕЛЬСТВО. (а) Проведем доказательство в два приема. 
Предположим сначала, что ряд (А) — положительный. 


* Причем последовательность номеров {пк} без пропусков и повторений 
воспроизводит — с точностью до порядка — натуральный ряд. 


318 ГЛ. ХГ. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [388. 


Рассмотрим произвольную частичную сумму А, ряда (А’). 
Так как 


а. ОЕ ОЕ 
а = @т |, а. —= @л., зо оу а — Ч 
то, взяв И’ большим всех номеров п, п., ..., Пк, очевидно, будем 
иметь АА а следовательно, и подавно 
А’ = А. 


В таком случае (А) будет сходящимся [365] и его сумма А” не 
превзойлет Л: 


А’— А. 


Но и ряд (А) из (А”) получается перестановкой членов, поэтому 
аналогично: 


А—= А’. 


Сопоставляя полученные соотношения, придем к требуемому равен-. 
ству: А’= А. 

(0) Пусть теперь (А) будет произвольный абсолютно сходящийся 
ряд. 

Так как сходящийся положительный ряд: 


©.) 

а = ра || -Н -.. На, ... (А*) 
по доказанному, при любой перестановке членов останется сходя-. 
щимся, то по теореме п” 377 сохранит при этом свою (абсолютную) 
сходимость и ряд (А). 

Далее, мы видели в 377 что, в случае абсолютной сходи-- 
мости ряда (А), его сумма выражается так: 


А=Р— О, 


где Ри О суть суммы положительных рядов 


— Рь (Р), 
И 
ба (9). 


составленных, соответственно, из положительных и абсолютных 
величин отрицательных членов ряда (А). 
Перестановка членов в ряде (А) вызовет перестановку членов и 
в этих рядах, но не отразится (по доказанному) на их суммах Ри (0. 
Следовательно, и сумма ряда (А) останется прежней, ч. и тр. д. 
388. Случай неабсолютно сходящихся рядов. Обратимся теперь. 
к рассмотрению неабсолютно сходящихся рядов и установим, 
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что они переместительным свойством не обладают: в каждом 
таком ряде надлежащей перестановкой членов можно изменить его 
сумму или лаже вовсе нарушить сходимость. 

Предположим, что ряд (А) сходится, но неабсолютно. 
Из сходимости следует, что Ита,„==0 [364, 5°]. Что же касается 
рялов (Р) и (0), о которых мы упоминали в предыдущем п?, то, 
хотя, очевидно, 


Ит рик —=0 и Шт 9,=0, (2\ 
К> > т-— со 
но в данном случае они оба расхолятся. 
Действительно, имеют место равенства 


А, г Р: —_ Ч» А, = Р; ЕЕ Чт’ (3) 


если К и т означают число положительных и отрицательных чле- 
нов в составе первых п членов ряда (А). Подчеркнем, что из трех 
номеров п, А, т один может быть взят произвольно, а другие два 
по нему подбираются. Из сходимости одного из рядов (Р) или (0), 
ввиду первого из равенств (3), вытекла бы’с необходимостью и 
сходимость другого, а сходимость обоих, ввиду второго из этих 
равенств, имела бы следствием сходимость ряда. (А*) — вопреки 
предположению! 

Докажем теперь следующую замечательную теорему, принадле- 
жашую Риману: 

Теорема Римана. Если ряд (А) неабсолютно сходится, 
то какое бы ни взять наперед число В (конечное или рав- 
ное — со), можно так переставить члены в этом ряде, чтобы 
преобразованный ряд имел своей суммой именно В. 

ДоклзаАТЕЛЬСТВО. Остановимся на случае конечного В. 
Заметим, прежде всего, что из расходимости рядов (Р) и (0), 
в силу 364, 1°, вытекает, что и все их остатки также будут 
расходящимися, так что в каждом из этих рядов, начиная 
с любого места, можно набрать столько членов, чтобы сумма 
превзошла любое число. 

Пользуясь этим замечанием, мы следующим образом произведем 
перестановку членов ряда (А). 

Сначала возьмем столько положительных членов нашего 
ряда (в том порядке, в каком они в нем расположены), чтобы их 
сумма превзошла число В: 


Ра: р а ЗЕ рь В. 


Вслед за ними выпишем отрицательные члены (в том по-. 
рядке, в каком они расположены в данном ряде), взяв их столько, 
‘чтобы общая сумма стала меньше В: 


Е... РР —9, —Ф— ... —9т < В. 
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После этого снова помгстим положительные члены (из числа 
оставшихся) так, чтобы было 


р--.-. КР — .-. —9ъ КРьа-Н... Е Рь > В. 


Затем наберем столько отрицательных членов (из числа остав- 
шихся), чтобы было 


де ЕР да Ра 
... -Рь —9ън— ›.. —9т < В 


и т. д. Процесс этот мы мыслим продолженным ло бесконечности; 
очевидно, каждый член ряла (А), и притом со своим знаком, встре- 
тится на определенном месте. 

Если всякий раз, выписывая члены р или а, набирать их не больше, 
чем необходимо для осуществления требуемого неравенства, то укло- 
нение от числа В в ту или другую сторону не превзойдет по абсо- 
лютной величине последнего написанного члена. Тогда из (2) ясно, 
что ряд 


(ин... -Н Рь,) — @- ... т) - ... 
... -Н (Ре +:-Н г + Рк,) — (9т,_ +. га += 9т,) ... 


имеет своей суммой В. В силу замечания п° 386, это останется вер- 
ным и после раскрытия скобок. 

Если В —=-{ со, то, взяв последовательность возрастающих до 
бесконечности чисел В;, можно было бы набор положительных чисел 
подчинить требованию, чтобы суммы последовательно становились 
больше В;, В., В. ит. л., а из отрицательных членов помещать 
лишь по одному после каждой группы положительных. Таким путем, 
очевидно, составился бы ряд, имеющий сумму -—- со. Аналогично 
можно получить и ряд с суммой — со *. 

Установленный результат подчеркивает тот факт, что неабсо- 
лютная сходимость осуществляется лишь благодаря взаимному 
погашению положительных и отрицательных чле- 
нов, и потому существенно зависит от порядка, в котором они сле- 
дуют один за другим, между тем, как абсолютная сходимость 
основана на быстроте убывания этих членов — и от порядка их не 
зависит. 


Примеры. 1) Рассмотрим заведомо неабсолютно сходящийся 
ряд: 
1 1 1 | 1 
СЯ а м т оф 4 
РЗ РТ ЕН в Г : (9) 


* Читатель легко сообразит, как разместить члены данного ряда, чтобы 
частичная сумма преобразованного ряда имела в качестве наименьшего 
и наибольшего пределов два наперед заданных числа Ви СВ. 
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сумма которого, как легко показать [см. 2)], есть 1п2. Переместим его члены 
так, чтобы после одного положительного следовали два отрицательных: 


1 1 1 1 | 1 1 
+5 -в+ Ната + о © 


мы утверждаем, что сумма ряда от такого перемещения 
уменьшится вдвое. 


В самом деле, если обозначить частичные суммы этих двух рядов, соот- 
ветственно, через А„ и А», то 


т 7 


У Е Е — =У, 1 =) = 
Азт == (= 2 в) = (в—-ж)= 


К=.1 й=1 
т 


1 1 1 ] 
= У (тв) = 2 А, 
К--1 


зт —> >> п2. Так как 


/ / ] / 1 
Азт—1 = Азт + ар" Азт_2 = Аут не 4т— 2 


так что А“ 


1 ь 
стремится к тому же пределу 5 т 2, то ряд (5) сходится и имеет суммой 


именно это число. 


2) Более общий результат можно получить, если исходить из формулы 
для частичной суммы Ну а: ряда [367 (4)] 


НЫ = ... ами С+чь, 


где С есть эйлерова постоянная, а 1„ — бесконечно малая. Отсюда 
прежде всего, имеем 


т 11 1 | 1 
И Е вое = 5 Нз = тт руб 1, 
1 1 1 
1+5 + | г = Ак — у Мк = 

. 1 
2-й -- 5 С- 1 — 1% 


Расположим теперь члены ряда (4) в таком порядке: сначала поместим р 
положительных и 4 отрицательных, потом снова р положительных и 4 отри- 
цательных, и т. д. Для того чтобы определить и в 


1 | | 
ор ро = 
Парт” © 


нам удобнее объединить последовательные группы из р или 4 членов. Частич- 
ная сумма Аз полученного таким путем ряда равна 


= (2 и = -Наь (аи —>0) 


21 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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и стремится к пределу "(У 2); к тому же пределу стремится и 
сумма о Наконец, в силу замечания п° 386, и ряд (6) будет иметь сум- 
мой это же число ип (2 И ?)-. 

| В частности, для ряда (4) получается 2 (р=а=1), для ряда (5), как 


ив 1), 5 ш2 (р =1 9=2). Аналогично: 


(р=1, 9-4) 
ит. п. 
Заметим, что, если численность последовательных групп положительных 
и отрицательных членов еще изменять от группы к группе, то легко закон 
этого изменения подобрать так, чтобы для преобразованного ряда действн- 


тельно получить любую наперед заданную сумму. Предоставляем читателю 
убедиться в этом, 


389. Умножение рядов. О почленном сложении (или вычитании) 
лвух сходящихся рядов, равно как о почленном умножении сходя- 
шегося ряда на постоянный множитель — уже была речь в 364, 3° и 4°. 
Теперь мы займемся вопросом об умножении рядов. 

Пусть даны два сходящихся ряда: 


А= а, = а, +... Ча, ... (А) 
® = 
И 

В= Ув =Ьы Е ... 6-Е ... (В) 


77% =1 


Подражая правилу умножения конечных сумм, рассмотрим и здесь 
всевозможные парные произведения членов этих рядов: а;6к; из них 
составится бесконечная прямоугольная матрица: 


> 
а161 аз аб ... а:61 ... 
а165 обо азбо .... а,бэ оо® . 
65 4563 аль $ (Г) 
@1 % - 9203 аз з...е а; $ ооо 


\ ® ® ® ® Ф ® ® ® ® Ф ® ® ® ®* 
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Эти произведения можно многими способами располагать в виде 
простой последовательности. Например, можно выписы- 
вать произведения по диагоналям или по квадратам: 


что, соответственно, приводит к последовательностям: 


аб; @16., а261; аз, або, азб.; ... (8) 
ИЛИ 


416; @\6., а>», аб; аз, аб, азБ, 436, азб1; ... (9) 


Составленный из подобной последовательности ряд называется 
произведением рядов (А) и (В). 

Георема Коши. Если оба ряда (А) и (В) сходятся абсо- 
лютно, то их произведение, составленное из произведений (7), 
взятых в любом порядке, также сходится и имеет своей сум- 
мой произведение сумм АВ. 

ДоклзаАтеЛЬьСсТвОо. По предположению, ряды 


[© 9) 


ан | = [а |+ [аз | + эк == 1а,|-- я (А) 
И 
Соб == ВН +. бы... (В) 


сходятся, т. е. имеют конечные суммы, скажем, Аи В"*. 
Расположив произведения (7) произвольным образом в виде по- 
следовательности, составим из них ряд: 


Ха: бк, = аби, + аъбь, +... На бк ... (10) 
5-=1 “ 


Чтобы доказать сходимость соответствующего ряда из абсолютных 
величин: 


Хан, | = | аьбь, | [абы] ... +4, |-+ ... @0 


21* 
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рассмотрим его 5-ю частичную сумму; если через у обозначить наи- 
больший из значков 1, А, 2, Во, ..., й., №» то, очевидно, 


[а бк, | [аъ бь, | я На бь, | = (а, | а + т 
па Зе ее В. 


Отсюда [365] вытекает сходимость ряда (11), следовательно, и абсо- 
лютная сходимость ряда (10). 

Остается определить его сумму. Мы вправе придать членам ряда (10) 
более удобное для этого расположение, ибо ряд этот, как абсо- 
лютно сходящийся, обладает переместительным свойством [387]. 
Разместив эти члены по квадратам, как в (9), мы объединим 
последовательные группы, которые отличают один квадрат от другого 


а16, —- (а16. -- а>6» - а!) 
— (@16; -- 456: - а36: + а:6. | аз) ... (12) 


Если через А, и Ви, как обычно, обозначить частичные суммы 
рядов (А) и (В), то для ряда (12) частичные суммы будут 


А.В, А›В., А.В., ооеу А,В», ® 65 


они стремятся к произведению АВ, которое, таким образом, является 
не только суммой ряда (13), но и ряда (10). 

При фактическом умножении рядов чаще всего представляется 
удобным размешать произведения (7) по диагоналям, как в (8); 
обычно члены, лежащие на одной диагонали, при этом объединяются: 


АВ == а16, -- (а16, - а6,) + (а163 -- 46, Н азб, -- ... (13) 


В этом именно виде Коши впервые и представил произведение 
двух рядов. Так, написанный ряд мы впредь будем называть произ- 
ведением рядов (А) и (В) в форме Коши. 

Пусть, например, перемножаются два степенных ряда 


со 
Зах" =а Нах ах... Камх"- ..., 


® = 
Уре... вх”... 


[причем х взято внутри соответствующих промежутков схо- 
димости, 379]. Тогда, как нетрудно сообразить, указанный прием 
отвечает приведению подобных членов в произведении: 


[Ф.®) [© ®) 

= 

> ах" › ›2 бихт = 
п=0 т1=0 


— або | (@0б, -- ав) х -- (вор - аб, - або) х- ... 
Таким образом, произведение двух степенных рядов в форме 
Коши непосредственно представляется в виде степенного же ряда. 
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399. Примеры. Во всех примерах, кроме последнего, произведения ря- 
дов берутся в форме Коши. 
1) Помножив ряд 


| | У 

= Уметь... Еф... (|<) 
и 

па самого себя, таким путем получим: 


со 


1 = Улит-=1--2х -- 3 ... пхп... 
1 


(1 —х)? 


2) Умножение рядов: 


со 


- ах = м —... (ИТ ... 


и 
м | 
= и хт Хх хЗ 5 хт 
Ус" ха... НС... 94 


(где! х| <!) ыы. такой резумьтат: 


\ }. 
У ный (1+ Те о 


= 
| Е 1 | я 
ет (— 1) `(1 и ооо т хе -- ооо 


Ниже мы увидим [405], что сумма ряда (14) есть п (1-х), так что по- 


п (1-х) 


следнее разложение представляет функцию 5 —. 
х 


3) Произвести возведение в квадрат: 


Усы | 
ЕН (№1)? | 


{г — любое). 
УклАзЗАНИЕ. Воспользоваться элементарно доказываемой формулой: 


У 


“ и\2 У 2%! 
же) ==. 


=0 


91 
Ответ. УС 1 0». т 


у= = 
4) Тождество [см. 385, 6)] 


оО со 
® 1 ® 
Ул ох Мы 


п =9 пв=0 
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ИЛН 


©О © 
х а 
У ах” = (1—х) У Аз” 
7—0 п = 
(где Ая = 


ааа... аи) 


легко доказывается путем почленного умножения 


При этом, если в промежутке (— Л, ^Ю) (0< Ю=1) сходится один из лвух 
рядов, отсюда уже следует сходимость в том же промежутке и другого ряда. 
5) Доказать тождество (а`>0): 


(5. 1.3 42 


+5. | а ‚(хе ...)= 


тр оа-т,, @- 0+3) | 
Нара (#2) (а- 4) Е :.]. 
6) Как мы знаем уже [378, 1) (а)], ряд 


[®. 9) 


х —- +++ + .- 


0 


абсолютно сходится при всех значениях х; обозначим его сумму 
через Е (х). 


Заменив здесь х на у, получим аналогичный ряд с суммой Е(у). Произ- 
ведепие обоих рядов в форме Коши имеет общий член: 


в х о. 1 Хх? 


т ХЕ уз-& 
т о т (п — 2 р Ри Е)! г 
ах У". 
В 
| пел а 7 
'- Узены ие? пт ды Си "У" 


Таким образом, для неизвестной нам пока функции Е(х) получается 
соотношение 


Е (х). Е (у) = В(х + у) 
— при любых вещественных хи у. Впоследствии это даст нам возможность 
установить, что Ё (х) есть показательная функция [439, 3); ср. 75, 1$]. 
7) С помощью признака Даламбера легко показать, что ряды 
& 
С(х) = У 


4 т хан 
ни + ТН -. 
ей Ч т—1 АН ИВ 
= = И (2т— 1! — 
1 


== — о 
абсолютно сходятся при всех значениях х. Путем умножения рядов 
можно доказать соотношения 

С (ху) =С(х)-С(у)— 5 (х)- 5 (5), 

$ (ху) =5().С9)-С(а)-5 (5). 
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Так как на деле $ (х) и С(х) есть не что иное, как Упх и со5 х [404], 
то мы узнаем здесь известные теоремы сложения для этих функций. 
8) Рассмотрим, наконец, положительный ряд 


| 
Л 


который сходится для х›>1 [365, 2)| и представляет функцию & Римана. 
Вычислим, с помощью умножения рядов, ее квадрат. 
Всевозможные произведения 


1 1 1 
п? ‘т? (п-т) 
на этот раз мы разместим так, чтобы члены с одним и тем же числом 
Е =п.-т в знаменателе стояли рядом, а затем — объединим их. Каждому 


будет отвечать столько (равных между собой) членов, сколько делителей п 
имеет число #, т. е. (Е). Итак, окончательно, 


ЗС 
кор= У чь. 
К=1 


391. Общая теорема из теории пределов. Для упрощения изложения 
в ближайшем п? и в последующем мы установим здесь одну теорему из тео- 
рии пределов, дающую широкое обобщение известных теорем Коши и 
| тольца [33]. Эта теорема принадлежит Теплицу (О. ТбрШ?). Мы 
докажем ее в два приема. | 


|. Предположим, что коэффициенты т (1=—< тп) бесконечной 
«треугольной» матрицы 


(15) 


т п» (вз ... (пт 


удовлетворяют двум условиям: 
(а) Элементы, стоящие в любом столбце, стремятся к нулю: 


ит —=0 при п —оо (т фиксировано). 


(6) Суммы абсолютных величин элементов, стоящих в любой 
строке, ограничены все одной постоянной: 


[ба [НН +. | | = К (К == соп$(). 


Тогда, если варианта х„ +0, то это же справедливо и относительно 
варианты: 


/ 
ЖЕ о ИЖ 


составленной из значений исходной варианты с помощью коэффициен- 
тов матрицы (15). 
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`ДоклзЗАТЕЛЬСТВО. По : `>0 найдется такое т, что при п > т будет: 


= : 
| Хн 1< эк; для этих п имеем, используя (6): 
/ = 
| х |< их г тт 5. 
Так как т здесь уже постоянно, то — ввиду (а) — существует такое № == т, 


что при п>М№ и первое слагаемое справа будет <, следовательно, 


ее что и тр. д. 


П. Пусть коэффициенты ит, кроме условий (а) и (6), удовлетворяют. 
2ще условию: 


(в) Га = Вы + 2-- ... Рв-1 при по *. 
Гогда, если варианта х,—а (а — конечно), то также и 
/ 
Хи = Вах, - 6х. Р ... ТЕХ, > а. 


/ 
ДоклзаАТЕЛЬСТВО. Выражение для х„, очевидно, можно переписать 
так: 
/ 


Ха = В (м1 а) Е, (ха... 6 (-@“-Т,- а. 


Применяя теорему | к варианте х„— а 0 и опираясь на (в), непосред- 
ственно приходим к требуемому заключению. 


1°. Теорема Коши [33] отсюда получается, если положить 
1 


о ор у 
ил = 22 па — 


Выполнение условий (а), (6), (в) очевидно. 

2°. Обратимся к теореме Штольца [33], сохраняя прежние обозначе- 
ния. Итак, пусть имеем две варианты ху и ул, из которых вторая стремится 
монотонно к -- со. Предположим, что варианта 


Хв — Ха 
й ®—1 а, 
Уп — Уп-1 
(п ==1, 2, 3,...; лу, =0): 
и применим к ней теорему П, полагая ит о - Выполнение усло- 
7% 
вий (а), (6), (в) легко проверяется. Тогда получим, что варианта 
п 
Ап Х т — Ат-1 
а , а 
Уь Ут — Ут-1 


771 —=1 
ч. и Тр. д. 
Приведем ряд других полезных следствий теоремы Теплица. 
3°. Пусть даны две варианты х, >00 иу,„-—0, причем вторая из них 
удовлетворяет условию: 


[УЕ УЕ... У = К (п= 1, 2, 3,...; К = ©0109). 
Гогда и варианта 
2п == Х1Уп -Е Хэун-1-Е ‹-. Е Ху: 0. 


* В применениях обычно Г; = 1. 
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Простое применение теоремы | при т = Уп-т+1- 


4°. Если варианта ха, а варианта у„-—65, то варианта 


Ув -г ХаУв-1-Е +. 1 ХУ ор 


=. = 
т п 


Пусть сначала а =0 и требуется доказать, что 2„ -> 0. Это просто вытс» 
кает из следствия 3°, если заменить в нем уж на т . Условие, наложенное 
там на у». легко проверяется с учетом того, что здесь у» ограничено: 
[Ун | = А. 

Обращаясь к общему случаю, перепишем 2, в виде 

__ (хи — а) ув Е (х. — а) ув-а-Н ... -Н (Хи — а) У1 ие 
в НА а аО ооавадеЫ 
п 
а 


п 


Первое слагаемое справа стремится к 0, по только что доказанному. Вто- 
рое же слагаемое стремится к а, ибо множитель при а имеет пределом ф 
но теореме Коши (1°). | 

5?. Если х, а, тои 


Применяем теорему И, полагая 
т 
Ё ев Са 
т = ов ы 


пн 
Так как С, п” и ъи -—0 [32, 9)], то условие (а) выполнено. Выполнение 


условий (6) и (в) вытекает непосредственно из того, что 
п, 
\ т __ оп 
— С, =2. 


71 =9 


6°. Если х„ аи 2 = сопя (20), то и 


м и: пп 
_ 1. а о т" 


Это — простое обобщение предыдущего утверждения, и доказывается оно 
аналогично. Можно коэффициенты расположить и в обратном порядке, так 


что и 
й | 1—1 | 2 .п-2 
весе ей: - ож... НТ. 
я О пои О-В 
392. Дальнейшие теоремы 06 умножении рядов. Как указал Мер- 
тенс (Р. Мецепз), результат Коши может быть распространен на более 
общий случай. 


" Конечно, несущественным является то, что нумерацию значений ва- 
рнанты мы начинаем с 0 вместо 1. 
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Теорема Мертенса. Если ряды (А) и (В) сходятся, причем хоть 
один из них сходится абсолютно, то разложение (13) имеет место. 

Доклзл^АтЕЛьЬСТвОо. Пусть, скажем, ряд (А) сходится абсолютно, т. е. 
сходится ряд (А*). 

Объединяя члены на п-й диагонали, положим 


св = @16ь -- 426 и-1-- ... - @и-102 -- аяб1 
Са = са са... с 


так что нужно доказать, что Си -» АВ. 
Прежде всего, нетрудно видеть, что 


Св = а1Вь -- а2Ви-1-- ... -- 4. -1Во -- а, В. (16) 


Если положить В» = В — В» (где остаток В„->0 ири т-»> сю), то 
сумма С» перепишется так: 


Св = А,В —1и, Где 1 = а18и - а28и-1-- ‹.. Е 4в-182- авЗу 


так как А„-> А, то весь вопрос сводится к доказательству соотношения: 
ВП тя — 0. 
А это утверждение сразу следует из 3°, 391 (при Ха = в и уп = ан), 


если учесть, ЧТО 
ааа... [а | == А*, 


где А*— сумма сходящегося, по предположению, ряда (А*). 
В виде примера применения теоремы, вернемся к задаче 4) п? 390. Уло- 
мянутое там равенство, как мы видим теперь имеет место и на конце 


и 


(9%) 
х= = А промежутка сходимости ряда У аих”, если Ю «Ти ряд ина этом 
о 


конце вообще сходится (хотя бы и неабсолютно). 

Заметим, что если бы оба ряда (А)и (В) сходились лишь 
неабсолютно, то уже нельзя было бы ручаться за сходи- 
мость ряда (13). Для примера лопробуем умножить ряд 


со 


о езенее" ОИ ИЕ И — уи-Е 1 
> Ут УЗ Ну 


[как мы знаем, 382, 2), сходящийся неабсолютио}] на самого себя. 
В этом случае 


ВИ и—1 А: ] } 
(уд уу #4 + Е т * 


а. а. 


] 
так как каждое слагаемое в скобках больше » 10 16| >21 прил>)и 
ха : 3 [®) 
ряд ^, с расходится [364, 5°]. 
1 
Однако если аналогично поступить с также неабсолютно сходя- 


мимся [382, 1)] рядом 


© 
, О" 11 га 
3 ты № ее > — 1 БЕ в -|- т —— воФ —- (— 1)" 1 д офф) 


в=1 
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то окажется, что 


1 1 1 Е 
са р -* Ратееу + + += 


ЯРУ + И +7). 


Здесь, при возрастании п, |с„| стремится к 0, монотонно убывая, так что 
о 


=(— 1)" 


[по теореме Лейбница, 381] ряд У сп все же будет сходящимся. 
т 
Какова же его сумма, будет ли она равна (п 2)? На этот вопрос отвечает 
Теорема Абеля. Лишь только для двух сходящихся рядов (А) и (В) 
и их произведение, взятое в форме Коши, оказывается сходящимся, 
то его сумма С необходимо равна А-В. 


ДокАаАзаАТЕЛЬСТВО. Сохраняя прежние обозначения, из (14) легко 
получаем: 


С Сь-{ ... -- Сы = А.В - А5В,-1- ... А, Ви. 


Разделим это равенство почленно на пл и перейдем к пределу при п -> 00. 
Так как С„-—С, то по теореме Коши [33; см. также 391, 1°|] и среднее 


арифметическое 
СЕ-Е Сь- ... Е Сп 


п 


— С. 
С другой стороны, в силу 391, 4? (есяи положить там х„ = А», уп = Вь), 


А: В„ -|- Аэ5Ви-1 Е у Е АВ 
п 


— АВ. 
Отсюда С =А. В, ч. и тр. д. 


$ 5. Повторные и двойные ряды 


393. Повторные ряды. Пусть задано бесконечное множество 
чисел 


В" О а Ве. 5, 


зависящих от двух натуральных значков. Представим себе их рас- 
положенными в внде бесконечной прямоугольной матрицы: 


к ч 

20 а 20...40... 

а и акне Аль 

о’ а аа а (1) 
к (К АК (К) 

а а аа 


У 


Такого рода матрица носит название бесконечной прямоугольной 
магрицы с двумя входами. 
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Теперь остановимся на одном понятии, связаином с рассмотре- 
нием матриц вида (1) — понятии повторного ряда. 

Если в бесконечной прямоугольной матрице просуммировать 
каждую строку отдельно, то мы получим бесконечную последова- 
тельность рядов вида 


2 а. (2) 


Просуммировав теперь эту последовательность вторично, будем 
иметь 


Фо) 
(А ол 
р уу 04°. (3) 
=1$-=1 


Полученный символ и носит название повторного ряда. Если 
заменить строки столбцами, т. е. если суммировать члены нашей 
‚ бесконечной матрицы по столбцам, то мы получим второй повтор- 
ный ряд 


> _® 


Повторный ряд (3) называется сходящимся, если, во-пер- 
вых, сходятся все ряды по строкам (2) (их суммы, соответ- 
ственно, обозначим через А®)) и, во-вторых, сходится ряд 


е 
>, 4; 


Й==1 


его сумма и будет суммой повторного ряда (3). Легко перефра- 
`зировать все это и для ряда (4). 

Элементы матрицы (1) можно многими способами представить 
в виде обыкновенной последовательности 


Па Иа И Зе (5) 


и по ней составить простой ряд 
©) 
> 
>, и, (6) 
е = 


[Об этом мы уже говорили в связи с частного типа матрицей (7) 
п° 389]. Обратно, если имеем обыкновенную последовательность (5), 
то разбив все ее члены (не считаясь с их расположением) на беско- 
нечное множество бесконечных групп, можно ее представить мно- 
гими способами в виде матрицы с двумя входами (1), и по этой 
матрице составить повторный ряд (3). Естественно встает вопрос 
0 связи между рядами (6) и (3), состоящими из одних и тех же 
членов. 
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Теорема 1. Если ряд (6) сходится абсолютно к сумме ЦИ, 
то, как бы его члены ни располоэсить в виде матрицы (1), схо- 
дится и повторный ряд (3), причем имеет ту же сумму. 

ДоклзлАтТЕЛЬСТВО. Ряд 


и: 


| м, | (6*) 


г=1 


по предположению, сходится; обозначим его сумму через (”*. 
Тогда, прежде всего, при любых п и К, 


>: | |=”, 
т 


откуда следует сходимость ряда - 128 [365], а значит и сходи- 


мость ряда > а) [377] (при любом К). 


Далее, т любого числа = > 0 найдется такое гу, что 


(2.5) 


У [ш,|<:, (7) 


7= и -- 1 


следовательно, и подавно 


со 
>“, 


<. (8) 


Го 
= 
г=1 


Члены и, и», ..., И, ряда (6) содержатся в первых п строках 
и первых т столбцах матрицы (1), если п и т достаточно велики, 
скажем, при п > и т›> ть. Тогда для указанных п и т выра- 
жение 


ха 


КЁ 1 и 


представляет сумму группы членов и, с номерами, большими Гу, 
и ввиду (7) по абсолютной величине «3. Переходя к пределу при 
т — со, получим (для п > щ) 


й то 
А(®) — хи, = 
=: = 


так что — в связи с (8) — 


п 
У А® — И 
д-=1 


откуда следует сходимость повторного ряда (3), и именно к сумме (. 


< 2, 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Некоторые строки матрицы (1) могут состоять 
и из конечного числа членов; легко распространить результат и на 
этот случай. 

Если вспомнить, что в 386 мы разбивали члены простого ряда 
лишь на конечные группы, не нарушая при этом их рас- 
положения, то станет ясно, что теорема |1 формулирует далеко 
идущее распространение (совместно) сочетательного и переместитель- 
ного свойства абсолютно сходящегося ряда. 

Обратная теорема имест место лишь при усилении предположе- 
ний о повторном ряде. 

Теорема 2. Пусть дан повторный ряд (3). Если по замене 
его членов их абсолютными величинами получается сходящийся 
ряд, то сходится не только ряд (3), но и простой ряд (6), со- 
‚стоящий из тех же членов, что и ряд (3), расположенных 
в любом порядке, и притом —к той же сумме. 

Доклалзательстве. ПО Предположению ряд 


р Е 


К=11=1 


сходится; пусть А* — его сумма. При любых п и т, имеем 


р У | а® |< А*. (9) 


К=11=1° 


Возьмем теперь произвольную частичную сумму ряда (6*): 


* 
При достаточно больших пи т, члены и, и, ..., И, будут содер- 
жаться в первых п строках и первых м столбцах матрицы (1). 


Тогда из (9) следует, что 
И < А* 


и ряд (6“) сходится, т. е. ряд (6) сходится абсолютно. 

Остается применить теорему 1. 

Так как, очевидно, все сказанное о повторном ряде (3) справел- 
ливо и для повторного ряда (4), то как следствие из доказанных 
теорем получается следующее ‘важное Е. которое часто 
бывает полезно *. 

Теорема 3. Пусть дана матрица (Г). Если по замене членов 
ряда (3) их абсолютными величинами получается сходящийся 
ряд, то сходятся оба повторных ряда (3), (4) и имеют ту же 


сумму: 


Ух х а®. =УУ ху а". 


ры : 1 а 


* В немецкой литературе это предложение носит название ‹отгоззег 
и шот4пипр$5а2». | 
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394. Двойные ряды. С бесконечной прямоугольной матрицей (1) 
связано и понятие двойного ряда. Так называется символ 


} 1 1 1 
аа ар... ам... 


й | 2 
а а Рай ыы 


Г. 7.3 Е 
нара а... а... 


го 


К 
—- ® ® ® ® ® ® Ф е . ® ® ® ° Ф : ® ® = У а ) ы (10) 
Ат 
Ограничившись первыми т столбцами и первыми п строками, 
рассмотрим конечную сумму 
= т, А-В 
(и) м (К) 
Аш == Уз а; , 
В К1 
называемую частичной суммой ланного двойного ряда. Станем 
увеличивать числа р и п одновременно, но независимо друг от друга, 
устремляя их к бесконечности. Предел (конечный или бесконечный) 
| (1) 
А= Ит А» 
> о 
в >: 
называют суммой двойного ряда, и пишут 


4‘. 


сч : 
А = — а. 


1, К=1 


Если ряд (10) имеет конечную сумму, его называют схо- 
дящимся, в противном же случае — расходящимся. 
Вернемся для примера к матрице (7) предыдущего параграфа, 
с общим членом | 
с = @збк. 
В этом случае частичная сумма, очевидно, равна (если сохранить 
прежние обозначения) 


(#1) 
о ны А,Вь, 


так что двойной ряд, соответствующий упомянутой магрице, всегда 
сходится и имеет сумму 


С = Ши АВ, = АВ*. 
п-—> со 
п>с 


* Таким образом, если произведение двух сходящихся простых рядов 
представить в виде двойного ряда, то суммой последнего всегда будет 
произведение АВ; трудность была в доказательстве того же по отношению 
к произведению р»дов, представленному простым рядом. 
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На двойные ряды легко перенести теоремы [364, 3°и 47] об 
умножении членов сходящегося ряда на постоянное число и о по- 
членном сложении или вычитании двух сходящихся рядов; предо- 
ставляем сделать это читателю. 

Точно так же для сходимости двойного ряда необходимо 
стремление к О общего члена: 


ит а) =0 
1-0 
й >> 
[ср. 364, 57]. Это сразу видио из формулы 
, к) /:) к-1 ((—1 
а = А А, АО АР. 


Естественно сопоставить двойной ряд (10) с повторными 
рядами (3) и (4), рассмотренными выше. Так как 


У У ] 
А® —= У У а) 
1 АТ: 1 м 


то, переходя здесь при фиксированном п к пределу при т -+ о 
(в предположении, что ряды по строкам сходятся), получим 


п 
Ни А®— У А®. 
т- К=:1 
Теперь ясио, что сумма повторного ряда (3) есть не что иное, как 
повторный предел 
и Им А". 
вхо то 
Вопрос же о равенстве сумм двух повторных рядов (3) и (1) 
является частным случаем вопроса о равенстве двух повторных пре- 
делов. 
Применяя к рассматриваемому случаю общую теорему п’ 168 
о двойном и повторном пределах *, придем к результату: 
Теорема 4. Если 1) сходится дзойной ряд (10) и 2) сходятся 
все ряды по строкам, то сходится позторный ряд (3) и имеет 
ту же сумту, что и двойной ряд 


У Хал= У У, 


ВЕ 91 1, — 


Аналогичная теорема имеет место и для второго повторного 
ряда (4). 
* Здесь т и п играют роль независимых переменных, а частичная 


сумма А(® — роль функции от них. 
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Вопрос о сходимости двойного ряда (10) просто решается для 


случая положительного ряда, т. е. ряда с неотрицательными 
членами: а) = 0. 


Теорема 5. Для сходимости ряда (10), если а® =0, необхо- 
димо и достаточно, чтобы его частичные суммы были огра- 
ничены. 

ДоклазаАтЕЛЬСТВО. Необходимость этого утверждения ясна. 


Докажем достаточность. Пусть А”) < [. Возьмем точную верхнюю 
границу множества сумм ДИ’: 


А =зир [А 


и покажем, что она и будет являться суммой нашего ряда. 
Зададим любое в > 0. По определению точной верхней гра- 


ницы, можно найти такую частичную сумму д, что 
(По 
Аи" > А — 6, 
Если взять > т,, П>> Пу, ТО и подавно 


А > А, 
так как А с возрастанием обоих значков п и т, очевидно, 
возрастает. 
Так как всякая частичная сумма не превосходит А, то можно 
написать, что 


| ` 


а это и означает, что 


А 


А = Иш Аз, 


т-—>^, 
п->5> 


т. е. ряд (10) сходится. 

На основе этой теоремы можно установить теорему о сравнении 
положительных двойных рядов, аналогичную теореме 1 п” 366; 
предоставляем это читателю. 

Рассмотрим теперь двойной ряд, составленный из матрицы, 
в которой не все элементы положительны. Очевидно, что, как для 
простых рядов, мы можем исключить из рассмотрения те случаи, 
когда все элементы магрицы отрицательны или когда есть только 
конечное число положительных или отрицательных элементов, так 
как все эти случаи непосредственно приводятся к только что рас- 
смотренному. Поэтому мы предположим, что в рассматриваемой 
матрице (1), а значит и в ряде (10), есть бесконечное множество 
как положительных, так и отрицательных элементов. 


< 


2:2 Г. М. Фимеингольн, т, И 
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Кроме матрицы (1), составим еще матрицу из абсолютных вели- 
чин элементов. 


> 
Е а на 
[а а д [20 | ня 
ао 469]... [4]... 
и по этой матрице составим двойной ряд 
х 1 005 


$, К.-1 


Подобно теореме п” 377 о простых рядах, и здесь имеет месго 

Теорема 6. Если сходится ряд (19*), составленный из абсо- 
лютных величин членов данного ряда (10), то и данный ряд 
сходится. 

ДоклзатеЛЬСТвО. Представим а(“) в виде: 


() — р) — ао 
и. 


где 


а” | 2 а(®) 


+4 
- 


И) =: М) 


и 
Так как ра, 9% а®, то из сходимости двойного 
ряда (10*) вытекает сходимость двойных рядов 


1%: 


рр ао 


$ К=1 $, д—1 


Но тогда сходится и ряд 


Ух, 


а именно имеет сумму 


А=Р— О. 


Если одновременно с рядом (10) сходится и ряд (10*), то 
ряд (10) называется абсолютно сходящимся. Если же ряд (19) 
сходится, а ряд (10*) расходится, то ряд (19) называется не- 
абсолютно сходящимся. 

Докажем теперь теорему о связи между двойным рядом (10) и 
простым рядом (6), состоящим из тех же членов. Она аналогична 
теоремам |1 и 2. 

Георема 7. Пусть даны двойной ряд (109) и простой ряд (6), 
состоящие из одних и тех же членов. Тогда абсолютная 
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сходимость одного из них влечет за собой абсолютную же 
сходимость другого и равенство их сумм. 

ДоклздатеклЬьство. Предположим сначала, что сходится абсо- 
лютно двойной ряд (10), т. е. сходится ряд (10*); сумму последнего 
обозначим через 2”. Взяв любое натуральное число г, составим 
частичную сумму ряда (6*): 


| -... [м |. 


Как и при доказательстве теоремы 2, легко устанавливается нера- 
всиство И” < А*, а с ним и абсолютная сходимость ряда (6). 


Пусть теперь дано, что сходится абсолютно простой ряд (6), 
т. е. сходится ряд (6*); его сумму обозначим через (”. Какую бы 
‘частичную сумму 


нь & ь 7. 
д-р 
ряла (10*) ни взять, найдется столь большее г, что все слагаемые 
этой суммы будут содержаться среди первых г членов ряда (6*), 
так что 
д ВЕ 


В таком случае, по теореме 9, двойной ряд (10*) сходится, а зна- 
чит ряд (10) сходится абсолютно. 

Наконец, для вычисления суммы И ряда (6) — ввиду его абсо- 
лютной сходимости — можно члены его расположить в любом удоб- 
ном для этой цели порядке [387]. Мы расположим их по квалд- 
ратам схемы (1); тогда, если еще объединить члены, отличающие 
один квадрат от следующего за ним, получится: 


И = Ит АА, 


п» о 


что и завершает доказательство. 

Сопоставляя теоремы 1, 2 и 7Т, сформулируем, в заключение, 
такое 

Следствие. Пусть матрица (Г) и последовательность (5) 
состоят из одних и тех же членов. Тогда двойной ряд (19), 
повторные ряды (3), (4) и, наконец, простой ряд (6) — если 
хоть один из них оказывается сходящимся по 
замене его членов их абсолютными величинами — 
все четыре сходятся и имеют одну и ту же сумму. 

В случае положительных рядов (т. е. при а) — 0), очевидно, 


достаточно сходимости одного из указанных рядов, чтобы сходились 
вс> четыре и притом к одной и той же сумме. 


о 


мы Бе 
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395. Примеры. 
1) Интересный пример дает матрица (0х 1): 


| 
арх —х? х? — ^3 хз на 
х (Е — Хх) — 2 (1 — ^*) (1—4?) — (1—4) 231—453) ... 


х (1-х) — 2 (1 — д?) 42 (1 — Хх?) — х3(] — хЗ)? 43 (1 — хз)? 


Здесь ряды по строкам абсолютно сходятся и имеют, соответ- 
ственно, суммы х, х (1 —х), х(1—х)?,... Ряд, составленный из этих сумм, 
также абсолютно сходится; его сумма равна 1. Между тем другой 
повторный ряд не сходится, так как ряды по столбцам имеют суммы, попе- 
ременно равные --1 или —1. 

Этот факт нисколько не противоречит теореме 2, ибо для матрицы 
из абсолютных величин ни один повторный ряд не сходится. Мы 
видим лишь, что предположение об абсолютной сходимости рядов 
по строкам (по столбцам) и об абсолютной же сходимости ряда, со- 
ставленного из их сумм, не может заменить требования, чтобы сходился 
повторный ряд для матрицы абсолютных величин. 

2) Приведем знаменитый «парадокс Иог. Бернулли». Рассмотрим 
положительную матрицу (недостающие члены можно заменить пулями); 


> 
1 1 | 
2 ЗЕ т 
1 1 
2.3 3.4 4.572 
1 | 
3.4 4.51” 
1 
4.5 . . 
| $ ыы 
и приравняем сумму двух соответствующих ей повторных рядов. Если спва- 


чала суммировать по строкам, то получим суммы [ср. 25, 9)]: 1, — — 
] 


4 9 оФфоу 
через $. Суммируя же по столбцам (все они содержат по конечному числу 
1 | 1 


из которых составится гармонический ряд; его сумму обозначим 


| 
членов!), придем к результатам -,, 5, 4’ в, из них составится 
ей о 


в а ряд без первого члена, что в сумме даст $ —1. Итак, 
$=5$5— И 

На деле, конечно, этот «парадокс» является лишь доказательством от 
противного того факта, что сумма $ не может быть конечной, 
т. е. что гармонический ряд расходится. 

3) Пусть 9 пробегает всевозможные стелени с натуральными основа- 
ниями и показателями (большими единицы), и притом каждую од- 
нажды. Доказать, что 

-2— ее 


\ — 9—1 
[Х. Гольдбах (Сп. В 
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Если т принимает всевозможные натуральные значенил (>> 1), не яв- 
ляющиеся. степенями, то 


- Ут я-т+ Ут а ‚анны 
Е аз ВР РИЕ ИЫ 
= У (а а+.--) (яв. Св...) = 
- Уно + ов + и +... }- 


го 


те 


п=2 


© 


где п пробегает на этот раз уже о натуральные ЗНАЧЕНИЯ, начиная с 2, 
так что, действительно, С ==1 [25, 

[Обоснование, со ссылкой т ` доказанные теоремы, предоставляем 
читателю]. 

Любопытно сопоставить этот результат с результатом тов 


(/. Зетег): 
п м! < | 
» 2 по" 


п=2 К=2 11 =2 


(Здесь степени могут появляться и не однажды!) 
4) Рассмотрим матрицу с общим членом 


НИЕ 
Е ТОРО... @+‚9 @+у....@+). 


Воспользовавшись установленным в 4), 363 соотношением 
со 


У ее ыы СЫ 
о а а О. р (&-Е1).... -(а--р) 


(при я =0, р = ^), легко просуммировать члены А-ой строки: 


.') 


Ул @-и т, 
` К. АД! 22’ 
ры 
отсюда сумма повторного ряда 
я | 
хм = Мы. ее 
К =1 1= К-=1 


Ввнду симметрии выражения а(*) относнтельно Ги А, второй повторный 
ряд тождествен с первым, и приравнивание их сумм ничего нового не даст. 
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Видоизменим теперь матрицу так: сохранив в 7-ой строке первые т — 1 
членов прежними, вместо т-го члена подставим сумму Ги всех членов 
т-й строки, начиная с т-го, а остальные члены отбросим. Лля новой 
матрицы 


3 
Г1 

а) Го 

м М + 

В т 

атфи ат+и И ато а, т 


Е ао о В о а Зы неа № 


Суммы рядов по строкам, а ними и сумма первого повторного ряда оста- 


нутся прежними [см. (12)]. Для суммирования рядов по столбцам вычислим 
сначала 


С) 


“ И в 
гв — № (НТ). ... (-т) — 


1=7т% 
() 


_\ (т — 1)! — МА 
= "1 (т— 1 Ри). (От Еп) = тт Ру... От,’ 


здесь мы снова воспользовались соотношением (11), при а=т— 1 р=т. 
Сумма же остальных членов т-го столбца равна 


э 


У, НИЕ НЕ 
(ЕТ)... (т) — 


=т 1 
в (т— 1) = 
— 24 (т Е п) (и п ЕП: ... тп) тео... т 
= 


{в (11) мы положили а =р=т]. Окончательно же, сумма членов т-го 
<толбца оказывается равной 

З и 3; 10 
тт). ... От. 32т = Эт! 


Приравнивая, по теореме 3, суммы обоих повторных рядов, мы приходим 
к интересному соотношению: 


а 1 — ` [(т — 1)? 
= 2 — У Эт! Ио 


К=1 — 


Так как ряд справа сходится очень быстро, то он облегчает прибли- 
женное вычисление суммы важного ряда, стоящего слева. Больше того, 
ниже [440, 7] мы увидим, что выведенное соотношение позволяет выразить 
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да 


сумму первого ряда ‹в конечном виде». она равна 6 (этот результат при- 


надлежит Эйлеру). 
5) Остановимся на ряде Ламберта: 


со 


У 
$ (х) = к р ат. 


К=1 


ограничиваясь предположением, что | х|<1. Мы видели [385, 5)], что при 
этом предположении ряд Ламберта сходится при тех же значениях х, 
что и степенной ряд 


%) 
Л (х) == У, архй. 
Е. 1 


Допустим же, что радиус сходимости Ю этого ряда > 0 [379], и будем счи- 
тать их| < А. 
Очевидио: 


хк 
ак — х*й -|- хак —- ... -- хак НР: осФ 


Составим теперь матрицу из этих членов, умноженных еще на аз, помещая 
одинаковые степени х в один столбец (пустые места можно заполнить. 
нулями ): 


> 


ах а? ах ах ах? а1х ах’ 4158 ах ах... 


ах? а9х“4 аб аох8 ах... 
ах? аз^% язхЭ а 
ах“ а4хз рее 
а;.ХЪ ах... 
Явх8 а 
а2х7 - 
азхв 

9х3 и: 

410%10.. 


Повторный ряд по строкам как раз и имеет сумму ф (х). Так как 
степенной ряд, а с ним и ряд Ламберта, сходится при замене х на | х| 
и “к на | ак, то можно применить теорему 3 и просуммировать по стол б- 
цам. Мы иолучим разложение $(х) в степенной ряд 


[© ©) в.) 

Е а 

Ф(х) = У аих", причем аз = — ах; 
2—1 #й | п 


значок А]п условно означает, что сумма распространяется лишь на дели- 
тели А числа л. 
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Например, полагая 4; =1 или а; = *, будем иметь соответственно 


о 


[2] 
4 АхЁ ® 
Уи уче Ус Унеою 


#1 = К =1 В -—=1 


где *(п) означает число, а с (п) —сумму делителей п. 
6) Расположив те же члены иначе, без пропусков: 
-— > 
ах а1^? ам ах... 
@эХЗ 45-Х 4558 а5х... 
а.х ах ах ах... 
ах“ а. ах? ах... 
мы сохраним те же суммы по строкам, по столбцам же получим, по по- 


рядку: Л (х), Л (<х°), Л (^3), Л (х*),... Таким образом, мы ПН к тожде- 
ству, связывающему функции ф и Г: 


е (х) = У Л(л"). 


П-=1 


Например, взяв ау. = а*, где | а|==1, будем иметь 
ах 

Хх) = —— 

а 


так что 


_(ах)"_ -У и ‚ хп и: 1х1 < 


Тм ах" 
К =1 
7) Полученный результат можно обобщить. Пусть даны два степенных 
ряда 

оо Ох 
ь 1 & 

7 (х) = 2 аих" и &(х)= — бихт. 
п =1 


77. =1 


Ограничимся значениями х, для которых |х|< 1, и оба ряда абсолютно 


<ходятся. 
Составим матрицу из элементов а,бт^””. Так как (для т>Ттип>1) 


тп >= т-- п, то 
1аабтх"т | = | ав" | | авхт |. 


Отсюда легко заключить, что двойной ряд, соответствующий взятой матрице, 
абсолютно сходится. Приравнивая, на основании следствия, суммы повтор- 


ных рядов, найдем тождество: 


УХ а" = Ушв("). 


71 =1 , п --1 


* В обоих случаях, как легко проверить, А =1, так что достаточно 
считать просто |х|< 1. 
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Отсюда тождество предыдущего упражнения получается при 6б„=1 


[тек что @(х) = = ь 


8) Ряд 
со 
| . 
> му 
1, К =0 
со [2.9 
получается умножением рядов У, хи У, у!, которые (абсолютно) сходятся 
1—0 ко 


при | х|<1и|у|[ < 1; для этих значений (абсолютно) сходится и двойной ряд. 
Если |х|`>1 или |у|`> |, то нарушается необходимое условие сходи- 

мости: общий член не стремится к 0, ряд расходится. Легко проверить непо- 

средственно, что расходимость налицо и в случае, если | х| = 1 или [у | = 1. 
9) Рассмотрим ряд 


ов 
р а @2>0,8>0. 


со 


[Ф. 0) 
1 я 1 
Он также получается умножением рядов —И —й, которые сходятся 
г |.) 


4=1 к=1 
при «>1 и 3>>1, так что и двойной ряд при этих предположениях схо- 
дится. | 
Наоборот, если а = 1 (или 3 = 1), то двойной ряд наверное расходится, 
ибо тогда расходятся все ряды по строкам (по столбцам) (ср. следствие пре- 
дыдущего п°). 
10) Исследуем сходимость ряда 


со 


м. 1 
т (НА) 


Для этого представим его в виде простого ряда, расположив члены его: 
по диагоналям. Так как члены, лежащие на одной диагонали, равны, 
то, объединив их для удобства подсчета, получим ряд 


(«>0). 


ео 


У, (и— 1. 


..:2 


Ввиду очевидных неравенств 


пи 1< и, 


р 


деля на л°, будем иметь 
1 1 1 
—. = (п— 1): — = 
и п п 


6—1 


Отсюда ясно, что полученный нами простой ряд сходится при с‹`>2 и рас- 
холится при < =2. По теореме 7, то же справедливо и для двойного ряда. 
11) Рассмотрим теперь более сложный ряд 


к— \ 1 
У а = 9 арб (р> 0), 


1, К =1 4, Е = 
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где форма Ал? -|- 2Вху -- Су? предполагается определенной поло - 
жительной, так что А = АС — В?`> 0, а также Аи СЪО. 

Если через [ обозначить наибольшее из чисел |А|, | В|, [С!|, то, оче- 
ВИДНО, 


А-В -- СЁ = 1[(1-- &), а >= в 1 


в с” 


В таком случае из 10) ясно, что при р < 1 наш ряд расходится. 
С другой стороны, имеем 


А-В С = с [((АС— В) 4 (ВЕ-- СВ] == т м, 
так что 
мы и, аналогично, 4“) = ”. — 
Отсюда легко получить, что 
А 
ы ма) =. Г 


Сопоставляя это с 9), видим, что при р`>1 рассматриваемый ряд сходится. 

12) В теореме 4, вместе с предположением о сходимости двойного ряда, 
делается 0с0бо предположение о сходимости всех рядов по строкам. Сле- 
дующий простой пример показывает, что без второго предположения обой- 
тись нельзя — оно не вытекает из первого. Двойной ряд по схеме 


> 
1 —1 1—1 
— 1 1—1 1 
1 1 1 | 
у 7-5 
1 | 1 1 
Ре о 
1 | 1 1 
а 
1 1 1 1 
а 
\ : 


<холится, его сумма равна 0. Между тем все ряды по строкам расходятся. 
13) Установить суммы следующих двойных рядов: 


ОЭ э 


1 1 1 

(а) У, то (р>—1)}; (6) У, Ио, 
но М р Аи И. 
[е®) оз 
Ут" 1 п В Е" 

о (4п — Пт 80’ г У (Ап — 1% 4 


т, п=1 т, п=1 


(д) ый (Ап рай рут ыы 8 ® 
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Уклздние. Перейти к повторному ряду, начав с суммирования по т. 
Использовать разложения 


1 1 1 
р 4 Е == 2 
1 1 1 п 
а Г" 
как известные. 
14) Рассмотрим функцию двух переменных 
ея 
> (#== 1) 
ф(х, 2) =е (25-0). 


Перемножая абсолютно сходящиеся ряды 


ея со 


® _, со 
“У (=).=, ет -У(2) С. 
-- р ЕТ г о Г , 


$= —— 


получим для этой функции (также абсолютно сходящийся) двойной ряд 


(№ 


х ++ (= 1)^ к 
ф (Хх, г) = У (5) пы =“ 8 


1, К=0 


Собирая (следствие) члены с одинаковыми степенями г, можно преобра- 
зовать его в повторный ряд 


МАХ 
ь (х, 2) = р Ув (х) 2 2" ы 


где для п —0 


м 


61 


а. (= 1)^ х 2-1 в 
= Мати 2). 


а для п<х 0 
9) 


мо- У черт) ^. 
п 


Впрочем, легко видеть, что 
У-в (х) = (— 1)" Л, (х). 


Функция /„(х) (п=0, 1, 2,...) называется функцией Бесселя 
со значком 7; эти функции играют важную роль в математической физике. 
небесной механике и т. д. Функция ф(х, г), из разложения которой они 
получаются, носит название «производящей функции»? для бесселевых функций. 


+ со 
- 
+ Сумма Уаз, ло определению, есть сумма двух рядов 


— со 
се со 
^ 1 
ыы ан У @ п. 


п =0 %-—1 
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396. Степенной ряд с двумя переменными; область сходи- 
мости. Степенным рядом с двумя переменными х, у 
называется двойной ряд вида 


о 

> ам, (14) 

К =0 
расположенный по целым положительным степеням переменных х и у. 

Как мы сделали это в 379 по отношению к простым степенным 

рядам, мы и здесь поставим себе задачей выяснить вид «области 
сходимости» ряда (14), т. е. множества о = |М(х, у)]} тех точек 
плоскости, для которых ряд сходится. 


Лемма. Если ряд (14) сходится в некоторой точке М(х, у), 
координаты которой обе отличны от 0, то он абсолютно 
сходится во всех точках М(х, у), удовлетворяющих неравен- 


ствам: |х| <|х|, |у| <|У| С. е. во всем открытом прямоуголь- 


нике с центром в начале координат и с вершиной в точке М). 
Доказательство вполне аналогично доказательству леммы п” 379. 


Из ограниченности членов ряда (14) при х =х, у=у 


аку | = [ А 


получается 
8 к 
анк Е. | И 
Хх у 
так что —если только |х|<|х|, |У| < |у| — справа мы имеем 


общий член сходящегося ряда [395, 8)]; отсюда и следует абсолют- 
ная сходимость ряда (16). 
Мы станем изучать лишь такие ряды, для которых подобные 


точки М существуют — другие ряды для нас не представляют инте- 
реса. Самый характер леммы позволяет нам ограничиться рассмо- 
трением лишь первого координатного угла; полученные результаты — 
по симметрии — легко можно будет распространить и на остальные 
углы. 

Возьмем же в первом угле луч ОЁ, исходящий из начала, под 
углом .0 к оси х (черт. 55). Как и в 379, пользуясь леммой, можно 
показать, что найдется такое положительное число К (8) (которое 
может оказаться и бесконечным), что во всех точках М на этом 
луче, для которых 


ОМ < В(4), | 
ряд (14) сходится абсолютно, в то время как при условии 


ОМ> Ю(0) 
ОН расходится. 
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Если хоть для одного луча АР (9) = | осо, то, в силу леммы, ряд 
оказывается сходящимся (и притом — абсолютно) на всей пло- 
скости, которая и играет роль «области сходимости» о. 

Исключим теперь этот случай всюду сходящегося ряда. 
Тогда А (8) будет конечной функцией от 08, и на каждом луче ОЕ. 
найдется пограничная точка /ЛМ., для которой 


ОМ, —- Юю (0). 


Она отделяет точки М луча, в которых ряд (абсолютно) сходится, 
от точек, где он расходится; в самой точке М,, смотря по случаю, . 
может иметь место и сходимость, и расходимость. 


р 


0 р о 


Черт. 55. 


Если провести через М, вертикаль РР” и горизонталь @@”’ (см. 
чертеж), то внутри прямоугольника ОРМО ряд заведомо схо- 
дится, а внутри угла О’М,Р”’ — заведомо расходится (по лемме!). 
Поэтому на новом луче О[’, отвечающем какому-нибудь другому 
углу 0’, вдоль ОЮ будет сходимость, а вдоль 5[” — расходимость. 
Следовательно, пограничная точка /М, на этом луче должна лежать 
между К и 5. Отсюда легко усмотреть, что, при изменении 0 от 0 


ея 
до 5, А (9) изменяется непрерывным образом, так что точка М, 


описывает в первом координатном угле непрерывную погранич- 
ную кривую. 
Так как при уменьшении 0 абсцисса х, точки М, не убывает, 
а ордината ее у, не возрастает, то обе имеют предельные значения 
при 9-0. Тогда, очевидно, имеет предельное значение и Л (8). Если 
этот предел 
Ни Ю (0) ы Ро 


хо 
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* 
конечен, то точка М, стремится к некоторой предельной точке Мо (КЮ, 0} 
на оси х, в противном же случае пограничная кривая имеет асимптоту, 
параллельную оси х (которая может совпадать и с самой осью х). 


Легко перефразировать все сказанное и для случая, когда бе. 
меняя ролями оси х и у. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Не следует, однако, думать, что предельная 


: 
точка Мо, о которой только что шла речь, необходимо совпадает 
с пограничной точкой /\ на самой оси х. Точка Му может 


оказаться и правее Мь (и даже лежать в бесконечности). Возможность 
эта не должна удивлять читателя, ибо лемма и построенные на ней 
рассуждения относятся лишь к точкам вне координатных осей. 

Дополним теперь построенную в первом координатном угле кри- 
вую симметричными ей (относительно обеих осей и начала координат) 
кривыми в остальных углах. Таким путем мы получим полную по- 
граничную кривую, которая в существенном и определит инте- 
ресуюшую нас «область сходимости» ой: в той части плоскости, 
которая извне ограничена этой кривой, ряд (14) сходится (и при- 
том абсолютно), во внешней части плоскости ряд расходится *, 
в точках же самой пограничной кривой может иметь место 
как сходимость, так и расходимость. 

Рассмотрим примеры. 


397. Примеры. 1) Для ряда 


со 

2", 

АО 
как мы видели в 395, 8), «область СХОДИМОСТИ» о сводится К ОТКрытому 
прямоугольнику (—1, 1; —1, 1) (черт. 56), в пределах которого суммой его 

| 
[9] ет 8 
о 1 —х 1—у 


2) Для аналогичного ряда 


СХ 

И 

У мук 
т 1 ДЕЙ 


(где указатели {[, ЕЁ изменяются, начи- 
ная от 1) «область сходимости» будет 
состоять из этого же прямоугольника, но 
с присоединением обеих коор- 
динатных осей. В этом случае, хотя 
пограничная точка Мо, о которой речь шла 
выше, и стремится при 0 —> 0 к предельной 


* < ’ 
лочке Му (1, 0) на оси х, но сходимость имеет место на всей этой оси 
(см. замечание). 


Черт. 56. 


* Если не считать координатных осей, вдоль которых в иных случаях, 
как указывалось, ряд может сходиться и за пределами этои кривои. 
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3) Ряд | 
& ху Мл % уЁ 
Хни=Утх У, 
+ К=0 (=0 к=0 


очевидно, абсолютно сходится на всей плоскости. 
4) Для того чтобы сходился абсолютно ряд 


©: 


у ЕЙ ук, 


ДА! 


т. е. сходился ряд 


4, К=0 


необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 


‹. 


У | р 


п-0 
который получается из предыдущего 
суммированием по диагоналям. Это 
приводит нас к условию | х|-+ |у|< 1. 
Следовательно, здесь ‹область сходи- 
мости» представляет собой косо по- 
ставленный квадрат с вершинами в точ- 
ках (1,0), (0, 1) (черт. 57). 


Черт. 58. 


5) Рассмотрим, в заключение, следующий двойной ряд: 


©. 9) 


о и. Нд... лу му... 
$ > 
... ту... МУ... лту... хтут-... 


Если, предположив его абсолютную сходимость, просуммировать его 
по строкам, то получим: 
1 | 


ха...) ПН ху (ху + а 


352 ГЛ. Х!. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [399 


Отсюда ясно, что для абсолютной сходимости необходимо: | х|<1 
| ху |< Г; вместе с тем, эти неравенства и достатечны. «Область схо- 
димости» изображена на черт. 58; кривые на ней — равнобочные гиперболы. 


398. Кратные ряды. Дальнейшее расширение понятия бесконеч- 
ного ряда происходит совершенно естественным образом. Пусть 
задана бесконечная система чисел 


И, К, .... 


занумерованных $(5 2) значками [, А, ..., каждый из кото- 
рых — независимо от других — принимает всевозможные натураль- 
ные значения. Тогда символ 


носит название кратного (точнее: $-кратного) ряда. 
Предел частичной суммы ряла 


И 7% 


р 

а <\ — 

Он, и... р»: У, ‚оо У инк, ...1 
1 -1Ё-= 1 1..1 


при п->оо, т-+ со, ..., р-»со (конечный или бесконечный) есть 
сумма ряда. Ряд называют сходящимся, если он имеет конеч- 
ную сумму. 

Важнейшим классом кратных рядов являются степенные ряды 
с несколькими переменными: 


со 


В, : ы 
р оные 
В, 1-0 


На кратные ряды также распространяются основные понятия и 
предложения изложенной выше теории. 


$ 6. Бесконечные произведения 
399. Основные понятия. Если 


Ра, Вэ, Рз ++ -› Ри» --- (1) 


есть некоторая заданная последовательность чисел, то составленный 
ИЗ НИХ СИМВОЛ 


и») 


ра: Ро Рз- +... °Ры* --- == Ш рь* (2) 


9—1 


называют бесконечным произведением. 


* У нас уже встречалось такое обозначение для произведения, но лишь 
конечиого числа сомножителей. 
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Станем последовательно перемножать числа (1), составляя частич- 
ные произведения 


РЕ РЕ . ро, Рз = Л: * Р2 * Рз, р 
О ое (3) 


Эту последовательность частичных произведений 'Р,} мы всегда 
будем сопоставлять символу (2). | 

Предел Р частичного произведения Р» при п со (конечный 
или бесконечный) 


ИР == Р 


называют значением произведения (2) и пишут: 


Ре рае еь: = р, 


Если бесконечное произведение имеет конечное значение Р 
и притом отличное от 0, то само произведение называют 
сходящимся, в противном же случае — расходящимся*. 

Достаточно одному из сомножителей ‘произведения быть нулем, 
чтобы и значение всего произведения также было равно нулю. В даль- 
нейших рассмотрениях мы этот случай будем исключать, так что 
для нас всегда р, = 0. 

Читатель легко установит аналогию с бесконечными рядами [362] 
и уяснит себе, что — подобно рялам — и рассмотрение бесконечного 
произведения также есть лишь своеобразная форма изучения варианты 
(или последовательности) и ее предела. С этой формой полезно 
познакомиться, так как в иных случаях она представляется более 
удобной, чем другие. 


409. Примеры. 1) 1 (->). 


И - 
Так как частичное произведение 


1 1 1 пт 1 
Ры= (1 я-) (1—3)... (1 =)=5- Я о, 


то бесконечное произведение сходится, и его значением будет о * 


2) Формула Валлиса [317] 


т 2.2.4.4.... 2п.2п 
5 ЕЯ 


* Таким образом (подчеркнем это), если Р =0, то произведение для нас 
будет расходящимся. Хотя эта терминология идет в разрез с терми- 
нологией, принятой для бесконечных рядов, но она общепринята, ибо облег- 
чает формулировку многих теорем. 
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у." 
очевидно, равносильна разложению числа э в бесконечное произведение 


20244 п 2 


о т 
Она же приводит к формулам 
-] 1 г 2 
к 
ПЁ-е=| = П(-»)==. 
77 == 1 п =1 


3) Докажем, что (при |х|< 1) 
ах а-х)а-ж..... а ^х"7').... = 


$ 


Действительно, как легко убедиться последовательным умножением, 
(1—л).Ри=(1—^) (1-х) (1- х2).....@- х"7 0) = 


р 1 — хп 
п —- 1-х . 


Отсюда в пределе и получается требуемое равенство. 
4) Мы имели в п® 54, 7а) предел: 


. ф Ф $1 ф | 
Пт С бб ф = 0). 
п > о 2 22 2" ь 


Теперь мы можем записать это так: 


= ее. 


у" 
В частности, при ф =.5`, придем к разложению: 
2 Пат Е п 
о 98, ....* Отт 


Если вспомнить, что 


ты ар а 
с0$ 1 = э и 055 = Е а, 


то разложение это можно переписать в виде 


а Ее И 

Уз. Ит+1 р И + этэу >... 
[Виета (ЕР. Уте!а)]. Эта формула вместе с формулой Валлиса пред- 
ставляет первые примеры бесконечных произведений в истории анализа. 


5) В 315 (10) для полного эллиптического интеграла 1-го 
рода мы установили формулу 


к®=5 т а-юа-ь..... а, 
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где варианта А„ определяется рекуррентным соотношением: 


1-е, 
1 У! НЫ 


Эта формула дает разложение К (А) в бесконечное пролзведение 


Ай (Ро = К). 


ко =7. ал) 


71=1 


6) Рассмотрим еще такое бесконечное произведение: 


ПП 


| ® 
= 1 Бия 
®-:1 ы- п 
В данном случае частичное произведение имеет вид 
нех 1 
ь е 2 п ет РОТ п ре 

— - дд —__—_—_—.е ‘отп 
йе п-|-1 п! п] №. 


гдре С —эйлерова постоянная, а 1» бесконечно малая [367 (4)]. 
Таким образом, произведение сходится, и его значение 


Р=е". 


401. Основные теоремы. Связь с рядами. Отбросив в беско- 
нечном произведении (2) первые т членов, получим остаточное 
произведение 


ы 
Пт — Эт * Вт ° ++.“ Ртуи* ++. = Ш Ри» (4) 


п-=т-1 
которое вполне аналогично остатку бесконечного ряда. 

1°. Если сходится произведение (2), то сходится, при любом т, 
и произведение (4); обратно, из сходимости произведения (4) вы- 
текает сходимость исходного произведения (2)*. 

Доказательство предоставляем читателю [ср. 364, 17°]. 

Таким образом, и в случае бесконечного произведения отбрасы- 
вание конечного числа начальных множителей или присоединение 
вначале нескольких новых множителей на его поведении не: отра- 
жается. 

2°. Если бесконечное произведение (2) сходится, то 


Нос, ==] 
71 > со 
[см. (4)]. 
* Напомним, что мы раз навсегда предположили ри = 0. 


23 
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Это следует из равенства 
Е Р 
_. Ри 
и из того, что Р»„ стремится к Р-0. 
3?. Если бесконечное прсизведение (2) сходится, то 


ИР = 
п > © 


Действительно, вместе с Р‚, и Р‚„_; стремится к Р, 


Иш р ши Ря ЕЕ тым 
ны” Ит Р;ь—1 Р | 
[Ср. 364, 5°.] 

Не перечисляя других свойств бесконечных произведений, ана- 
логичных свойствам бесконечных рядов, мы обратимся к установле- 
нию связи между сходимостью бесконечных произведений и рядов, 
что позволит нам непосредственно использовать для произведений 
подробно развитую для рядов теорию. 

В случае сходящегося произведения, множители р„, начиная с не- 
которого места, будут положительны (3°). Впрочем, ввиду 1°, мы 
не нарушим общности, если будем впредь предполагать 
все р, > 0. 

4°. Для того чтобы бесконечное произведение (2) сходилось, 
необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 


У шри.. | (5) 
П=1 


При выполнении этого условия, если [ есть сумма ряда, 
имее.м: 


Р=ег. 


— 


Обозначив через [„ частичную сумму ряда (5), будем иметь: 


[1 =шР, Рь=е. 


Из непрерывности логарифмической и показательной функций теперь 
следует, что если Р„ стремится к конечному положительному пре- 
делу Р, то [„ стремится к тР, и обратно — если [„ имеет конеч- 
ный предел [, то для Ря пределом будет ег. 


При исследовании сходимости бесконечного произведения (2) часто 
представляется удобным, полагая 


Ри = 1-Е а», 
записывать его в виде 


Ша- о), (2*) 


= 1 
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а ряд (5) —в виде 


с 


| > ша»). ° (5) 
= те. 

В этих обозначениях имеем простую теорему: 

95°. Если, по крайней мере для достаточно больших п, будет 


а, >20 (или а, < 0), 


то для сходимости произведения (2*) необходима и достаточна 
сходимость ряда 


со 
`л 
-— Чин. (6) 
1. -1 
Так как для сходимости как произведения (2), так и ряда (6) 
во всяком случае необходимо, чтобы было 
Ит а, =0 (7) 
7. -> © 
[см. 3°], то предположим это условие выполненным. Тогда имеет 
место соотношение 


Иш М(--а,) | 
п > о аз > 


[77, 5) (а)]. В таком случае, ввиду того что члены обоих рядов (5*) 
и (6), начиная с некоторого места, сохраняют определенный 
знак, но теореме 2 п” 366 эти ряды сходятся или расходятся одно- 
временно. Отсюда, в связи с 4°, и следует наше утверждение. 
Возвращаясь к общему случаю а,==0, докажем еще такое пред- 
ложение: 
6’. Если, вместе с рядом (6), сходится и ряд 


ру а. (8) 


® 


то бесконечное произведение (2“^) сходится. 
В самом деле, из (8) прежде всего следует (7). Вспоминая разло- 
жение функции (1-х) по формуле Тейлора [125, 5)|, имеем: 


1 2 2 
ш(Е-На,) = а, —-; а о (аи), 
так что 
Нм А Вы — (9) 
а 2 
По теореме 2 п’ 366 сходимость ряда (8) влечет за собой сходи- 
мость ряда 


9.9) 


> а, — ша -На,). (10) 


п-1 
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Так как ряд (6) предположен сходящимся, то отсюда следует схо- 
димость и ряда (5”), как разности двух сходящихся рядов. Остается 
применить предложение 4°. 

Остановимся бегло на случае, когда бесконечное произведение 
«расходится» к 0. 

7°. Для того чтобы бесконечное произведение [(2) или (2“)]| 
имело нулевое значение, необходимо и достаточно, чтобы 
ряд (5) [или (5*)] имел суммой — сою. 

В частности, это будет так, если а’, < 0 и ряд (6) расхо- 
дится, или если ряд (6) сходится, но расходится ряд (8). 

Предоставляем доказательство читателю. Лишь по поводу послед- 
него предположения заметим, что из расходимости ряда (8), в силу (9), 
вытекает расходимость ряда (10), который будет иметь суммой -- со. 
А тогда, ввиду сходимости ряда (6), ясно, что суммой ряда (5*“) 
будет — со. 

В заключение используем связь между произведением (2) [или (2*)] 
и рядом (5) [или (5”)] для установления понятия абсолютной 
сходимости бесконечного произведения. Произведение называют абсо- 
лютно сходящимся именно в том случае, когда абсолютно схо- 
дится соответствующий ряд из логарифмов его множителей. 

Исследования пп” 387 и 388 сразу же позволяют заключить, что 
абсолютно сходящиеся произведения обладают переместительным 
свойством, в то время как неабсолютно сходящиеся заведомо 
им не обладают. 

Легко доказать, по образцу 5°, что 

8°. Для абсолютной сходимости произведения (2”) необ- 
ходима и достаточна абсолютная же сходимость ряда (6). 


402. Примеры. 1) Применим доказанные теоремы к бесконечным произ- 
ведениям: 


[®, >) 
(а) И (1 —- =) (х`>0) сходится при х> Ти расходится при х = 1, 
п=1 


о) соо 


] 


ул 1 с 
в согласии с таким же поведением ряда ря (57); аналогично, 1 ЕР 
п=1 п-2 


при а. сходится (5°), а при 0< х = 1 расходится к нулю (7°). 


о - 1 1 : 
(6) П [1+ м при х>5 сходится: именно, при х > 1 произ- 


со 


1 
ведение абсолютно сходится, поскольку сходится ряд уз —— (8°), а при 


в=1 


[у 
р. < х=1 произведение неабсолютно сходится, так как сходятся ряды 
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УС У те 

Ри ты. м 28. 2: (60°); наконец, при О х= >- значение произведения 
"=! п=1 

есть 0, ибо первый из этих рядов сходится, а второй уже нет (75). 


2) Пусть х„—произвольная варианта, содержащаяся в промежутке | 0, 5 
Тогда произведения 
Фе) 
19 с05 Хп ‚Пи в - 
п=1 т 


со 
2 
сходятся или нет, смотря по тому, сходится ли ряд — х„ или нет. 
п =1 
Предположим сначала, что варианта х„->0; тогда эти заключения вы- 
текают из 5? и 7°, если воспользоваться разложениями [125 ‚ 2) и 3)] 


= 


Хх . 
п р Хх 
с05 Хи = 1 — — -|- [6 (х„), ЕЙ. 


1—5" -0(х2). 


Если же хн к 0 не стремится, то одновременно и ряд расходится, и оба 
произведения имеют нулевые значения *. 
г. Из теории бесконечных произведений легко получить теорему Абеля: 


если У а, — данный положительный ряд, и Ав означает его частичную 


ЧП =1 
Фо) 


а, 
сумму, то ряд Я_ сходится или расходится одновременно с данным 
п 


п=1 
[ср. 375, 4)|. В доказательстве нуждается лишь случай расходимости. Если 
®.®) 
м @ п \ — Ап—1 
А; -—> со, то бесконечное произведение гж — —д— Расхо- 
=: ы п =2 | 
дится к 0, а тогда (в силу 5?) ряд у расходится. 


= 


7 =. 


4) Рассмотрим важное произведение 


[ниже, в п” 408, мы увидим, что оно представляет функцию зшлх]. Пусть 
хи, лево ЕО, ... 
Его сходимость (конечно — абсолютн ая) сразу вытекает из сходи- 


Фо) 


х? ы 
мости ряда У, а5. Если каждый множитель разложить на два и написать 
п=1 | 


* Что произведения имеют определенные конечные значения, явствует 
из того, что все множители их — правильные дроби; однако значения их не 
могут быть отличны от 0, так как нарушено необходимое для этого усло- 
ВвНо (3°). 
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— 


произведение в виде: 


х (1) (1+) (1-5)(+5)..-. (1-2) (1+)... 


х 
то — так как 1—1 — сходимость при указанном располож е- 


нии множителей сохранится, сохранится и значение произведения. Но 


на этот раз сходимость станет неабсолютной, ввиду неабсолютной 
сходимости ряда 


х х А х 
Гао Г "т 


так что множители эти произвольно перемещать нельзя. 


х 
пт $ о 


ин 


ый. 0% а № 1 пл 
Заменим теперь каждый множитель 1 3- = множителем (1 Я 
у" 


легко видеть, что это не отразится ни на сходимости, ни на значении беско- 
нечного произведения. В то же время новое произведение будет уже абсо- 
лютно сходящимся, ибо [125, 1)] 


НЯ 
х х х? 1 х\ ХР 1 
а =: —_ — НЕЕ РР ЕАЕЕ к — т ТЕ. ЕН 
пя = 1 + Ил т 212? в о ( =} (1 - па ) - : 2122 те (=) 


и множители, начиная с некоторого места, становятся положительными пра- 
вильными дробями. 


5) Доказать тождество (при 90 < а< 1) 
(На) (1-Е 92) 1-4) -... = 


(Эйлер). 
УкаАЗАНИЕ. Сходимость обоих произведений устанавливается с по- 
мощью 57. Представить первое из них в виде 


(1 — 42) (1—9) (1—9. ... 
(1—9) (1 — 92) (1—43).... ^ 


6) Доказать, что (при а > 3) 


„ВОИ... в _ 
хо а@ О. @-А-И =“ 


Для этого достаточно установить расходимость бесконечного произве- 


дения 
а ®) ФУ] 
ЕП 
ст ШИ ап)’ 
п=0 


или [см. 7°] расходимость ряда 


% 


1 
( — 9) (1 — 93) 1 —95).... 


а) 
У 
ап В 


7=1 


`А это легко вытекает из сравнения написанного ряда с гармоническим. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Этот пример, равно как и следующие, поучительны 

в том отношении, что показывают, как иной раз действительно выгодно сво- 

дить разыскание предела варианты (или последовательности) к исследованию 
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бесконечного произведения, с использованием развитой для бесконечных 
произведений теорин. 


Св) 
1 (пхп 
п! 


7) Вернемся к ряду ‚ который мы уже рассматривали в 370, 2) (д) 


т. -1 
и 373, 1) (д). Мы оставили открытым вопрос о поведении его на конце 
| 


д = — 2: сго промежутка сходимости. 


В этом: случае получается знакопеременны И ряд 


ых п" 1 
О 


7—1 р 


члены которого по абсолютной величине монотонно убывают. Вспоминая 
теорему Лейбница [381], видим, что заключение о сходимости ряда зави- 
сит от наличия равенства 


Так как отношение (п -- 1)-го значения этой варианты к п-му есть 


(+=). 
ть 


“ 


то задачу можно представить в равносильнон. форме — разыскания значения 
бесконечного произведения 


] 1 7 
[Ф.®) Е 
И) 
Аб е 

Логарифмируя, получим [125, 2)] . 

(1 ев. } 

Е | ве. | 1 1 | 
пи (14-я [ао ( | == о (+). 


так что ряд логарифмов тнпа (2) расходится и имеет суммой — со. В таком 
случае (72) значение бесконечного произведения (а с ним — и искомый предел), 
действительно, есть 0. Ряд сходится. | 

8) Исчерпаем вопрос о поведении гипергеометрического ряда 


ол а. @-+ 0... @- 71—13. (90.... 6-10 п 
Рот 1+», СЕ. аи“ 


п -=1 


[см. 372 и 3713, 4)] при х = —1, в предположении, что — 1 1у—я—3 =0 
(именно этот случай остался без рассмотрения). 
Отношение (п -- 1)-го коэффициента к п-му злесь равно: 


в а вы не. 


Е и = п 


2 
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Для достаточно больших значений п это отношение положительно; пусть 
{-—@а—В8>> —1, тогда оно окончательно становится меньшим единицы. 
Таким образом, ряд 


м пна-@-Т.-... -@+1—10.3. 8+ -...-@-+ 1—1 
ао 09 


если отвлечься от некоторого числа его начальных членов, оказывается знако- 
переменным, с монотонно убывающими по абсолютной величине членами. 
И здесь нахождение предела (абсолютной величины) общего члена удобнее 
свести к определению значения бесконечного произведения: 


(а п) (3-Е п) * 
О 


Если | — а—В8 > —1 (как мы предположили), то из (11), в силу 7°, следует, 
что это произведение имеет значение 0: ряд сходится. 
В случае же, когда { — а — 8 = — 1, формула (11) получит вид 


(&-- п) (В п) | Ап л [.: 
= (|=); 
Чл) (тп) п 
по теореме 5°, значение бесконечного произведения отлично от 0, для ряда (12) 
нарушается необходимое условие сходимости, ряд расходится. 
Мы, наконец, завершили исследование поведения гипергеометри- 
ческого ряда. Результаты могут быть сведены в таблицу 


[х|<1 | | абс. сходится 
1.1 ыы | расходится 
—@а—в >00 абс. сходится 
м В - я— в =0 расходится 
—#—в_>0 абс. сходится 
х=— 1 07 1—&—в>—1 неабс. сходится 
ав = — 1 расходится 


__——[—м————_———.. 


9) Доказать, что ряд 
У! ав (2 — 1) (42—22)... (х2— п?) 
71-1 


сходится для всех значений х, если сходится хоть для одного нецелого 
значения х = ху (Стирлинг (Т. 5Ш11т5)]. 
Члены этого ряда отличаются от членов сходящегося ряда 


со 


У 4 (ж— 1) (2—2)... (ж — п?) 


7%==1 


* Начальное значение п = по предполагается настолько большим, чтобы 
все множители были положительны. 
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множителями 
(хз — 1) (<? — 22)... (х? — п?) 


(ж— 1) («— 2”) а (ж— п”) 


которые при достаточно больших п изменяются монотонно. 

Остается еще установить их ограниченность (ибо тогда можно 
будет применить признак Абеля), а для этой цели проще всего убедиться 
в сходимости бесконечного произведения 


мы предоставляем это читателю. 
10) Рассмотрим (вместе с Эйлером) бесконечное произведение 


1 НЯ 
< (14 — 
но | (13) 
п 


считая х отличным от нуля и от всех целых отрицательных чисел. 
Легко представить его общий множитель так: 


х(х— | о 1 ); 


с ыы р ИВ а 
х го 213 пз 


отсюда, в силу 8°, вытекает, что наше произведение (абсолюуно) сходится. 
Определяемая им функция Г (х) является (после элементарных) одной из важ- 
нейших рассматриваемых в анализе функций. Ниже [глава ХУ, $ 5] мы 
дадим другое определение этой функции и глубже изучим ее свойства. 

Так как п-е частичное произведение имеет вид 


(п 1” о лмнЕы 
хи) (1+5)... -(1+5) 
(п-т \7 пп 


то можно положить н 
г =иь РВ (14) 
х) = И — 
пох (х- (Хх 2).... (п) 
Написав аналогичную формулу для Г (х -- 1), легко видеть, фто 
Г(х- 1 : пх | 
А щы 1 — Пт —— =, 
Г(%) по хп 
и мы приходим к простому и важному соотношению: 
Г =х-Г (х). (15) 
Если положить х равным натуральному числу т, то получим 
рекуррентную формулу | 
Г(т- 1 =т.Г. (м). 
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Так как Г (1) =1 (что легко проверить), то отсюда 
Гм П=т 


Еще одну важную формулу для функции Г мы получим, если перемно- 
жим почленно равенства 


со 


(1+ э сс ый 

т в 

ги р=гох= АИ и = ^, 
и: 1 1+5 п--1 (1+) 


из которых первое следует из (13) и (15), а второе легко выводится из 400, 6). 
Мы найдем: 


м р: 
УГ 
20% .Г(х- 1) = ыы 
; п: -Т а 
п 
ИЛИ 
] со _ 
В Я\. рп 
тео =*” Ца+и).* ". — 


П=1 


Это — формула Вейерш трасса. 

11) Приведем замечательный пример преобразования бесконечного про- 
изведения в ряд, также принадлежащий Эйлеру. Если перенумеровать 
простые числа, в порядке возрастания: 


Р1=2, рэ = 3, Рз=5,..., Ру, +-., 
то при х>1 имеет место тождество 
ч 1 
И (- 
2 3 5 Ру 
— 1 1, 1 | 1 
—> То» т ии ф.о ‹ 
или 
ПИ -У- 
т и” 
= —— п—1 
Е 


так что это произведение представляет функцию *(х) Римана [365, 2)]. 
Имеем, по формуле для суммы геометрической прогрессии: 


1 = 1 


1 
Е ие В 
° и - 8 (м) (2). 
К 


Если перемножить конечное число таких рядов, отвечающих всем простым 


числам, не превосходящим натурального числа М№, то частичное произведение 
окажется равным 


со № со 
№) _ мт _ 1 71 
М ре 
Р.<М ине 2—1 п=1 п=М-1 
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где штрих означает, что суммирование распространяется не на все натураль- 
ные числа, а лишь (не считая единицы) на те из них, которые в своем раз- 
ложении на простые множители содержат только уже введенные простые 


числа (первые № натуральных чисел этим свойством, конечно, обладают). 
Отсюда и подавно 


а 


Ввиду сходимости ряда У — выражение справа, представляющее его 
к 
остаток после №-го члена, стремится к 0 при М -> ©9; переходя к пределу, 
и получим требуемый результат. 
12) При х = 1 соотношение (17) еще сохраняет силу, отсюда 


М) 


так что при М№-»> со на этот раз Р% — -- оо, т. е. произведение 


2 3 5 ре 


расходится и имеет значение -|- со. 

В этом состоит данное Эйлером новое доказательство того, что мно- 
жество простых чисел бесконечно (чем, по существу, в проведенном рас- 
суждении мы не пользовались); ведь при конечности этого множества и произ- 
ведение имело бы конечное значение. Если полученный результат пере- 
писать так: 

[9.9 


(76-90-53 (я). --- Шея) 


ТО, В СВЯЗИ С 5°. можно заключить о расходимости ряда 


Это важное предложение дает, сверх того, еще некоторую характеристику 
роста простых чисел. [Подчеркнем, что оно гораздо сильнее утверждения 
С: 


1 
о расходимости гармонического ряда У, -, ибо здесь речь идет лишь 


п-=1 
о части его членов]. 
\ 


366 ГЛ. Х!. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ [403 


13) Аналогично может быть установлено (при х`> 1) тождество: 
1 


(===) (+5) (+ =). в `(= эр ее. 


гле знак плюс или минус в знаменателе левой части берется в зависимости 
от того, будет ли (нечетное) простое число вида 4п —1 или 4м -[ 1. 


$ 7. Разложения элементарных функций 


403. Разложение функции в степенной ряд; ряд Тейлора. 
Мы уже рассматривали в 379 степенные ряды вида: 


[е. <) 


Хаяо аих в а” ..., (1) 


расположенные по степеням х. Если исключить «всюду расходящиеся» 
ряды, то для каждого такого ряда сушествует промежуток 
сходимости с центром в точке х==0, от —А до КЮ, где 
радиус сходимости ^`>0, но может быть и бесконечным. 
Концы этого промежутка включаются или нет, смотря по случаю. 
Рассматривают и степенные ряды более общего вида: 


Хи аии хд-... ыи +... © 


расположенные по степеням двучлена х — ху (вместо х). Такой ряд 
не разнится существенно от ряда вида (1), ибо приводится к нему 
простой заменой переменной: Хх — Хх = У (с точностью до обозна - 
чения переменной). Для ряда (2) — если он не будет «всюду расхо- 
дящимся» — также существует промежуток сходимости, 
но на этот раз с центром в точке ху, от хо» — А до х- К. Концы 
его, как и в случае ряда (1), могут принадлежать, но могут и 
не принадлежать промежутку. 

В последующих параграфах мы детально изучим свойства сте- 
пенных рядов, которые во многом уподобляются многочленам. 
Отрезками степенного ряда являются многочлены, что делает степен- 
ные ряды удобным средством для приближенных вычислений. В связи 
со всем этим приобретает большую важность вопрос о гозможности 
наперед заданную функцию разложить по степеням х — хо (в частности, 
по степеням х), т.е. представить ее в виде суммы ряда типа (2) 
или (1). 

Мы займемся здесь подобным разложением по отношению к эле- 
ментарным функциям, причем путь к решению поставленного вопроса 
нам открывает формула Тейлора, подробно изученная в 124—126. 
В самом деле, предположим, что рассматриваемая функция Л (х) 
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в промежутке [хо Хх, ЕН] или [х—Н, х] (Н > 0) имеет произ- 
водные всех порядков (тем самым — непрерывные). Тогда, как мы 
видели в 126, для всех значений х в этом промежутке имеет место 


формула 
Фе) © (х ое ое на 2 


(73) 
ое: 0) (3) 
где дополнительный член г,„(х) может быть представлен 
в одной из указанных в п” 126 форм. При этом п мы можем 
брать сколь угодно большим, т.е. доводить это разложе- 
ние до сколь угодно высоких степеней х —х.. 

Это естественно приводит к мысли о бесконечном разложении: 


к) = ко 9 (хх) 9 хх... 


уе, р (х—х о. (4) 


Такой ряд — независимо от того, сходится ли он и имеет ли, на самом 
деле, своей суммой /(х), — называется рядом Тейлора для функ- 
ции /(^). Он имеет вид (2), причем коэффициенты его: 

Л! (хо) Л” (хо) 1? (хо) 


Ч = (хо), ==, ПВ ЗЕ 


носят название коэффициентов Тейлора. 

Так как разность между /(х) и суммой п--1 членов ряда 
Тейлора, ввиду (3), есть как раз г„(х), то, очевидно: для того 
чтобы при некотором значении х действительно имело место 
разложение (4), необходимо и достаточно, чтобы дополнитель- 
ный член г,(х) формулы Тейлорар-— при этом значении х — 
стремился к 0 с возрастанием п: 

Ит и, (х) == 0. (5) 
7 -> со | 

При исследовании вопроса, имеет ли место это равенство и при 
каких именно значениях х, нам и будут полезны различные формы 
дополнительного члена г, (х), выявляющие его зависимость 
от п. 

Чаще всего приходится иметь дело со случаем, когда ху =0 и 
функция /(х) разлагается в ряд непосредственно по стененям х: 


” (78) 
Фед О к Р.Р хи... (6) 


“ Этот ряд обыкновенно называют рядом Маклорэна; см. сноски 
па стр. 247 и 251 первого тома. 
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этот ряд имеет вид (1), с коэффициентами: 


ау = 1 (0), А © и а, = 7 (0) 


К м о 


° 


Выпишем теперь подробнее дополнительный член г„(х) примени- 
тельно именно к этому частиому предположению: ху =0 [126] 


ее а УВ) 
в форме Лагранжа: г, (х) = пери. Е, (8) 
ИТ (9х) 


в форме Коши: г, (х) = = (1 — 0)” хоча, (9) 
При этом о множителе @ известно только то, что он содержится 
между О и 1, но он может меняться при изменении х или п (и даже — 
при переходе от одной формы к другой). 

Перейдем к конкретным разложениям. 

404. Разложение в ряд показательной, основных тригонометри- 
ческих функций и др. Докажем сначала следующее простое пред- 
ложение, которым сразу будет охвачен ряд важных случаев: 

Если функция Г(х) в промежутке [0, Н] или [—Н, 0] (НО) 
имеет производные всех порядков, и все эти производные при 
изменении х в указанном промежутке оказываются по абсо- 
лютной величине ограниченными одним и тем же числом: 


|7 (*) | =Ё (10) 


(где [ не зависит от п), то во всем промежутке имеет 
место разложение (6). 

В самом деле, взяв- дополнительный член г„(х) в форме Лаг- 
ранжа [См. (8)], имеем, в силу (10): 


НТ! 

(п--1)! * 
т--1 

("1 


как мы видели в 35, 1); впрочем, это же [в силу 364, 5°] следует 
и из сходимости ряда 


(7-1) р : 
|7, (х)| = И И = 


(ПП! 


При безграничном возрастании п выражение стремится к 0, 


НН)! 
е- У (п -- (пи 


[370, 2) (а)|. Но в таком случае и г„(х) имеет пределом 0, что 
и доказывает наше утверждение. 
(а) Это предложение приложимо к функциям 


1(х)=е*, зтшх, с0$х 
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в любом промежутке [—Н, Н], ибо производные их, соответ- 
ственно, равные 


109 (х) = ет, эт (х —пт. 5). С05 (х ей" 5), 


будут в нем по абсолютной величине ограничены числом ей — для 
функции е", и единицей — для их и с0$х. 

Так как коэффициенты Тейлора мы уже вычисляли для этих 
функций в 125, |1) —3), то можем сразу написать разложения: 


. 2 п 
ее ЕН р +: не (11) 
з э ФЕ —1 
их = х—^ г Е = —... Е (— 1)- м 2 ..., (12) 
со5х == ен. ры Та ВВ ^ В (13) 


Все они имеют место при любом значении х. 

(6) Нетрудно подобным же образом получить разложения и для 
основных гиперболических функций, но проше, вспомнив их 
определение: 

ет — е-х ет -о-т 
О ежей А. 

у. 2 
вывести эти разложения путем почленного вычитания или сложения 
ряда (11) и следующего ряда, который из него получается заменой 
х на —^х: 


2 т 
а 
Таким путем мы находим: 
Н хз ХЗ —1 
$ ха а. т а 


х? Ж.- 
сим ==| тр ... - ОЕ = ... 


(в) К функции у == агсю х доказанное вначале предложение ужг 
не приложимо. Действительно, общее выражение для ее п-Йй произ- 
водной, найденное в 116, 8): 


У = (и — 11605" у ши (у +) (14) 


не гарантирует существования общей границы для всех у”. 
Так как соответствующий ряд Тейлора [см. 125, 6)]: 


хз хз Еф1 ХЕ-1 
о И, ВЕ 
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сходится лишь в промежутке [—1,1]*, то вне этого промежутка 
не приходится уже говорить о выражении функции агсх этим 
рядом. Наоборот, для | х|=1 имеем по формуле Лагранжа (8) 
[с учетом (14)]: 


А] , 
р 
п 1 о п-1| 


где у —=агсю 0х. Отсюда ясно, что г„(х)-›0, так что для всех 
значений х в промежутке [— 1,1] имеет место разложение 


| ив (х) | = 


хз 


хз Вот ХА ‚ 
атс х =х— = —... + с<-О ++ .. (15) 


Мы еще раз подчеркиваем, что хотя агсюх и вне этого про- 
межутка имеет определенный смысл, но разложение (15) там уже 
не действительно, поскольку ряд не имеет суммы. 

Из ряда (15) при х==1, в частности, получается знаменитый 
ряд Лейбница 


п 1 1 К— 1 
даа... НСО ще... (16) 
— первый ряд, дающий разложение числа т. 
405. Логарифмический ряд. Если в качестве функцил ] (х) взять 
ш(1-Рх) (х > —1), то соответствующий ряд Тейлора будет 
таков [125, 5)]: 


, х? ХЗ вх" 
№ а СБ И ве —] ЕС .ф 
+2 о" 
Он сходится лишь для значений х в промежутке (— 1,1] **; значит, 
только для этих значений и имеет смысл исследовать поведение 


дополнительного члена г, (х). 
Возьмем его сначала в форме Лагранжа (8). Так как 


НИ (о (Ш п! 
ИО 


ьз 


[116, 3)] то 


1 Е 
О и 


` (1 -- 9х)" 


Если 0 = х=<1, то последний множитель не превосходит единицы, 
и отсюда 


(0<0С 1. 


из 0 =-ЕГ, так что г, (х)—0 (при п —> с9). 


* По признаку Даламбера [377] легко убедиться, что ряд (абсолютно) 
сходится, если | х!< 1, и расходится при | х|`>1. Сходимость (неабсолют- 
ная) при х = -= 1 вытекает из теоремы Лейбница [381]. 

** Ср. предыдущую сноску; при х == —1 получается (с точностью до 
знака) расходящийся гармонический ряд. 
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Но при х < 0 поведение этого множителя становится неясным, 
и приходится прибегнуть к форме Коши дополнительного члена 


[см. (9)]. 


Имеем 
поп: 1—0)” 
ги (Хх) = (—-П"х Ее 0<9< 1), 
так что 


Е" 1—0 \” 
Г. (ТЕо») 


` 


Так как при х> —1 будет 11 0х> 1—0, то последний множи- 
тель меньше единицы; следовательно, лишь только |х| <, заве- 
домо Г, (х)-» 0. , 

Любопытно, что хотя форма Коши вполне исчерпывает вопрос 
для всех значений х между —Т и 1, она ничего не дает при х == 1; 
в этом случае мы получаем 


[“»(1)|< (1 = 9)”, 


но ввиду возможности для @ меняться вместе с п, нельзя заключить 
о том, что (1 — 0)" 0. 

Итак, по совокупности, для всех значений х в промежутке 
{—1, 1], действительно, будет 


Мих... ЕС... 7 


В частности, при х =1 получаем уже знакомый нам ряд 


Ша... С... (18) 


Из ряда (17) можно вывести и другие полезные разложения. Напри- 
мер, заменяя в нем х на — х и вычитая полученный ряд почленно 
из ряда (17) (при этом мы считаем |х|< 1), придем к следую- 
щему ряду: 

1 -|- © Е 1 5 1 4 1 2т ) 
Ш -— =2х(1 Хх Хх аа =... . (19) 


х 


06. Формула Стирлинга. В качестве приложения покажем, как с его 
помощью может быть выведена одна важная формула анализа, носящая имя 
Стирлинга ({. ЭИгГИт5). 


Возьмем в (19) х = ‚ где п — произвольное натуральное число. 


1 
2-1 


Так как тогда 


24* 


372 ГЛ. Х1. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ С ПОСТОЯННЫМИ ЧЛЕНАМИ (406. 


то мы получим разложение 


се Е 1 : 
тает т 1+3 (21 ве +5. о, (20) 
которое МОЖНО переписать в виде. 
1 1 1 ] 1 1 
—_}1 Ба Ре Е В И ыы 7 
(+5) "(1+ >) ео и 
Это выражение, очевидно, больше единицы, но меньше, чем 
] 1 | 1 1_ 1 
о: 1)? Г 21-1 р = 1) ° 


Итак, имесм: 


1 ] 1 
< ("т (1 +=)< 1 ео, 
откуда, потенцируя, найдем 
1 


1 
"+ оО 
< (1+) Не 12 (и |1). 


п! е" 
Введем теперь варианту’ а» = —————. Тогда 
п---- 
Ро 
: 1 
1\77т> 

| п) 

Ч 5 п ` 

дж р. 

Я +1 е 


и из предыдущих неравенств следует, что 


1 
И Е 12п 
12п (п-|-1) 2 


<е ИАА: ЕСА 


Ян ее 
- 212 (в +1) 


1 < Я 


так что, с одной стороны, а» > ап+1, с другой же, 
1 1 
12 — 12(пи 
ап .е < @ап+1-е Ир 


Таким образом с возрастанием п варианта а„ убывает (оставаясь огра- 
ниченной снизу, например, нулем), и стремится к конечному пределу а, 
| 1 Е 
варианта же 4-е 1?” возрастает, стремясь, очевидно, к тому же пределу а 
1 


| е 1 > ‚). Так как, при любом п, выполняются неравенства 
= 
а, -е 1 а<а», 
то найдется такое число 0, заключенное между нулем и единицей, что 
0 0 


а=ан.е " или аа=а.е!". 
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(Заметим, что число 0, вообще говоря, зависит от п). Вспоминая определе- 
ние переменной 4, находим: 


АИ (1).=”" (0<8< 1. (21) 


Остается теперь определить величину постоянной а. С этой целью. 
вспомним формулу Валлиса [317], которую можно записать в виде: 


д | 1 2п!! 2 
те ани Пт и ИР я = | ® 
_ пк 2П-И [| (21 —! 
Выражение в скобках преобразуем следующим образом: 
9п!! (21!) 2”. (т). 

т жму 
подставив сюда вместо п! его выражение по формуле (21), а вместо 27! 
аналогичное выражение 
0’ 


2! = Ул (=). 0<#<!), 


е 


после элементарных упрощений получим 


_[_ 40—60’ 
2п!! Е и п 24 
(п ПН — т 
так что 
49— 6’ 
п й пои а? 
— = Итш -_ @а?. —.е 8 о. 
2 п >> в, 2п —- ] 4 
Отсюда: 


а? =2п и а= т. 


Подставляя это значение а в формулу (21), мы и придем к формуле` 
Стирлинга 


9 


ее т 
м= УЗ (^-) 2" 0<0<1) 


которая позволяет легко оценивать величину факториала п! при больших 
значениях п. 


Для упражнения предлагаем читателю фактически найти сумму ряда 


21-1 
п] 
| 
1 
сходимость которого была доказана в п” 357, 9) (6). 
УкаЗАНИЕ. Вычислить л-ю частичную сумму и, преобразовав ее 
ь 1 
с помощью формулы Стирлинга, перейти к пределу. Отв. 5 (1 — т 2). 
ы 
407. Биномиальный ряд. Возьмем, наконец, /(х)=(1-- х)”, 


где т — любое вещественное число, отличное от 0 и от всех нату- 
ральных чисел (при натуральном т получается известное конечное 
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разложение по формуле Ньютона). В этом случае ряд Тейлора 
имеет вид [125, 4)]: 
их О а р ит Ь О м, 
его называют биномиальным рядом, а коэффициенты его — 
биномиальными коэффициентами. При сделанных относи- 
тельно т предположениях ни один из этих коэффициентов не будет 
нулем (наоборот, если бы т было натуральным числом, то коэффи- 
иент при х”"+1 и все следующие обратились бы в нуль). С помощью 
признака Даламбера [377] легко установить, что при |х|<1 
‘биномиальный ряд (абсолютно) сходится, а при |х| >> 1 расходится. 
Исследование дополнительного члена г„(х) мы будем производить 
в предположении, что | х|< 1, причем сразу возьмем его в форме 
Коши (9) (форма Лагранжа и здесь дает ответ не при всех 
‚значениях Хх). 

Так как 


1? (х) = т (т — 1)...(т— п П(т — п) (1 а, 
го будем иметь: 


НЙ (1 — вх". 


гв (Хх) = 


Представим его, перегруппировав множители, в виде: 


(Хх) = ВЫ А. 


х тх (Е "(ах : 


Первое из’этих трех выражений представляет собой общий член 
биномиального же ряда, но отвечающего показателю т — 1; так 
как при | х| <! биномиальный ряд сходится, каков бы ни был 
показатель, то это выражение при п —+ со стремится к нулю. Что же 
касается двух других выражений, то второе по абсолютной вели- 
чине содержится между границами 


|ижех [+ (Еф [х |)" и |тх [+ (1-2 |х|)”", 


не зависящими от п, а третье, как и в 405, меньше единицы. 
Таким образом, г„(х) 0, т. е. для |х| < 1 имеет место разло- 
жение 


х 


п тих Эа... 
8 
Еж... (22) 


. *П 


которое также связано с именем Ньютона. 
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Мы не рассматривали вопроса о применимости его при значениях 
х =-1. Легко сообразить, что биномиальный ряд есть частный случай 
’ гипергеометрического ряда и получается из последнего при а = — т, 8 =] 
и замене х н&. — х. Вследствие этого, по таблице в 402, 8), легко составить 
такую таблицу, характеризующую поведение биномиального ряда на концах 
х = -= | его промежутка сходимости: 


абс. сходится 


о: | 0>т>—1 неабс. сходится 
т =— 1 расходится 
т>0 абс. сходится 
= 
то расходится 


<. 


Можно показать, что всякий раз, когда биномиальный ряд сходится, 


его суммой будет (1-- х)”. Здесь мы на этом не останавливаемся, желая 
избежать кропотливого исследования дополнительного члена, так как этот 
результат просто вытекает из одной общей теоремы, которая будет доказана. 
ниже [см. 437, 6°]. 

Отметим некоторые частные случаи биномиального ряда, отвечающие, 


например, т=— |, — ее 
] 


м 


(обыкновенная геометрическая прогрессия), затем, 


ВЕЧЕ ] 1 ] 5 
Не а а ай 
Ут х 1х г Р-х рн ®-... 


2 | 
в 1)-1 ( т ый хх... ([-15х=!1) (23), 
и 
] ] 3 5 | Зо 
ИЕ О о а 
2 И 
о и... 1х1 (24) 


Ф* 
Важно подчеркнуть, что в случае рационального т сумма биномиаль- 
ного ряда дает всегда арифметическое значение радикала. 
ЗАМЕЧАНИЯ. 1. На этом построено, например, следующее любопытное 
разложение, принадлежащее Шлёмильху (О. ЗсМбшйсй). Прежде всего, 
полагая в (23) х = — у?, где — 1 = = 1, получим, что 


1 Ут? и = => п — ЗН уп, 


о и 


22 

А затем, вместо у подставим сюда выражение а, где г изменяется. 
р. 

уже между —сои -- со. Окажется, что 


М г, если |2| = 


(2п—З)! 2 2п— 
У (чи) ‘= 


— 
ес де 1 
— ли |2| 51. 
п=1 2. —— 
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Этот пример интересен тем, что для функции, определяемой в разных 
промежутках различными аналитическими выражениями 2и —, дается 


в ТО же время и единое аналитическое выражение —в виде суммы 
ряда [ср. 46; 363, 5)] 

|. Во всех рассмотренных выше примерах разложения функций в ряд 
Тейлора выходило так, что для всех значений х, при которых ряд схо- 
‚дился, его сумма равнялась той функции, для которой ряд был построен. 
Поэтому у читателя могло возникнуть подозрение, что вообще достаточно 
установить сходимость ряда, даже не проверяя соотношения (5), чтобы было 
‘обеспечено разложение (4) или (6). 

На деле, однако, это не так. Если, например, вернуться к функции, 
рассмотренной в замечании п” 138: 


1 
Л(х)=е ® (при х- 0), Г(0)=0, 


‘то для нее, как мы видели, существуют даже при х =0 производные всех 
порядков, но все в этой точке обращаются в нуль. Ряд Тейлора вида (6) 
со сплошь нулевыми коэффициентами, конечно, сходится везде, но ни при 
одном значении х (кроме х=0) не воспроизводит значения исходной 
‚функции. 

408. Разложение синуса и косинуса в бесконечные произведения. 
Мы познакомились выше с разложениями важнейших элементарных функ- 
ций в бесконечные ряды, расположенные по степеням х, т. е. с представ- 
лением этих функций в виде «бесконечных многочленов». В заключение 
этого параграфа мы представим функции 5х и созх в виде бесконечных 
произведений, которые как бы осуществляют разложение на множители 
соответствующих «бесконечных многочленов». 

Начнем с вывода одной вспомогательной формулы. Известна из алгебры 
формула Моавра*: с 


(соза2 25 =)т = соз тг -Н {+ зщ тг, 


где т будем считать натуральным числом. Раскрыв слева скобки — по обыч- 


ному правилу — и приравняв слева и справа коэффициенты при «мнимой 
единице» {= У —1, получим 
а т (т — 1) (т—2 

1 ( ) ( ре 


го. 3 а 


зи тг = т с05$" ‘2. зш2г — 
Если 1 = 2" -- |1 нечетно, то, заменяя четные степени косинуса по фор- 


муле с052 2 = (1 — 11? 2)^, мы представим результат в виде: 
эт (21 - 1) = =зпг.Р ($11? &), (25) 


где Р(и) есть целый многочлен п-й степени. 
Этот многочлен, если через цз, из,..., ин обозначить его корни, можно 
следующим образом разложить на множители 


/ 


Р (и) =а(и— и)... ши) = А.) (1-и-). 


Ив 


Корни из, из,..., ин легко определить из (25), заметив, что если г об- 
ращает в нуль эт (2п --1)2, но оставляет $тг отличным от нуля, то 
$11? = необходимо будет корнем многочлена Р (и). Очевидно, значениям 
п 


г у] 
2 уе, содержащимся меж Оби — и 
2п-+ 1 ’ , д рж щ ду 


е 2 


ре Е" к 
Е Г”" НЕЁ, 


* См., например, ниже, 453. 
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идущим в порядке возрастания, отвечают возрастающие же (следовательно,. 
различные) корни: 


ы" 22 —_^ 
И] = 5 ЕЕ ‚Юю Шо = 54 ЭТ 


Наконец, коэффициент А=Р (0) определяется, как предел отношения 
т (21 - 1) 2/5 = при 2-0; отсюда А =" - 1. 
Таким образом, приходим к формуле 


и $112 И - 
ВА 2-1 * 


9 12 
$ (2п -- 1) 2 = (21 -- 1) 1 =|[ [-=- а пе м о 
ь $й- ЭТ $112 Е п-Е1 
Полагая г ЕЕ перепишем ее так: 
— А+!’ р 
х 
$102 $112 
2п - > | 
эх = (21 1 и т Е Я ее. Е Е 
Е ое 
Ут м $112 т] и 


(26). 


Будем считать х отличным от 0, ла, 1ж,..., так что зшх = 0. 
Возьмем натуральное число А под условием: (А т>|х|, и пусть п 
будет > ^. Представим теперь 5х в виде произведения: 


зтх = 0. У, (27). 
где 
$112 аа $102 
ЭТ 2 
00 = (2 Пзш ——— т о АЕ оао. й Ты 
т | $ $1? ё —— 
2-1 гп 1 
содержит лишь К множителей в скобках, а 
5? —^__ 5 
ЙЕ] Эп--1 
У = ах ЕЕ а 
$112 (А Е $112 т 


охватывает все остальные. 
Пусть ^ пока фиксировано; легко найти предел 0 при п -— со, по- 


скольку это выражение состоит из определенного конечного числа сомно- 
жителей. Так как 


Ит (20-1) $11 =) х, 
> о Е | 
х 
$112 — 
ы $ 
Нт И т (д=1, 2, воэФу к), 
= ы 


и ЕТ 


Ри (п) ОА) м 
ими). 0-0) 


то 


<. 
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Ввнду (27), существует и предел 


У; = ит ут, причем зшх= (И, И, 
п > © 


Займемся оценкой предела Ух. 


п 
Известно, что для Оф > имеют место неравенства 


2 р 
<< о 
(54, (9); 133, 1)|. Поэтому 
5 _Х х? 
И ЕТ О 


и 
| п 4 й?г? 
$1 р — 


те, ыы 
так что 


1> "> (1-е). ее | 


/ 


Бесконечное произведение 


Ф@) 


И -ч») 


р=й, 


[408 


(28) 


5 
(где й, выбрано так, чтобы было 4 > х”) сходится, ибо сходится ряд 


©.) 
хз 5 
У, ра [теорема 5°, 401]. Поэтому остаточное произведение 


2=Й. 
[©.®) 
= х® 
= Ш 1 -чз=) 
й=Ё-+1 


при Е->со должно стремиться к 1 [401, 2°]. Очевидно, мы лишь усилим 


второе из неравенств (28), если напишем 
{п мА у 
1 У, 
переходя (при фиксированном К) к пределу при л -—> со, получим 


1 У = Ук. 
Отсюда следует, что 


Ит Ух=1, так что Ит Из = чпх, 
Е -> © Е > < 


и мы приходим, окончательно, к замечательному разложению: 
со . 
П | 2 
шо х =. ( к т) — 
п =1 
х? х? ха . 
— Хх 1 = р 1 а” ° 1 т 9 ох. 9 
п? _4т? пк 


впервые установленному Эйлером. 


(29) 
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Оно имеет место, разумеется, и для исключенных ранее значений х = 0, 
т, —2м, ..., ибо тогда обе части этого равенства суть нули. Легко. 
видеть, что отдельные множители как раз и отвечают различным корням 
5шх *. 


Если в полученном разложении положить х = -_, то найдем: 


= Ш чит), 


откуда снова вытекает формула Валлиса [317; ср. 400, 2)]. 
Укажем еще одно интересное применение этого разложения, котерое,. 
заменяя х на пх, можно представить в виде: 


>] а 


Вспомним определение функции Г (х) [402, (13)]: 


и: 
под 
п 


и соотношение Г (х-|- 1) =х.Г (%) [там же, (15)]. Тогда 


т Ве 
И ое 


п=1 |1 — — 
п 


Умножая, сразу приходим к так называемой формуле дополнения 


п 


г). Гга-—х)= (30) 


шлхх 
также найденной Эйлером; она имеет место при любых нецелых зна- 
чениях х **, 

Аналогично разложению $ш х выводится разложение . 


Фю) 


ов х= | (1— ие) = 1 ( Е 


ти \ 1’ 
74 =1 —[—`-`-_—_`—1 
. 
2п 


выявляющее корни с0$ х: -= Е Впрочем, оно может быть получено. 
и из разложения т х, по ормуле> 


х зшох 
0$ Хх == $1 [ — —х ИЛИ 605 = =. 
р 2 5шх 


* Относительно возможности переставлять сомножители — см. 402, 4). 


] р ./1\]2 
** Положив здесь х = 5, в частности, наидем, что р (5) = п, так. 


как при х>0и Г(х) > 0, то г(5 5)=У= 


|4 
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Наконец, упомянем о разложениях 


х? Г хз 
вх. [1+ ат), сх = [1 (31) 
п=1 


Ф ’ 
11 вЫ 
\ . . 


= 


которые также могут быть установлены с помощью сходных соображений. 


$ 8. Приближенные вычисления с помощью рядов. 
Преобразование рядов 


409. Общие замечания. На примере полученных нами конкретных раз- 
ложений мы разъясним, как бесконечные ряды могут быть использованы 
для целей приближенных вычислений. Предпошлем ряд общих 
замечаний. 

Если неизвестное нам число А разложено в ряд: 


А=а Ра -а- ... Рав-| ..., 


где а1, 4о, аз,...— легко вычисляемые (обыкновенно рациональные) числа, 
и мы положим приближенно: 


А == А, =а а ... а, 


то поправка на отбрасывание вссх остальных членов выразится 
остатком 


ав = аи +1 -- Чт... 


При достаточно большом п эта погрешность станет сколь угодно малой, 
так что Аи воспроизведет А с любой наперед заданной точностью. 

Мы заинтересованы `в возможности просто производить оценку 
остатка а„; это позволило бы нам и вовремя остановиться при вычислении 
последовательных частичных сумм, когда уже будет получено приближение 
требуемой точности. 

Если рассматриваемый ряд оказывается знакопеременным и притом 
с монотонно убывающими по абсолютной величине членами (‹лейбницев- 
ского типа»), то, как мы видели [381, замечание], остаток имеет знак своего 
первого члена и по абсолютной величине меньше его. Эта оценка в смысле 
простоты не оставляет желать лучшего. | 

Несколько сложнее обстоит дело в случае положительного ряда. 

- Тогда обыкновенно стараются найти легко суммируемый поло- 
жительный же ряд, члены которого были бы больше членов интересую- 
щего нас остатка, и оценивают остаток суммой этого ряда. 


„о 
я | 
Например, для ряда а: можно получить; 
1 


[6 0) <) 
1 \ 1 & ] 1 1 
» тт < > т(т— | — > (-т-=)=я 


‹ т-п+41 т=п-1 т = т ЕТ 
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‚[эта оценка совпадает с оценкой сверху, полученной в 373 (11) с помощью 


интегрирования], а для ряда 1 -- У 


пи 
д) о> ОО 
\ 1 1 У 1 1 у 1 Е 
= т т (и... т п! (п--1”-в шп 
71 —п-!-1 77 =п-Е1 ‚ тыеп-й 


[этой оценкой мы фактически и пользовались при вычислении числае в 37]. 

Обыкновенно ищется десятичное приближение числа А, в то время 
как члены ряда могут и не быть выражены десятичными дробями. При об- 
ращении их в десятичную дробь, округление их служит источником новой 
погрешности, которую также следует учесть. 

Наконец, отметим, что далеко не всякий ряд, имеющий суммой интере- 
сующее нас число А, пригоден для фактического вычисления этого 
числа (даже если его члены просты, и оценка остатка производится легко). 
Вопрос —в быстроте сходимости, т. е. в быстроте приближения частичной 
суммы к числу А. 

Возьмем для примера ряды [см. 404 (16) и 405 (18)]: 

1 1 1 1 1 1 1 
1 че... И Е а а 


п 
дающие соответственно разложение чисел и 2. Для того чтобы с их 


помощью вычислить эти числа, скажем, с точностью до 1/105, нужно было бы 
сложить пятьдесят тысяч членов в первом случае и сто тысяч — 
во втором; это, конечно, осуществимо лишь с помощью быстродействующих 
вычислительных машин. 

Ниже мы без особого труда вычислим упомянутые числа даже с боль- 
шей точностью, но использовав более подходящие ряды. 


410. Вычисление числа х. Воспользуемся известным рядом для арктан- 
генса [404 (15)]: 


3 5 7 
о ([-[1<^< 1. 
3 о 7 
Если взять ху, сх и мы получим ряд 
и 1 11 11 1 
ом 
6 Е, 5 = 7 ар ) 


уже пригодный для вычисления. 
Вспоминая формулу сложения для арктангенса 


агсы х -|- агсх у = агс т те ы 


‚и выбирая в качестве х и у какие-нибудь две правильные дроби, удовле- 
творяющие соотношению 


=! или (ХО! =2, 


* Которая в этом виде верна лишь в предположении, что сумма углов 
. п 
по абсолютной величине <5 [50]. 
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будем иметь 
3 


дааа я асщу = (х— + (2+ ...). 
Например, положив х=о, У==. получим 
11 


д [1 О О ОВ ЗОВ | 
= (5- 335. =.) + (3-3 +5» - .-.). 
Существуют, однако, ряды, еще более удобные для вычисления числа д. 


Положим а = агс{ =, Тогда 


2 10 
1 5 5 12 120 
Ша=-, о 5 и -—- 55 =. 
25 144 
Ввиду близости этого числа к |, ясно, что угол 4а близок к зп положив: 
В=4—, будем иметь: 
120 1 
ры 119 _ 1 | а 
#8 = 2 530» Так что В = ат 555 
119 


Отсюда 


и 1 ] 1 1 2 -- 
9 53 1] 5 Ро: 239 323% ре 
Это — формула Мэшина (/. Масй м). 

Вычислим по ней число д с 7-ю знаками после запятой. Для этого до- 
статочно тех членов формулы, которые фактически выписаны. Так как оба 
ряда — типа Лейбница, то поправки в уменьшаемом и вычитаемом на 
отбрасывание невыписанных членов, соответственно, будут: 


16 ] 4 ] 
< ав ча и 0< 4 < с: 


Сохраненные члены обратим в десятичные дроби, округляя их (по правилу 
дополнения) на 8-м знаке. Вычисления сведены в таблицу (-= в скобках 
указывает знак поправки): 


16 16 | 
—=_ = 3,20000000 3. = 0,04266667 (—) 
16 0,00102400 4 16 -—-0,00002926 (— 
А 7:57 ) 
16 0,00000091 6 000000003 
9.59 — , (--) 11.5и — , (—) 
3,20102491 0,04269596 
4 
зо = 001673640 (--) 
3.201024 4 
— 0,04269596 3.23% — 000000010 (— 


о 


_3,15832895 . 0,01673630 
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Учитывая все поправки, имеем: 
3,15832895 < 162 < 3,15832898 

— 0,01673632 < — 43 < — 0,016736530, 
3,14159263 < п < 3,14159268. 


Итак, окончательно, т = 3,1415926..., причем все выписанные знаки верны. 
411. Вычисление логарифмов. В основе вычислений лежит ряд 


[п пы —= ш(п-- 1) — шп = 


так что 


7. 1 1 1 1 
и ив (0) 
которым мы уже пользовались в п” 406 [см. (20)] при выводе формулы 


Стирлинга. 
При п = 1, получим и для 2: 


и2= (1+3. += ыха а а у -- 
3 Е 5 917 9 9 9+ и $ 
РЕ У Е. 
3% их 17 9 
Этот ряд вполне пригоден для вычислений. Покажем, например, что, огра- 
ничиваясь лишь выписанными членами, можно найти п 2 с 9-ю правильными 


десятичными знаками. 
В самсм деле, если отбросить члены этого ряда, начиная с в 


то соответствующая поправка будет: 
2 [1 | 1 | 2 
за Нагтою --.) За (1+9...) 
1 2 
— 2.9.5 < 5. 


Вычисления, на 10 знаков, сведены в таблицу: 


= обббб ВБ У ОНА 71800 

5 =0.02469 13580 -)  7° 1 По 0603147180...) 

о и все написанные 9 знаков верны. 
35 = 0.00164 60905 (+-) 
а = 0,00013 06421 (--) 
а — 0.00001 12901 (—) 
ИВ = 0,00000 10264 (—) 
а = 0,00000 00965 (—) 
О — 0,00000 00093 (—) 


тя —= 0,00000 00009 (--) 


ООО я то т“ 


Ро 
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Полагая теперь в (1) л=4, найдем: 
| | 2 ть 
п 22+ (1+3 м5 +... 


Пользуясь уже вычисленным значением т 2, по этой формуле легко вычис- 
лить по, а затем и т 10 = ш2-- 15. После этого, с произвольной степенью 
точности, может быть вычислен модуль 


1 

_ ш@Ю 
для перехода от натуральных логарифмов к десятичным; они равен 
М == 0,43429448 1... Умножив на модуль, найдем десятичные логарифмы: 105 2 
и 10$ 5. 


Перейдем к десятичным логарифмам н в основной формуле (1): 
2М 1 | 1 1 | 
о-в +5 би +]: (2) 


Полагая здесь п = 80 = 23. 10 и принимая во внимание, что п -- 1 = 81 = 5%, 


найдем 


2М 1 1 1 1 
41023 — 310 2—1==[1- аа р | 
5 8 161 Г "> ов? Г 


откуда легко найти 1ор 3. Полагая, далее, в формуле (2) пл = 2400 = 3.23. 102, 
будем иметь | 


п-- 1 = 2401 = 74 


2М 1 1 1 1 
— звот (1-+ 3" эзмювот + 5 оо + ---). 


так что найдем и логарифм 102 7. Подбирая подобные числовые комбинации, 
можно с произвольной степенью точности найти логарифмы простых чисел, 
а по ним путем умножения на натуральные. множители и сложения найдутся 
логарифмы составных чисел. 

Можно было бы поступить и иначе, непосредственно вычисляя логарифмы 
последовательных натуральных чисел и переходя от 105 п к 108 (п-- 1) при 
помощи формулы (2). Так, для вычисления логарифмов чисел от 1000 до 10000 
возьмем в формуле (2) только один член, т. е. приближенно положим 


2м 
ие пы (03 4 
ю5(п-- 1) —10& п =- 1 (103 = л = 104). 


и 
410р 7 — 3105 2 — 1023—2 


Поправка при этом будет 
2М 1 1 | 1 
ит" [3+5 бити +] < 
2М 1 1 
«зе [1+ бит + бит +...]= 
— 2М < 2М 
— 3О7л- |). 2п: (21-2) 24пз ° 
Так как у нас п= 103, а2М< 1, то 


1 1 
< 4.1 < 5.105 
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Если бы даже все ошибки суммировались, то в общем все же погрешность 
104 1 
2.100 2.106 ° 
ния погрешностей, вычислив целый ряд контрольных логарифмов по 
первому методу. Таким путем можно достигнуть гораздо большей точности, 
сохранив в то же время присущий второму метолу автоматизм вычи- 
слений (который очень ценен, особенно при составлении обширных таблиц). 
412. Вычисление корней. Проще всего корни вычисляются с помощью 
таблицы логарифмов. Однако если отдельные корни нужны с большой точ- 
ностью, то целесообразно о к биномиальному ряду [407 (22)]: 


(1-х) = 1-4 шх-- а, 


была бы меньше, чем Но легко избегиуть такого накопле- 


т м — 


Предположим, что нужно вычислить УА, причем уже известно прибли- 
женное значение а этого кория (по недостатку или по избытку), но требуется 
его улучшить. Если, скажем, 


А 
ЕЕ, 


где | х| есть небольшая правильная дробь, то можно преобразовать корень 
следующим образом: 
= 1 


п 


ай 
Е 1 
н использовать биномиальный ряд при т = =. Иногда выгоднее исходить 
из равеиства 
ак —1 
ре 
В 


если |х’| снова — пебольшая правильная дробь, и прибегнуть к другому 
преобразованию: 
1 


Уя— Г АЕ = 4. 1-х’) Е, 
а 


з 1 
после чего применить биномнальный ряд, взяв т == — 


Е ° 
Для примера, вычислим с большой точностью У 2, исходя из его при- 


ближенного значения 1,4. С этой целью преобразуем корень по одному из 
указанных двух образцов: 


1 
ге (9.04 1\> 
УЗ м.У вы. И = м. (1+3) 


ИЛИ 


Для облегчения вычислений естественно предпочесть второй путь. Итак, 
имеем: 


т 11 3 1 5 о 35 1 63 1 | 
Уз. (1+6 3 зав и 8" а 6" 55 +"). 


95 Г. М. Фихтенгольц, т. Ц 
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Ограничимся написанными членами; все опи представляются конечными 
десятичными дробями: 


5 
и: +16. Ев = 
128 ° 504 


63 1 я 
556 ° 503 = Е — 
1,0101525445375 Х 1,4 = 1,41421356235250. 


= 0,00000004375 


1 
Так как коэффициенты прин степенях 50 убывают, то поправка может 


быть оценена, как обычно: 


231 1 1 14.091 2,1 
< 1. 1124. 5е (1+ +...) = 10:24. 505 . 4 3) < ди. 


Поэтому > 
1,414213562352 < У 2< 1,414213562373, 


У 2== 14142135623 ...; 


все десять знаков после запятой верны. 
Использовав преобразование 


г 119 15 
Е Е - 
у ^ ыы! (1 55050) : 


легко получить значительно большее количество знаков. Приведем еще 
несколько примеров подобных преобразований Иродоставляя вычисления 
с помощью биномиального ряда читателю): 


1 
=. В". ое, 10 | 
УЗ= 13. (1 зо БУуи= 3 (1-м 


1 1 
о а. и 10 З 
У 2=5 (1-15) Уз = 7 (1+0) ° 


413. Преобразование рядов по Эйлеру. При использовании ряда для 
приближенных вычислений иной раз оказывается выгодным предварительно 
подвергнуть его преобразованию. Так называется замена данного сходя- 
щегося ряда — по тому или иному правилу — другим рядом с той же сум- 
мой. Конечно, применять такое преобразование целесообразно лишь в том 
случае, если новый ряд быстрее сходится и удобнее для вычислении. 

Выведем формулу для классического преобразования, носящего имя 
Эйлера. Пусть дан сходящийся ряд 


|= 


э (х) = У (аа ааа, Сыр аа ана 0) 
К-0 


где х`>0. Мы лишь для удобства представляем А-ый коэффициент его под 
видом (— 1) а), вовсе не предполагая все а;`>0. Для варианты 
аз (Е = 0, 1, 2,...) мы введем в рассмотрение последовательные разности 
(наподобис того, как сделали это в 122 по отношению к функции / (х) от 
непрерывно меняющегося аргумента х): 


Да): = а+. —@р, А?ау = Аак+1 — Аак = ак — 2ак+1-- @к 
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и, вообще, 


р Сре ри Е Собр — ++. -Н С ЮР, (1) 
к данный ряд так: 
ах — 4х ах” — а1х? азх“ — ах? 
ты 1х а хх а 


Это дозволительно, так как ^-я частичная сумма нового ряда разнится от 


$ (х) = 


р 1 2! эт 
аналогичной суммы ряда (3) лишь слагаемым ре (0% В, стре- 


мящимся к 0 при № -> со ввиду сходимости исходного ряда [364, 5°]. Введем 
теперь разности для упрощения записи: 


| 
э Е {ау — Аа. х-- Дау . х? — да. х3-|-...}. 


| а - 
Сохраняя первый член 7 В ‚, остающийся рял 
}: 
Е -х-- Аа. 2 — ... 
1-х т } 


перенишем каки $ (х) в формс 
Ее А 
1х 1х‘ 


так что, если снова выделить первый член, имеем: 


ад — Аа, х-Р Аа - х* — на 


® 


_ А __ х- 


а о а о 


Продолжая поступать так и дальше, после р шагов получим: 


490 210 о 
О И ИА 
д 
а 40, „р 7. = 
где 
Вы = 10° Е при х -- АРао. х?— ...} = 


= (— и ых СИ АРаньх® 


Обратимся к доказательству того, что К„(х) при р-—>>5 стремится к 0. 


Заменив р-ую разность АРах ее разложением (4) и персставив суммирова- 
ния, получим 


Кр (х) = Е их) 4 х (—1) КР укр Ус 11 С бету = 


1=9 


1 К — хе —$ 
ых вх „Ус рн ПР, 


25+ 
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Если ввести обозначение для остатка исходного ряда (3), положив 
ФФ) 
Ги (х) = Уз (== Вана" (п=0, 1,2,...), 
&=0 
то выражение для Ю„(х) окончательно может быть написано в Биде 
р о, р | . 
__ Ср" Гр (Хх) о 2 (х) 


1:0 ‚ =0 
Юр (==. 


а--х)Р и-нх)Р ° 


и так как и» (х) 0, то в силу ЗЭ1, 6°, и Ю}(х) 0. 
Переходя в (5) к пределу при р — ©®, Найдем, что 


Зе ы- Аа - Е АЗ (=)... 
о РА. (1) +... 1. 


Подставляя вместо $ (х) его выражение (3), мы и придем к преобразованию 
Эплера: 


у (1 алх НЕА (6) 
к=0 р==0 


Чаще всего его применяют при х = 1; тогда оно преобразует числовой 
ряд в числовой же: 


| А (-1 р90 
а. (0 
Е =0 р=0 
414. Примеры. 1) Положим ау = ие ‚ где г — любое постоянное число, 
отличное от 0, —1, —2, —3,... Ряд 

ео 

4 2 К’ 

Ё=0 


если отбросить в нем достаточное число первых членов, окажется рядом 
‹лейбницевского типа» и, следовательно, сходится. 


Легко вычисляются последоватсльные разности Дах,, А?ау, ...,и с помощью 
математической индукции находим: 
| 
АРа И к а ыы 
СИ ЕЕБСТЕЕО СЕР) 
в частности, 
} 
АРа, = (— 1)? а ь 
о 7 С ту:.. @+Р 
Таким образом, по формуле (7) 
(\5 со 
ыы а 
4 СЁ 0Р+1 2(2--1).... (2 р)“ 


Ё=0 р=о0 
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Если положить здесь 2=1, то получится преобразование известного ряда 


дяя ш2: 
шо = У (и у Ре 
уз т № п. 
70 =1 


П=1 


Читателю ясно, что вторым рядом для приближенного вычисления п2 
пользоваться гораздо выгоднее; чтобы получить точность в 0,01, в первом 
ряде потребовалось бы 99 членов, в то время как во втором достаточно 


было бы взять 5 членов! 


1 
2) Пусть а). = ——— (2 отлично от 0, —2, —4,...). Представив @&а 
) пу и ). Пред К 


в виде: ав . —— ‚ для выражения Аба, мы можем воспользоваться 
о? 
прежней формулой: 
Аа РА - = 
5(5+1). ... :(5 +2) 
ра , _ 
! 


р ге 
ера) еее 2Р) 


В этом случае преобразование Эйлера имеет вид: 


©») 


р к р! 
Ур = 5% 22-9... .@)‘ 


К =0 = 


В частности, при = = 1 отсюда получается преобразование ряда Лейбница, 


т 
выражающего д: 


к _ у. ] Е 1 не - у р! 
а г 212 (р-р! ° 
Е ==0 р--0 
3) Для О= х=1 мы имели в 404 (в) разложение 


агс(е х = Ус 1) ЕТ Же 


к —0 


Желая применить к этому общему ряду преобразование Эйлера, положим 


в (6) т, тогда для АРа) можио использовать формулу предыду- 


щего ирнмера (при = = 1); 
2р!! 
И А Е 
о РЕН 
Кроме того, заменим в (6) х на х?и обе части равенства еще умножим 
на х. В Е получим: 


Фу») 


РЕ: \ 2р!! х? ) 
иев «= У ео ЕТ тя 2 ОЕ В (т) ° ©) 
= =() 
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4) Не следует думать, что эйлерово преобразование сходящегося ряда 
всегда приводит к улучшению сходимости. [При этом, сравнивая качество 
> С: 
сходимости двух рядов Усуи У, с’. с членами любых знаков, мы, как и 
ух ряд 2] “ЕЁ А } , 
д=—0 К =0 
в 375, 7), исходим из поведения отношения их соответственных остатков тп 
ть 


/ 
и 1,: если |-; 


0, то первый ряд сходится быстрее, а второй — мед- 


т 
леннес.] 
Вот примеры: 
со со 
У, 1) переходит в быст е сходящийся ря У, а 
=— И \ ИТ В ы е \ я . 
5 реход р дяЩ ряд 2 ` др’ 
а 
в) сс 
У » › медленнее > » У Е 
к 24) ° 
К-.0 р-—0 


5) При использовании преобразования ряда для вычислений часто бывает 
выгодно первые несколько членов ряда вычислить непосредственно 
и преобразованию подвергнуть лишь остаток ряда. Проиллюстрируем это 
на примере вычисления числа л с помощью ряда, выведенного в 22): 

| 1.2 1.2.3 1.2.... р 
д — 2 1 чи р Е = оо Е эох› о 
| а И Я ЗБ. ОЕ И 


. | 1 
Гак как отношение последующего члена к предыдущему < 5, 
то отбрасываемый остаток ряда всегда будет меньше последнего выч и- 
сленного члена. Например, мы получим шесть верных цифр числа т после 
запятой, вычислив 21 член написанного ряда, ибо 21-й член 
1.2.3.... -20 


Е ы РБ НИНЕ [= 
я В 0,000 00037...< 0,000 000 5. 


Если же, скажем, первые семь членов исходного ряда вычислить пепосред- 
ственно, и лишь остаток после 7-го члена преобразовать, мы получим 


1 | 1 1 1 | 
О о а 


1 1 | 1 нок ®р 


Здесь уже восьмой член ряда в скобках меньше требуемой границы: 


1.2.3.4.5.6.7 | 
рю =0000002... 


и для достижения тои же точности достаточно, кроме 7 сохраненных чле- 
нов, вычислить еще 8 членов, т. с. всего 15, против прежних 21! 

415. Преобразование Куммера. Мы видели, что преобразование 
Эйлера, основывающееся на точно сформулированном правиле, приводит 
к однозначному результату, правда не всегда выгодному [414, 4)]. Метод же 
преобразования рядов, приложенный К уммером, допускает большой произ- 
вол, многое предоставляя искусству вычислителя, но зато является болев 
целеустремленным, в смысле облегчения приближенного вычисления. Мы 
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ограничимся изложением идеи, положенной в основу названиого метода, и 
осветим его немногими примерами. 


Пусть дан сходящийся ряд 


д А (9) 
и требуется вычислить его сумму с заданным ии Очевидно, 
А > 0 при Ё-—>со. Выберем другую бесконечно малую а(* ), эквивалентную 
р р ругу у 1 
и [62], так, чтобы ряд 
1 2 | 
а а -- о. о -- 29 -- ое 
не только сходился к конечной сумме А;,но и чтобы эта сумма легко вычи- 
слялась. Если положить 
А(®) — а) р х(®, 
то 


уу 


У -л+у 


и вычисление суммы исходного ряда приводится к вычислению суммы пре- 
образованного ряда, члены которого заведомо быстрее стремятся 
к нулю. 


мы вспоминаем про ряд 


®.е) 

Ал 1 

Например, желая вычислить сумму ряда =, 
1 


(> $) 
& 1 
2: СЕВ с суммой 1 [25, 9)| и отмечаем, что (при А - с®) 
1 

Е 

ЕЕ’ 
Так как разность 


1 | 1 
8 ВЕ И, 
то 


Хв-'+ Уна 


и преобразованный ряд оказывается более выгодным для вычисления. 
Указанный процесс можно повторить и, взяв новую бесконечно 
малую а, эквивалентную о, так чтобы ряд 


1 2 К) 
аа --... Та+... 
схолился к конечной и легко вычисляемой сумме Д., мы сведем вычисление 
суммы исходного ряда, по формуле 


со 


У А® = 444.44 и 


1 
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к вычислению суммы последнего ряда, члены которого 


(®) _ (® (®) (А 
стремятся к нулю быстрее, чем а"). 
Повторив процесс р раз, придем к формуле 


Е=-1 =1 
где 


((=1, 2, о: р) 


суть известные суммы последовательно выделяемых рядов, 


ФФ) 


У а(№) 
к вычислению суммы ряда №2 а. 
1 


со 


[415 


(10) 


и сведем дело 


У 1 
Так, В приведенном выше примере вычисления суммы ряда Ио МОЖНО 


К-1 
плоити дальше: 


со 


1 1 
У га т- УнЕЕаты +? У кУтИ 2), 


так что 
кл 1 & 1 
Уж =1+ += Уве! 
= 
затем, 
со ] т 
ь ® 1 
а | ааа 
= и: жи 3: те У ие И 2) 3)’ 
$ -=1 


и т. д. После р шагов, получим 


к 1 том 

пе же 1 | А ооф ах = ! и 
В: | 22 а р? ПР РЕ О.... @-Р) 
Е -—1 = 1 


При этом мы все время пользуемся уже известной нам формулой 


1 
Уно Ч ЕРЕТЯ р: 
[получающейся из выведенного в 363, 4) соотношения при а == 0]. 


Таким образом, вычисленные суммы медленно сходящегося ряда 


(10а) 


К=1 


ирнводится к вычислению суммы р сего членов и суммы быст ро сСходя- 


цегося --— уже — умеренных значениях р — преобразованного ряда. 


Приведем еще один болес сложный пример. 
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415] 
Обозначим через 5, (р — натуральное) сумму ряда 
У 
К=1 
При неопределенном пока у имеем 
| __ 1 -у _ 
(Е 1... (ЕР 1)) 1-2)... (Е р) = 
— ОР ПО РР 2) Е ур? 
(#1... Р-р 
Отсюда видно, что (при А-> со) 
1 - у |- 


| [1 Е --у р 
Ор — 11 (Е 1. ... (р 2-12-22)... р) 
1 
ИЕ... @Ер-' 


Если заменить члены ряда 5) этими эквивалентными им разностями, 
то получится ряд с легко вычисляемой суммой 


р 5 1-у 
2р—1 `(.2.3.....р)’ 


Дополнительный («преобразованный») ряд будет иметь общий член 
а ._ УР? 
[22 т (+25) в + [р т 
А (ЕТ... 8-Е РУ | 


Вот теперь мы воспользуемся произвольностью у и выберем его так, чтобы 
в числителе здесь исчез член, содержащий д: 
3 
= 1. 
Ро 
Учитывая все сказанное, получаем для ряда $ такую формулу преобра- 
зования 
Зр р? 
ок Зрча, 
т2@р- п Р+1 (11) 


5 —- $ ‘ 
РР 2—1 (р! 
., р, имеем 


Отсюда, подставляя вместо р последовательно значения 1, 2,. 


к 1 ет 
5 
Ё=1 
те 3 1 (2 
Е ПЕТЬ 
(р! ы 
К Зрнь (И) 


— Тиз 3 —1)! 
О О 


2-1 (2р—З)! ? р:28 (РП 28. (р — 1 
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Наконец, складывая почленно все эти равенства, придем к результату 


а 1 ть ай 
-:=3 ы 
а р = 9 ия Тр (2—1)! ый 


(106) 


___ (23 % | 
с ^- (2Р— ПН: > (Е 1.... (Е р)?’ 


Взяв, например, р=5 и сохранив в преобразованиом ряде тоже 5 чле- 


нов, можно вычислить сумму исходного ряда с точностью до ту. 


416. Преобразование Маркова. Прием для преобразования данного 
сходящегося ряда (9) | 


У А) = А, 
а 


указанный А. А Марковым, также оставляет миого произвола вычисли- 
телю. Разлагая каждый член А(®) каким-либо образом в сходящийся же 
ряд: 
со 
(®) М 2) 
а. 
#==1 


Из членов всех этих рядов составляется бескопечная прямоугольная матрица 
с двумя входами [ср. 393 (1)] 


> 
АП) а а? а®... йа 
А® | 20 29 а... 49... 

12 
Аб) а а" а аа ыы 


А“ | а о а®... г® 
Фе у ® ® Ф ® а $ а Ф ® ® ® ® ® 


так что искомое число А оказывается попросту суммой повторного ряда 


= 


К-=1$=1 
соответствующего этой матрице. Предполагая, далее, еще сходимость всех 


рядов по столбцам: 
6%) 
д (А 
ха =А, 
й=1 


Марков устанавливает условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 


со 


ы | 

ряд У А; сходился к той же сумме А. Преобразование Маркова и со- 
г:.1 

стоит в замене одного повторного ряда другим 


А= У 4 = У Аз, 
К--1 


3=1 


= 
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Достаточные условия для применимости преобразования Маркова 
даются, например, в теореме 3 п? 393. [Сама теорема Маркова, впрочем, 
значительно шире, ибо не предполагает даже упоминающиеся в ней ряды 
абсолютно сходящимися. ] 

Примером применения преобразования Маркова может служить соот- 


сп 


ношение (13) п° 395. Речь идет о ряде У: ‚и его А-ый член предста- 
й=1 
ваяястся в виде суммы, на этот раз, конечного числа членов 
1 (к : 
о На... На и = 
К 
= "Е.Р. ... (А-П Г 2.3. ... (2) '"”" 
1 О 
ео = 
(Е — 1) А (2 и! + (ЕП. ... . бЕ-О° 


Затем производится суммирование по столбцам, которое и приводит к упо- 
мянутому соотношению [см. 395, 4)]. 
Любопытно отмстить, что, если воспользоваться разложением 


с.) 


ма и т г. 
тени... -@+ 


1=1 


то преобразованне Маркова, как уже подчеркивалось в 395, 4), ничего 
нового Не даст, ибо просто вернет нас к исхолному ряду. 

Можно построение матрицы (12) связать с повторным применением 
преобразования Куммсра. Об этом уже была речь в предылущем п? 
[см. (10)], но там процесс Куммера повторялся лишь конечное число раз, 
а злесь мы мыслим это повторение продолженным до бесконечности. При 
этом всякий раз надлежит лишь проверять стремление к нулю, при р-— <®. 
«дополнительного члена» формулы (10): 


оо 


; (®) 
Пт — о — 0. 
> > Е=1 


Для того, чтобы убедиться в этом, например, по отношению к (106), 
отметим, что фигурнрующая в дополнительном члене сумма не превосходит 


выражения 
СЗ 
1 ол | 
1) у » р? ' 


К=1 


так что весь дополнительный член не превосходит величины 


о 
р! 1 
ЭР (Эр — 1)! а з 
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и, очевидно, стремится к нулю при р->оо. Переходя к пределу в (106), при- 
дем к равенству 


со 

1 1 11 12 1 (р! 
т В 
22 о 5.2 Г. 2 т р. 2в (Фр — 1)! 


[Ф.®) 
и 
.0р. (2р— т’ 
которое, как нетрудно видеть, тождественно с равенством (13) п° 395. 
Однако подобный предельный переход вовсе не всегда приводит к полез- 


ному результату: если, например, осуществить его в равенстве (10а), то по- 
лучим просто тождество 


2 
ы 


Таким образом, прием, предложенный Марковым, дает очень общую 
схему, предоставляя вычислителю широкие возможности, но многого требуя 
от его искусства. 


$ 9. Суммирование расходящихся рядов 


417. Введение. До сих пор на всем протяжении настоящей главы 
заданному числовому ряду 


©.) 
Уши а, ... а - ... (А) 
Ш = 
в качестве его суммы мы приписывали предел ее частичной Су.1.мы 
АЕ ИИыЛ 


в предположении, что этот предел существует и конечен (или же 
равен бесконечности определенного знака). «Колеблющийся» расхо- 
дящийся ряд для нас всегда оказывался лишенным суммы, и полоб- 
ные ряды мы систематически из рассмотрения исключали. 

Различные факты из области математического анализа, как, напри- 
мер, расходимость произведения двух сходящихся рядов [392], естест- 
венно выдвинули во второй половине прошлого века вопрос о возмож- 
ности суммирования расходящихся рядов в некоем новом смысле, 
конечно, отличном от обычного. Некоторые методы такого «сумми- 
рования» оказались особенно плодотворными; ими мы займемся 
подробнее. 

Нужно сказать, что до создания Коши строгой теории пределов 
(и связанной с нею теории рядов) расходящиеся ряды нередко встре- 
чались в математической практике. Хотя применение их при доказа- 
тельствах и оспаривалось, тем не менее иной раз делались попытки 
придавать им даже числовой смысл. Так, колеблющемуся ряду 


Га ф1- 
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еще со времен Лейбница в качестве «суммы» приписывалось 


1 
число =>. Эйлер, например, мотивировал это тем, что из разло- 


жения 


Е осо 


(которое в действительности имеет место лишь для |х|<!) при 
подстановке вместо х единицы как раз и получается 


а. 


В этом уже содержалось зерно истины, но постановке вопроса не хва- 
тало четкости; самый произвол в выборе разложения оставлял откры- 
той возможность, скажем, из другого разложения (где пи т — лю- 
бые, но Ш п) 


Ех... + хт-1 |1 дт | | 
ее а 


Получить одновременно 
т 
Е п И оое 


Современный анализ ставит вопрос по-другому. В основу кла- 
дется то или иное точно сформулированное определение «обобщен- 
ной суммы» ряда, не придуманное только для конкретно интересую- 
щего нас числового ряда, но приложимое к целому классу таких 
рядов. Законность этого не может вызвать сомнения: читатель дол- 
жен помнить, что даже обычное понятие «суммы ряда», сколь про- 
стым и естественным оно ни кажется, тоже было введено на основе 
условно принятого определения, оправдываемого лишь целесообраз- 
ностью! Определение «обобщенной суммы» обычно подчиняется двум 
требованиям. 


Во-первых, если ряду ла: приписывается «обобщенная сумма» А, 


а ряду У, — «обобщенная сумма» В, то ряд Ура, 46», где 
р, 9 — две произвольные постоянные, должен иметь в качестве 
«обобщенной суммы» число рА-—-49В. Метод суммирования, удо- 
влетворяющий этому требованию, называется линейным. 

Во-вторых, новое определение должно содержать обычное опреде- 
ление, как частный случай. Точнее говоря, ряд, сходящийся в обычном 
смысле к сумме А, должен иметь «обобщенную сумму», и при- 
том также равную А. Метод суммирования, обладающий этим 
свойством, называют регулярным. Разумеется, интерес представляют 
лишь Такие регулярные методы, которые позволяют устанавливать 
«сумму» в более широком классе случаев, нежели обычный метод 
суммирования: лишь тогда с полным правом можно говорить об 
«обобщенном суммировании». 
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Мы переходим теперь непосредственно к рассмотрению двух 
0с0бо важных с точки зрения приложений методов «обобщенного 
суммирования». 

418. Метод степенных рядов. Этот метод, в существенном, при- 
надлежит Пуассону (5.-0. Ро!$50п), который сделал первую по- 
пытку применить его к тригонометрическим рядам. Он состоит в сле- 
дующем. 

По данному числовому ряду (А) строчтся степенной ряд 

[.<. 

< а .2 й : 

— @ых = ака а... ам- ...; (1) 

— 
если этот ряд для 9<х< | сходится и его сумма Г(х) при 
х 1—0 циеет предел А: 

Им /(х)=А, 
х>1—0 

то число А и называют «обобщенной (в смысле Пуассона) 
суммой» данного ряда. 


Примеры. 1. Рял, рассмотренный Эйлером: 
— 1-1 —1-1—1--..., 
здесь уже в силу самого определения приводит к степенному 


1 
ряду, сумма которого и при х-> 1—0 стремится к пределу у. Значит, 


число действительно, являстся «обобщенной суммой» указанного ряда 


1 
К , 
в точно установленном здесь смысле. 

2) Возьмем более общий пример: тригонометрический ряд 


] ь 
о -|- — с0$ 78 (2) 
9.:-1 
является расходящимся при всех значениях 0, —х-—=0-=л. 
р 


Действительно, если @ имеет вид — м, где ри 4 — натуральные числа, 
то для значений п, кратных 4, будет 
с0$ 70 = 21, 
так что нарушено необходимое условие сходимости ряда. Если же отноше- 


8 
ние — иррационально, то, разлагая его в бесконечную непрерывную 


+“ 


т 
дробь и составляя подходящие дроби ен будем иметь, как известно, 


откуда 


: и 
[пб — тк! < =. 
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Таким образом, для бесконечного множества значений п 


10$ и +1| <, 
так что 


пб ть 
|1 с0$ 70 | > 1 а 


Это также свидетельствует о нарушении необходимого условия сходи- 
мости. 
Ссли образовать степениой ряд 


сю 
1 \ 
73 
= У г’ со$ пб О<%г<! 
7.1 
(здесь буква г заменяет прежнюю букву х), то его сумма при значении 0, 


отличиом от 0, будет 
1 |1 — 7? 
ине (3) 
2 фр со 6 --г* 
[см. 440 (5)] и при г>1—0 стремится к 0. Таким образом, для 8 = 0 
‹обобщенной суммой» ряда будет 0. Если 0 =0, то ряд (2), очевидно, имеет 
сумму, равную -|- о©; вирочем, и выражение (3), которое в этом случае 
1 г 
сводится К а. также имеет пределом -|- ©ю. 
3) Аналогично ряд 


со 
1 . 
ыы 5 10 (— = 0 = 17), 
п 1 
который сходится лишь при @=0 нли Ел, приводит к степенному ряду 
№ гзш 0 
1 
ХИ аб = 
лид | — 2/03 0 -|- /2 
7. --1 
[461, 6) (а)], так что «обобщенная сумма» на этот раз оказывается равной 


5 ср -у @ при 0-5 О0и равной нулю при 0 =0. 


Непосредственно ясно, что рассматриваемый метод «обобщенного 
суммирования» является линейным. Что же касается регуляр- 
ности этого метода, то она устанавливается следующей теоремой, 
принадлежащей А белю: 

Если ряд (А) сходится и имеет сумму А (в обычном смысле), 
то для Ох х ЗГТ сходится степенной ряд (1), и сумма его 
стремится к пределу А, когда х>1—0*. 


* Эта теорема была доказана А белем в его исследованиях по теории 
биномиального ряда [мы к ней вернемся в п” 437, 6°]. Нельзя сомневаться, 
что именно она привела к общей формулировке метода «обобщенного сум- 
мирования», который Пуассоном был применен лншь в частном случае. 
В связи с этим и самый метод часто называют методом Абеля, хотя 
самому Абелю идея «суммирования» расходящихся рядов была в высшей 
степени чужда. Мы будем в дальнейшем говорить 0б этом методе, как 
о методе Пуассона-— Абеля. 
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Прежде всего, ясно [379], что радиус сходимости ряда (1) не 
меньше 1, так что для О< х< |! ряд (1), действительно, сходится. 
Мы имели уже тождество 


ел”. {®.Ф) 
> ах” == (1 —х) ра А,х” 
п =0 п =0 


(ге А =а-а-... Ра,) [см. 385, 6) или 390, 4)]; вычтем 
его почленно из очевидного тождества 


А=(1—х) » Ал”. 


71 =0 


Полагая А— А, =, придем к тождеству 


Сх., со 
А— ый ах” Е (1 —) — Ч,’ (4) 
п=0 7. ==0 


Так как о„->0, то по произвольно заданному = > 0 найдется такой 


1 
номер №, что |@а„| <-уе, лишь только п > М. 


Разобьем сумму ряда в правой части (4) на две суммы 
ФУ) | 


М 
ыы) о» де 5) > а 
п=о0 7 = М1 


Вторая оценивается сразу и независимо от х: 


©) : (©) оо 
“ ® п ы пе 
(1 —х) У, их” | =(1— Хх) о 12. |х <5.(—%) У <. 
п=М-1 = М-1 п=М--1 
Что же касается первой, то она стремится к 0 при х-—1 и пра 
достаточной близости х к 1 булет 
№ 
- 
(1 —х) Ъ 8 р. 


71: =0 


так что окончательно 


<е, 


хи) 
1 71 
А— Хо а,х 
== 


что и доказывает утверждение. 


419. Теорема Таубера. Если ряд (А) суммируем по Пуассону — 
Абелю к сумме А, то в обычном смысле, как мы видели, он может и не 
иметь суммы. Иными словами, из существования предела 


со 


Нл У. аа, 
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вообще говоря, не вытекает сходимость ряда (А). Естественно возникает 
вопрос, какие дополнительные условия надлежит наложить на поведение 
членов этого ряда, чтобы из (5) можно было заключить о сходимости ряда (А), 
т. е. о существовании для него суммы А в обычном смысле. 


Первая теорема в этом направлении была доказана Таубером 
(А. ТаиБег); она гласит: 


Пусть ряд (1) сходится при 09<х< 1, и имеет место предельное 
равенство (5). Вели члены ряда (А) таковы, что 


т аа 24а... Е Пи 0 


п» о п 


(6) 


то Ц 


ДоклдздТЕЛЬСТВО разобьем на две части. Сначала предположим, что 
о 
Нт пап = 0 или ав = °(-.. . 
п -> со п 
Если положить 
и = мах | Вах |, 
кК>п 


то прн п -» сю величина 5и, монотоино убывая, стремится к нулю. 
Имеем при любом № 


ХА = Хи У + > м—А|, 


М№М-+1 
так что ** 
М № со 
УХА |= <= У/тла, (1 — <) + у а . Уи" А = 
0 0 М-1 . о 
Ом. 1 к 


—=(1—х) Е уз ах” —А ё 
0 


Взяв произвольно малое число = > 0, положим 


(1 —х) № == или х=1—-,, 


* Отсюда, по известной теореме Коши [33, 13)], уже следует выпол- 
нение условия (6), но не обратно, так что мы исходим теперь из более 
частного предположения, нежели (6). 


** Мы пользуемся очевидными при 0 «< х< | неравенствами: 


— хп = (1— хх... +7 <пИ—х) 


96 Г. М. Фиктенгольц, т. И 
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так что х->1 при №-> со. Пусть теперь № выбрано достаточно большим, 
зтобы 1) выполнялось неравенство 6 №-., < =2и 2) соответствующее х было 
настолько близко к 1, что 
со 
›` апх” — А __ =. 
0 
Тогда 
| М 
- 
|2 4=— А < (2-- 50) - Е, 
о 


что и доказывает утверждение теоремы. 
К рассмотренному частному случаю теоремы приводится и общий слу- 
чай. Положим 
9, — а1 -|- 2а› -- мы -Е лав (п > 1), 90 = 0, 
так что 


1 
@я — = (я — би-1) (п>= 1), 


и затем 
со со 


со 
о У, © У, 9 — 
ах” = 0-Е —® д” = — ее . 1 хп —= 
п п 
1 


0 1 
со со 
ло | $ т 
Уи , (7) 
1 1 


о 
Но из предположения теоремы, т. е. из того, что — —>0 при п-> оо, 
легко получить, что 


&->1- 


со 
ь ло 
т (1— хх) уз = д” = 0, (8) 
о п 
1 
Для доказательства этого достаточно разбить здесь сумму на две: 


№ со 
и У-ар-х) > 
.1 


М-1 
а 9 
и выбрать № таким, чтобы во второй сумме все множители р были по 


абсолютной величине меньшими наперед заданного числа => 0, тогда и 
вторая сумма по абсолютной величине будет меньше е, каково бы ни было х; 
относительно первой суммы, состоящей из определенного конечного числа 
слагаемых, того же можно достигнуть за счет приближения х к |]. 

Таким образом, ввиду (7), (5) и (8) имеем 


со 


& ий] 
7 \ ——\ х+1 = А — а. 
Е 


Но здесь уже можно применить локазанный частный случай теоремы, так 
что и 
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С другой стороны, 


т | д р 
\ и У = вы 
= т (т -- 1) т т--1 п т п-т‘ мым" 
| 


Отсюда, так как первое слагаемое справа стремится к нулю 


что и завершает доказательство теоремы. 

Впоследствии различными авторами был установлен целый ряд тонких 
теорем подобного типа (их принято называть «тауберовскими» теоремами), 
видоизменяющих и расширяю!цих условия Таубера. На них мы ие будем 
останавливаться. 


420. Метод средних арифметических. Илея метода в простейшем 
его осуществлении приналлежит Фробениусу (С. ЕгоБеп!и$), но 
связывают его обычно с именем Чезаро (Е. Се$аго), который дал 
методу дальнейшее развитие. Вот в чем самый метод состоит: 

По частичным суммам А, данного числозого ряда (А) строятся 
их последовательные средние арифметические 

Ао -- А! я __ АА, + -.. Ав 


05 — А», 1 —- о _ 9 охоу д —- р. Е 1 о оофоу 


если варианта а, при п > со имеет предел А, то это число и 
называют «обобщенной (3 смысле Чезаро) суммой» данного 
ряда. 


Примеры. 1) Возвращаясь к ряду 


ры а, 


имесм здесь 


Е-|-1 1 
== ЕТ, Ч®х—1 — о, 
так что ав >>. Мы пришли к той же сумме, что и по методу Пуас- 
сона — Абеля [418, 1)]. 
2) Для ряда 


а 
5+ У сои ([^2^п=0=*) 


п=1 


частичные суммы будут (если только 0 52 0) 


зи (и -|- 5) 
Ве 
25 у 8 


26+ 
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Теперь нетрудно подсчитать средние арифметические: 
71 


п Ут (и--->)8 = 


251 5 0 ж-о 


уг) 
— 
— — У [с0$ 719 — со$ (м -Ё 1) 0] = 


4 $1п2 о 0 т=0 


0 2 
р в. 
_ 1 — с05 (п 1)60 _ 1 и. _ 
Е а НЕ В 
ль 9 
4 5т 5 0 $11 о 
Итак, окончательно 
9. 2 
ВИ ] т (п -- ре 
оо мы | 
2 


Очевидно, аи ->0: для значений 0-20 «обоб денной суммой» и здесь слу- 
жит 0 [ср. 418, 2)]. 
3) Наконец, пусть снова предложен ряд 


ОО 
У! пи (—п=< 07). 
п=1 
Имеем при 0 =Е 0 
с05 -7 0— с0з (п 5.) 
2 2 
а 
2-0 
и затем 
1 ] ] п 1 
иж = С — [$11 (ме -- 1) 6 — &п м0] = 
4 5? 0 а 
Е акт ЕО, 
4 511? —- 0 


2 


1 1 
Отсюда ясно, что ап —> 5 8 5 0. 


Во всех случаях по методу Чезаро получилась та жа «обобщенная 
сумма>, что и выше, по методу Пуассона— Абеля. Ниже [421] будет 
выяснено, что это — не случайность. 


И злесь также непосредственно ясна линейность метода. 
Известная же теорема Коши [33, 13)] в случае существования 
предела 

Пт А, = А 


п 
п>о 
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удостоверяет наличие того же предела и для средних арифмети- 
ческих а„. Таким образом, метод Чезаро является регулярным. 
421. Взаимоотношение между методами Пуассона — Абеля и 
Чезаро. Начнем с простого замечания: если ряд (А) суммируем 
по методу средних арифметических к конечной «сумме» А, то 
необходимо 
аи —= 0 (п). 
п 1 
п 


Действительно, из @„_1-—> Аи ие, —> А следует, что 


(п-- аи — пан 1 ==» > 0, 


а тогда и 


что и требовалось доказать. 

Поставленный в заголовке вопрос исчерпывается следующей тео- 
ремой, принадлежащей Фробениусу: 

Если ряд (А) суммируем по методу средних арифметических 
к конечной «сумме» А, то одновременно он суммируем также 
по методу Пуассона — Абеля и притом к той же сумме. 

Итак, пусть а, — А. Ввиду сделанного вначале замечания оче- 
видна сходимость степенного ряда 


Л(х) == » ах” 


п=о0 


для О «< х< 1. Выполнив дважды преобразование А беля [см. 383. 
и особенно 385, 6)], последовательно получим 


(5) = (1 — х) ра Ах” = (1 — х} р пах” * 


* В справедливости этого тождества легко убедиться и непосредственно, 
отправляясь от заведомо сходящегося, ввиду ограниченности &«„, ряда справа: 


(1— 2х -{ 2) У (п- Пил" = 
0 


со 
РЕ о [(®-Н По — 209-41 -Е (п — 1) 2] х" = 
| 


= р «(и - < — паи -1] — [пав-1 — (п— 1) 9-2] "= 
0 


— > (Ал ее Ав-1) хп = У ах". 
0 


[При этом мы полагаем а_1=а-.› = А_, =0.] Сходимость последнего ряда. 
здесь получается сама собой. 
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[при этом следует помнить, что АРА... КА, =(п +1) 4,|. 
хо 
Известно, что (для О<х<!) (1—х)* = У (а Г" или 
0 
оо 
— (1 — х) Ма л”. 
0 


Умножим обес части этого тождества на Аи вычтем из ипего почленно 
предыдущее тождество: 


А— (= (Ех) У а (А мл". 
п =0 
‘Сумму справа разобьсм на две: 
м-—1 о 


бе ^ ар-—ж^у, 


№ 


причем число № выберем так, чтобы при п_> М было 


| А— а, | <ь, 


где = — произвольное наперед заданное положительное число. Тогда 
вторая сумма по абсолютной величине и сама будет меньше в (не- 
зависимо от х!), а для первой суммы того же можно добиться 
за счет приближения х к 1. Этим и завершается доказательство 
[ср. с доказательством теоремы Абеля в 418]. 

Итак, мы установили, что во всех случаях, где приложим метод 
Чезаро, приложим и метод Пуассона — Абеля с тем же р-- 
зультатом. Обратное . же неверно: существуют ряды, суммируемые 
методом Пуассона — А беля, но ие имеющие «обобщенной суммы» 
в смысле Чезаро. Рассмотрим, иапример, ряд 


И 


Так как здесь явно не соблюдено необходимое условие сумми- 
руемости по методу срелиих арифметических, указанное вначале, 
то этог метод не приложим. В то же время ряд 


| — 2х -Е 3 — Аж... 
имеет (при Ох хх 1) сумму ЕЕаЕ, которая при х -—+ 1 — 0 стое- 


1 
мится к прелелу у. Это и есть «обобщенная сумма» нашего ряда 


по Пуассону — А белю. 

Таким образом, метод Пуассона— Абеля является более 
мощным, т. е. приложим в более широком классе случаев, чем мс- 
тод Чезаро, но не противоречит ему в тех случаях, когда они 
оказываются приложимыми оба. 
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422. Теорема Харди — Ландау. Как и в случае метода Пуас- 
сона — Абеля, для метода Чезаро также могут быть доказаны теоремы 
‹«тауберовского» типа, устанавливающие те дополнительные условия относи- 
тельно членов ряда, при наличии которых из суммируемости ряда по ме- 
тоду средних арифметических вытекает его сходимость в обычном смысле 
слова. 

Ввнду теоремы Фробениуса ясно, что каждая тауберовская теорема 
для метода Пуассона — Абеля приводит, в частности, к такой же тео- 
реме для метода Чезаро. Например, сама теорема Таубера перефра- 
зируется теперь так: если а —> А и выполняется условие 


: а -- За ЕЕ па 
ил АЕ 2422... 2 Ия 


и >. = 0, (9 


то одновременно и А, > А. Впрочем, здесь она непосредственно вытекает: 
из легко проверяемого тождества 


ие Ва 
п ) 


Ап -— а = 


которое для данного случая указывает даже на необходи мость условия (9). 
Харди (Ц. Н. Наг4у) установил, что заключение от а, -> Ак А’ -—> А 


1 
можно сделать не только, если а’ =о0 =) (это содержится в предыдущем!),. 


но и при более широком предположении, что 
1тап|< С (С = соп3ё; т=1, 2, 3, ...). 


Ландау (Е. Рап4аи) показал, что можно удовольствоваться даже ‹одно- 
сторониим> выполиением этого соотношения: 


Если ряд (А) суммируется к «сумме» А по методу средних арифме- 
тических и при этом выполняется условие 


так >—С (С= сот т=1 2, 3,...), 


то одновременно и 


9.) 

. 
У а, =А. 
{7 


[Изменяя знаки всех членов ряда, видим, что достаточно также пред 
положить неравенство другого смысла: 


тат < С. 


В частности, теорема, очевидно, приложима к рядам с членами постоян- 
ного знака]. 


Для доказательства рассмотрим сначала сумму 


› = — А, 


= -1 


* Имеем 
и-- ПА, — и Оав= (и -- А, — (АРА... А,) = 
== (Ав — Ао) -- (Ав— А!) |... Е (Ап — Ав-1) -- 
— (4, |- 2 --... -|- ав) -- (аа... на)... -р а = 


‚= Я св 2аз а 24 -- Па. 
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где п и А — произвольные натуральные числа; путем тождественного пре- 
образования она легко приводится к виду 


пи п 
© = >, Ат — ь Ат = (ПАН ак — (п-- ав = 
21 =0 эп =0 


= Каичк | (П-Н 1) (аи — аи). (10) 
Если взять любое А„ (при п«т-=п-- Е), то, используя предположенное 


неравенство а» > — „т, Можно получить такую оценку снизу: 
Е 
Ат = Ав - (ааа... На) > Ав — > С, 
‘откуда, суммируя по т, нандем 
7: 
5 >. КАз "=: п С: 


‘Отсюда, сопоставляя с (10), приходим к такому неравенству: 


1 |. 
Ап < аи+ь п (инк — т) Р-. С. (11) 


Станем теперь произвольно увеличивать п до бесконечности, а измене- 
| 
‘ние Ё подчиним требованию, чтобы отношение -/ стремилось к наперед за- 


‘данному числу = `>0. Тогда правая часть неравенства (11) будет стремиться 
к пределу А--,С, так что для достаточно больших значений п будет 


Совершенно аналогично, рассматривая сумму 


% 


5” = У, Ат = Кат-ь Е (п-- 1) (ав — ви-к) 
т=п—Ё--1 


‘и проведя для Аж (при п-&< т< п) оценку сверху: 
|: 
Ат = Аз — (ата... 4) < А, ВЕН С, 
придем к неравенству ы 
5' «АА, - ет С. 
Отсюда 


п-- 1 | 
Ап > и-к-[ и (аи — би-к) — 


©. 


Г. 
Если П -—> со и одновременно те как и прежде | но на этот раз пусть 


| 
= 3% 5} то правая часть этого перавенства стремится К пределу 


Е 


А— т С>А—2=С. Следовательно, для достаточно больших п окажется 
— = 
А, >А— 2С. (13) 
Сопоставляя (12) и (13), видим, что, действительно, 
Е 


Теорема доказана. 
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Заметнм, что подобная же «‹тауберовская» теорема была установлена 
затем и для суммирования по Пуассону — Абелю — для нее только что 
доказанная теорема является частным следствием. Но ввиду сложности до- 
казательства мы сго ие приводим. 

423. Применение обобщенного суммирования к умножению рядов. 
Остановимся на применении обобщенных методов суммирования в вопросе 
об умножении рядов по правилу Коши [389]. Пусть, кроме ряда (А), 
дан еще ряд 


Уы=ь-ы... +Ы+... (В} 
1—0 
тогда ряд 
а == ы (доб -- а16ъ-1-Е +. -Е @в-181-- @ ибо) (С) 
7-=0 1 =0 


и называстся произведением рядов (А) н (В) в форме Коши. Если 
данные ряды сходятся и имеют обыкновенные суммы А и В, то ряд (С) все 
же может оказаться расходящимся [пример этого мы имели в 392]. 

Однако 80 всех случаях ряд (С) суммируем по методу Пуассона-— 
Абеля и именно к сумме АВ. 

Действительно, для 0% х< | ряд (1), равно как ряд 


7) 


— хп =— ро -- 9х —- р? —- ее —|-- ихп -- воф 


71= 0 


оба абсолютно сходятся [379]; обозначим их суммы, соответственно, 
через Л (х) и © (х). Произведение этих рядов, т. е. ряд 


о Со 
я м1 
= ты ра (доб -н ав в-а-н... + Яп—101 -- або) хп, 
71 = 0 71 = 0 


по классической теореме Коши [389] также сходится и имеет суммой про- 
изведение /(х)-2(х). Эта сумма при х-—1— 0 стремится к АВ, ибо, как 
мы видели, по отдельности 


и 7) =А,. Ш 30) =5. 
о 2: - 


х > 1- д; > 1-0 


Нтак, ‹обобщенной (в смысле Пуассона — Абеля) суммой» ряда (С)» 
действительно, будет АВ, что и требовалось доказать. 

Отсюда как следствие получается теорема Абеля 06 умножении ря- 
дов [392]. Равным образом из самого доказательства ясно, что то же за- 
ключение остается в силе, если ряды (А) и (В) — вместо того, чтобы схо- 
длиться в собственном смысле — лишь суммируемы по методу Пуассона-— 
Абеля № суммам Аш В. 

В таком случае, учитывая тсорсму Фробсеннуса [421], можно сде- 
лать и следующее утверждение; если ряды (А), (В) и (С) суммируемы 
в смысле Чезаро и имеют, соответственно, «обобщенные суммы» А, 
В и С, то необходимо 


С-В 
В качестве примера рассмотрим возведение в квадрат ряда 


1 1 1.3 
о“ ... = (—1) ИЕ -- о *оу 
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который получастся из биномнального разложения 
1 


— 1 1.3. — ПИ от 
о ати“ а 


при х =1. Умножая указанный числовой ряд на самого себя, придем к хо- 
рошо знакомому нам ряду 


М-Н... * 
<обобщенная сумма» которого, как по мстоду Пуассона — Абеля, так 


| 1 \2 
и по методу Чезаро, ссть -; = Е з 
о у? 
Далее, с‹возведем в квадрат» и этот расходящийся рял. Мы получим ряд 
1 Зовае: 2 —|- 3 м 4 - ое у 
1 
«обобщенная сумма» которого в смысле Пуассона — Абеля есть и 
1 \2 
= (5) (в смысле Чезаро он ие суммируем!). 


424. Другие методы обобщенного суммирования рядов. 1) Методы 
Г. Ф. Вороного. Пусть имсем положительную числовую последователь- 


ность {р} и 
Ро = Рь, п = Ро -- Ра ... --Рь (п). 
Из частичных сумм Аз ряда (А) составим выражения 


— Ро РАН +. РРоАв, 
Ри 


Если ии -— А при п-> со, то А называется «обобщенной суммой» ряда (А) 
в смысле Вороного — при заданном выборе последовательности {р}. 
Линейность метода как в этом случае, так и в следующих — оче- 
видна, и мы на ней не будем останавливаться. 
Для регулярности метода Вороного необходимо и доста- 
точно условие 


{77 


- Ри 
ип р. 0. 


7 > © 


Неовходимость. Допустим сначала регулярность рассматриваемого 
метода: пусть из А„-> А всегда следует и и„-> А. Если, в частности, взять 


ряд 
ООО ао 


для которого А, = 1, а прочие Аз =0 (так что и А=0), то необходимо 


У = т > 0. 


Ри 


* Мы пользусмся здесь числовым тождеством 


инь 
(Эт)! (2п— ту ' 


гдс (—П!и 0!! означают условно единицу. 
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ДостлаАточность. Предиоложим теперь условие теоремы выполнен- 
ным и докажем, что из А„ > А вытекает и ш„-— А. 
Обратимся к теореме Тенлица [391] и заменим там Хх) на Азии Вт 


Ри- в 


на . Условие (а) этой теоремы удовлетворено, ибо 
Ыб 
р Р 
я а 
Ра Рп-т 


Выполнение условнй (6) и (в) очевидно, так как 


т т 
\ \ 
У | вв | = — ли == 1. 
2 = 0 7. =0 


Следовательно, как и требовалось доказать, и -> А. 

2) Обобщенные методы Чезаро. Мы уже знакомы [420] с методом 
средних арифметических; он является простеншим нз бесконечной последо- 
вательностн методов суммнрования, предложенных Чезаро. Фикснруя на- 
туральное число А, Чезаро вводит варнанту 


К К — К— К— 
3%) Сити 40-Е Сити Аа +... + СаЬ Ая 


А 
в Г 
С а+к С 
и ее предел при п-»> сю рассматривает как ‹обобщенную сумму» (Ё-го’ 
порядка) ряда (А). Прн А =| мы возвращаемся к методу средних арифуе- 
тнических. 
В дальнейшем нам не раз понадобится следующее соотношение между 
коэффициентамн С: 


к К-1 К- к- р 
бед + Ска + ое + Сить Е С (14) 


оно легко доказывается по методу математической индукции относительно п,. 
если исходить из известного соотношения 
к А К-1 
Ск 9 С т На Саки. 
Прежде всего, покажем, что методы Чезаро всех порядков являются 
частными случаями регулярных методов Вороного. Для этого доста- 


Г 
ПА › 


К — 


точно положить Р„ = Си, ибо из (14) тогда следует, что Р„ = С 
и к тому же, очевидно, 


Ри 


а ЕЕ БО при л-> сю. 
т “ 


С помощью того же равенства (14), пользуясь самнм определением ве-. 
ЛИЧИН $0, устанавливается, что 


ао, (15) 


Это дает возможность выяснить взаимоотношение между суммированием 
по Чезаро А-го и (Е—1)-го порядка. Пусть ряд (А) допускает 


* од $0 разумеется Ан. 
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суммирование (Ё — 1)-го порядка, так что 1-9 А. В силу (14) и (15) имеем 


$(%) О а, = ... ат $(®-и 


о а и ВН 
Ст-к Ст 
К—1. (К-—1) К-1. (А-П К—1 Е-1 
_ Ск—110 би ко Е, 
а а 
С тк 
Применяя сюда теорему Теплица [391], причем полагаем 
СЕ! 
#1 тк -1 
Ап = т, и Кут = С. (т=0, 1,..., п), 


п--Ё 
придем к заключению, что и 1%) -> А. Таким образом, если ряд (А) допу- 


скает суммирование по методу Чезаро какого-нибудь порядка, то он 
допускает и суммирование любого высшего порядка, и притом к той 
же сумме. 

Приведем теперь обобщение уже известной нам теоремы Фробени- 
уса [421]: если ряд (А) суммируем по какому-либо из методов Чезаро 
{скажем Ё-го порядка), то он суммируем к той же сумме и по методу 
Пуассона— Абеля. 

Пусть дано, что 


< (®) 
Шт 109 = И = А. (16) 
п-> со п-> ® Ск 
Легко заключить отсюда, что ряд 
[®.®) 
5" (17) 
7%=0 


ь п 
для —1<« х< | сходится. Действительно, так как о — т, то из (16) 


имеем: <(К) 
Пт 151 — НИЙ 
п>о П К! 


Если А = 0, то 
п 
м м 
ить ТЫ 


так что, по теореме Коши — Адамара, радиус сходимости ряда (17) 
равен 1. Он во всяком случае не меньше 1, если А =0. 
Рассмотрим теперь ряд тождеств 


(©.®) ФФ) .®) 
У ах" =(—х) У! Ан” = (1—х) У, т, 
п-=0 п=0 


п=0 

о _ 

У 50" =а—х) У $", * 

7-0 п.=0 

— ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ах ® ® Ф* ® ® ® ® ® ® ® ® 
ру 5-9" = (1—х) ра 5х 

п=0 п-=0 


* Здесь и дальше учитываются соотношения типа (15). 
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Выше мы установили сходимость последнего ряда в промежутке (—1, 1); 
отсюда вытекает [см. 390, 4)] сходимость и всех предшествующих рядов. 
Кроме того, 


оо 


оо о) 
У ах" = ах У 5" = хи" > ПОС ьх". = (8) 
ТП, — 


пв-=0 2—0 


Сопоставим с этим тождеством другое: 
о 
= КЕ М\ К п 
М бои, (19) 
п =0 


которое имеет место в том же промежутке (—1, 1); оно получается А-крат- 
ным дифференцированием прогрессин 


их) 


= Ум. 
1—х 


#3 --: 0 


Умножив обе части тождества (19) на А и вычитая из него почленно ра- 
венство (18), получим, наконец, 


Фо Фо) | 
А— У ах" = (1х ГАН] Се. 


1 
71=0 п=0 


Дальнейшие рассуждения [с учетом (16)!] вполие аналогичны тем, с помо- 
цью которых была доказана теорема Абеля в 418 и теорема Фробс- 


ннуса в 421; они могут быть предоставлены читателю. В результате мы и 
получим; 


© ®) 
ИП У, 4" = А, 
Х > 1-0 ц...0 

ч. и тр. д. 

Отметим, что существуют расходящиеся ряды, суммируемые по методу 
Пуассона — Абеля, но не суммируемые ни одним из обобщенных 
методов Чезаро. Таким образом, первый из названных методов оказы- 
вается сильнее всех последних даже вместе взятых! 

3) Методы Гельдера. Эти методы состоят просто в повторном 
применении метода средних арифметических. Все вопросы, относящиеся 
к их регулярности и взанмоотношению, исчернываются ссылкой на теорему 
Коши. 

Можно доказать, что К-кратное применение метода средних арифме- 
тических совершенно равносильно применению метода Чезаро Е-го по- 
рядка, т. е. суммирует тот же класс рядов и притом к тем же суммам. 

4) Метод Бореля. Он состоит в следующем: по ряду (Л) и ео 
частичным суммам А» строится выражение 


№ 
р пп! 
0 


) 
хп 
Е 2 
© о а, п! ы 
0 
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Если последний ряд сходится, хотя бы для достаточно больших зна- 
чений х, и его сумма при х—>- оо имеет предел А, то это число и 
является «обобщенной суммой» в смысле Бореля Оля данного 
ряда (А). 

Докажем регулярность метода Бореля. Допустим сходимость ряда (А) 
и обозначим его сумму через А, а остатки А — А„ — через сз. Имеем (для 
достаточно больших х) 


со В) со сс 
1 я ч п № в 7 
А—г-2 У. А м _о-2 У А г —е-* № А И › а ре 
пд! Жи я! = “| бт 
о о о . } 


Зададимея произвольно малым числом = > 0; найдется такой номер №, что 


Е 
вля п > М будет; | ап |< 5 . Представим последнее выражение в виде суммы, 


М со 
п ь п 
е-® › х --е-2 А 
| вт. 
М-1 


‹. Е 
Второе слагаемое по абсолютной величине < -;, каково бы ни было х, 


а первое, представяяющее собой произведение ве” на миогочлеи, целый 
& 
отиосительно х, становится абсолютно = при достаточно больших х. 


Этим все доказано *. 
5) Метод Эйлера. Для ряда 


("а 
о 


мы имели в 413 [см. (7)] формулу 


% й и ь р АР ао 
унии и 
Е-0 2—0 


выражающую «преобразование Эйлера». ри этом, как было доказано, 
из сходимости ряда в левой части уже вытекает сходимость ряда 
в правой части и равенство между их суммами. 

Однако и при расходимости первого ряда второй ряд может 
оказаться сходящимся; в подобном случае его сумму Эйлер приписывал 
в качестве ‹обобщенной суммы» первому ряду. В этом собственно и со- 
стоит метод Эйлера суммирования рядов; сделанное только что замеча- 
ние гарантирует регулярность метода. 

Если писать рассматриваемый ряд в обычиом виде (А), ие выделяя 
знаков --, и вспомнить выражение (4) п° 413 для р-й разности, то можно 
сказать, что по методу суммирования Эйшера в качестве ‹обобщеннон 
суммы» ряда (А) берется обычная сумма ряда 


ео 1 2 р 
У а 
2—0 

(в предположении, что последний сходится). 


* Читатель отметит сходство этого доказательства с доказательством 
теоремы Абеля [418] и других. 
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На этом мы закончим 0бзор различных методов суммирования рас- 
ходящихся рядов, так как и приведенных уже достаточно, чтобы создать 
у читателя впечатление о многообразии подходов к этому вопросу. Регуляр- 
ность метода, как необходимую его особенность, мы устанавливали во всех 
случаях. К сожалению лишь, мы не всегда имели возможность достаточно 
углубиться в вопрос о взанмоотношении различных методов. А между тем 
может случиться, что два метода имеют пересекающиеся (но не 
покрывающие одна другую) области приложимости; может оказаться и что 
два метода приписывают одному и тому же расходящемуся ряду раз- 
личные «обобщенные суммы ›. 

425. Примеры. 1) Пусть {а„} положительная монотонно убывающая 
госледовательность, сходящаяся к 0. Положим 


Ао= а, Ав аа --... [ав (п>0). 
Доказать, что знакопеременный ряд 
А, — А. -Е А. — Аз-Ё... 
суммируем по методу Чезаро (1-го порядка), и его «обобщенная 
сумма» равна половине суммы сходящегося ряда лейбницевского типа 
а=а — а - а — а, + .... 
[Харди (0. Н. Нагау)]. 


УкаЗАНИЕ. Подсчитать среднее арифметическое первых 2т частич- 
ных сумм данного ряда; оно представится в виде 


1 (490 — а) -Е (490 — а -- а — а)... (2 — 41 - ... 45.2 — @)т-1) 
Рак Не О а 


] 
и, по теореме Коши [33, 13)], стремится к 5“. Затем легко уже пока- 


зать, что к тому же пределу стремится и среднее первых 2т -- | частич- 
ных сумм. 
п--2 


1 | 
2) Взяв а» = т: или а = 1 а (п=0, 1,2,...), установить 


на основании теоремы 1), что расходящиеся ряды 
Н!— + Н.—Н. -- а № 


п2 — ШЗ ш4— ш5 +... 


оба суммируемы по методу Чезаро, и их ‹обобщениные суммы» соот- 


ветственно равны 2 и п — 
2 В — А сеты рН В 
р 2 ты 
УКАЗАНИЕ. Во втором случае используется формула Валлиса [317]. 
3) С помощью той же теоремы доказать, что при —1<«х<0 рас- 
ходящийся ряд Дирихле 
№) ( р"-! (Ф2) 
© БЕЙ Е \ —1_Е 
И 5 —1)° ‘и Ей 1 
у -. =, << 
п -1 п= 


суммируется по методу Чезаро. 


— 


* Ни (как обычно) обозначает л-ю частичную сумму гармонического 
ряда. 
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УклазаАНИЕ. Представить пё в виде суммы 


|5 | Ь 
О Е тен 
и методами дифференциального исчисления доказать, что с возрастанием 


л варианта и. убывает (при этом, ввиду 32, 5), она стремится к 0!). 
4) Если «разбавить» члены сходящегося ряда нулями, то это никак не 
отразится ни на сходимости ряда, пи на его сумме. Как видно из сле- 


дующих примеров, с обобщенным суммированием расходящегося ряда дело 
может обстоять иначе. 


Рассмотрим ряды 


а РЯ 
0 1 |. 3 


4 5 


(6) 1— 10-1 —1--0--1—1-0.., 
ото за в в 1 в 
(в) О--1— 1 --О1-Оо-о-о—1-...* 
0 1 >. 3 4 5 6 у 8 
Про первый ряд мы уже знаем, что его «обобщенная суммаз по Чезаро 


1 1 
равиа --. Показать, что ряд (6) имеет уже другую сумму, именио 3, 


у. ® 
а ряд (в) вовсе не суммируем по Чезаро. 


Уклзлание. В случае ряда (в), при изменении п от 27-1 до 2* — 1, 
среднее арифметическое первых п--1 членов колеблется 


1 о2т ыы | о ] о2т Ре | 1 


т т " от а ы 


5) Считая А любым натуральным числом, рассмотрим ряд 
— [2 
—<\ П/Ф 
а Е а (—1) С п 

п==0 
и докажем, что У, не суммируется методом Чезаро К-го порядка, 

1 
но суммируется (* «сум.ме> 55) методом Чезаро (Ё--1)-го порядка. 


Мспользуя равенство (18) и — дважды — равенство (19) (в первый раз 
заменяя х на —, а второй раз х на ^?), последовательно получим: 


со (©) ] [®. ©) 

© (®) уп — 1 ь пой и \ Е 2 ид 
о а => (1 ЖЕ ый (—1) Спььх и (1 — д Синь ы 
1 =0 п=0 4 =0 


Приравиивая коэффициенты при одинаковых степенях х в первом и 
в последнем из этих рядов [мы пользуемся здесь «теоремой о тождестве 


* Член -Е 1, стоявший в (а) на 7-ом месте (где т ==0, 1, 2, 3,...), 


в (в) перемещен на 2”-е место; остальные места заполнены нулями. 

#* Сходимость послелиего ряда в промежутке (—1, 1) легко устанавли- 
вается с помощью теоремы Коши — Адамара, а отсюда уже вытекаст 
и сходимость первого ряда, 
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степенных рядов», которая будет доказана лишь ниже, в 437, 3°], приходим 
к заключению, что 


50 =С о» 5 1=0 (т=0,12,3,...) (21) 
Таким образом, 
С» 1 
К т- К | 
= С. = ок, т 1==0, 
2т-Е 


и предложенный ряд не имеет «обобщенной суммы» Чезаро КА-го порядка 
С другой стороны, ввиду (21), (15) и (14) как для п=2т, так и для 
п=2т -- 1 будет 


Зе = СЕ--Скь- ..2-- Саи = Сшуьль 


Отсюда 
К-1 
(К!) — Ска а 1. 
Т2т СЕН! ок+1 , 
2т--Е +1 


то же справедливо и для м что и доказывает наше утверждение. 


(6) Ряд 
У (—10" (п 1", 
п=0 


где А — любое натуральное число, также суммируем по методу Чезаро 
(&-- П-го порядка. Это можно установить, опираясь на предыдущий 
результат. 


Действительно, разложим С® п+к По степеням п -|- 1: 


Стк=-- ы (п) (п А— 1)... п) = 
= (т а и Е ... ат} 


здесь а") — постоянные коэффициенты, причем 
ИЕ 
во =- = 0. 


Написав еще ряд таких равенств, заменяя А на Е— 1 А— 2, ..., 1, легко 
затем, наоборот, представить (п -- 1)* в виде суммы 


(п = Ик - СИЕ... ОСЬ 
с постоянными коэффициентами В. Но тогда 


со 


хат = У, У, +... НУ, 


п-=0 


Так как, все ряды —. (1=1 2, ..., А) суммируемы по методу 


Чезаро (А--1)-го порядка (мы учитываем здесь свойства методов 
Чезаро последовательных порядков!), то ввиду линейности назван- 
ного метода это справедливо и для предложенного ряда. 


27 Г. М. Фихтенгольц, т. Ц 
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Самое вычисление «обобщенной суммы» мы в состоянии будем осу- 
ществить лишь впоследствии [449]. 


Приведем еще несколько простых примеров на непосредственное при- 
мснсние методов Гельдера, Бореля и Эйлера. 
7) Просуммировать по методу Гельдера ряды 


(а) ее и 
86 ба. 


Ответ. (а) Двукратное усреднение дает 


(6) Трикратное усреднение дает 
5) Просуммировать ряд 


Е Е АА 


ме 
—- 
8‘ 


го методу Бореля. 
Ня —т 
Ответ. Шт е-?. те р 
в >> 2 
9) Просуммировать по методу Эйлера ряды 
(а) 1—1-41—14 ... 
(6) 1—2--3—4-- ... 
(в) 1— 2-1 2 —24--... 
(г) 18 — 23 33—44... 


Уклздние. Во всех случаях удобно воспользоваться преобразованием 
Эйлера в форме (20). 


г. 
РИО. 


Ответ. (а) А=5; (6) 4°а, =1, А'а, =1, АРа =0 для р 1, 


_ 1 1_ 1. р _ В 1 1 и И 
т (в) А и Ра ... = 3; (Г) 4% =Ъ 


Аа, =7, Д?аь = 12, АЗау =6, АРа, =0 для р> 3, 


| 7 12 6 1 
а Е 


426. Общий класс линейных регулярных методов суммирования. 
Приведем в заключение некоторую весьма общую схему для построения 
класса линейных регулярных методов суммирования, содержащего в част- 
ности все методы, упоминавшиеся выше. 


Пусть в некоторой области .97 изменения параметра х задана последова- 
тельность функций 


Фо (Х), $1 (Х), Фо (Хх), ..., Фп (Х), ... (©) 


Допустим, что область .9” имеет точкой сгущения число «, конечное или 
нет. /10о данному числовому ряду (А) строится ряд, состоящий из 
функций: 


Аофо (х) + Ала (©)... 4 Аифв (+... = Ул 0 


(где А, = %-+ 41+ ... + 4»). Если этот ряд, по крайней мере для х, 
достаточно близких к о, сходится и его сумма при хо стремится 


_ 
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к пределу А, то это число и принимается за «обобщенную сумму» 
данного ряда. 

Мы получаем, таким образом, некий метод суммирования рядов, связан- 
ный с выбором последовательности (Ф) и предельной точки ®. По самому 
построению метода ясна его линейность. //редположим теперь, что 
функции фи (х) удовлетворяют следующим трем требованиям: 

(а) лри любом постоянном п 


т 9и (х) = 0; 


д > ® 


(6) при значениях х, достаточно близких к о,* 


У! 9 (2) |= К (К = с0п$); 
п..0 
(в) наконец, 


(9.9) 
т У фи (Х) =1. 


& >*® пц.-0 


Тогда метод суммирования ‘оказывается регулярным. 
ДоклдлздательствОоео. Итак, пусть 


Нт А, = А. 
п > со 
Тогда по произвольно заданному = >0 найдется такой номер п’, что для 
п> п’ будет 
5 
А —А| <->. 23 
14 — 413 (23) 


©.е) 
Ввиду ограниченности А)» и абсолютной сходимости ряда ж (х), по 
1-=0 
крайней мере для |х—®|<8’ (х>А’) будет сходиться также и ряд 
[в ®) 
У, Апфи (х). При этом, очевидно, 
1—0 


2 Авфи (х) — А = 


п --0 
ый 


= >, [Ав — А] 9 (х) | У [Ав — 4] фа (х) А У, Фи (х) —1 | 


п =0 п= ин! -+1 п=0 
так что, переходя к абсолютным величинам, 


со 


ь Апфи (х) — А = 


п=0 
= У М, — А] 9 (*) |+ УХ 14. — АИ 1 А1. | Уж -—1.. 
п 0 п=н/-1 п=0 


Второе слагаемое справа <-, в силу (23) и условия (6). Что касается 


* Т.е. для | Хх —6®| < 5’, если ® конечно, или для Х > А’, если ® = оо. 


21* 
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Е 
первого и третьего слагаемого, то каждое из них можно сделать <5, 


приблизив достаточно х К о, в силу условия (а) и условия (в). Следовательно, 


Пи У Апфи (х) == А, 


т. е. ‹обобщенная сумма» оказывается существующей и равна обычной 
сумме. 


Если х есть натуральный параметр т (так что ® = +-оо), то последова- 
тельность функций (Ф) заменяется бесконечной прямоугольной матрицей: 


ы 
0 1 2 +. бт... 

10 1 112 -.. Ит. 

150 591 15... бт... (т) 


За ‹обобщенную сумму» ряда (А) принимается предел при т-—=о варианты 
Тв = Ат Е Ат +... Е Албт +. 


в предположении, что этот ряд сходится, по крайней мере для до- 
статочно больших значений т. 


Условия регулярности преобразуются для этого случая сле- 
дующим образом: 
(а) при любом постоянном п 


Пт т =0, 
т > со 


(6) при достаточно больших т 


{© ©) 


У, 1 |= К (К = с0п$, 


п=0 
(в) наконец, 


«& 


[Ф.®) 
Ни Ут =1. 
0 


т >*® п 


По существу все эти идеи принадлежат Теплицу [ср. 391], у которого 
лишь, как читатель помнит, матрица предполагалась треугольной. Этого 
частного случая нам по большей части и было доста- 
точно. Упомянем еще, что под упомянутую выше схему непосредственно 
подходит как суммирование по Пуассону — Абелю, так и суммирова- 
ние по Борелю. В первом случае имеем 

/ 


! 


со со ^ 
р авх" = ›з (1 —^) х" А, 
п =0 


п=0 


426] $ 9. СУММИРОВАНИЕ РАСХОДЯЩИХСЯ РЯДОВ 421 


так что роль $„(х) в области 497 = (0, 1) (&«=1) играет множитель 
хп 
ит В. =(0, 00) («=-Роо). 
Соблюдение условий (а), (6), (в) легко проверяется, и тем — на основании 
доказанной выше общей теоремы — снова устанавливается регулярность 
этих методов. 

Общее определение метода суммирования, данное выше, и теорему 
об его регулярности легко перефразировать так, чтобы в них участвовали 


не частичные суммы А», а непосредственно члены а» суммируемого 
ряда (А). Останавливаться на этом не будем. 


(1 —х)х”. Во втором же случае фи (х) =е`®. 


ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ 


8 1. Равномерная сходимость 


427. Вводные замечания. Мы изучали выше бесконечные после- 
довательности и их пределы, бесконечные ряды и их суммы; эле- 
ментами этих последовательностей или членами рядов были постоян- 
ные числа. Правда, иной раз в их состав и входили, в роли пара- 
метров, те или иные переменные величины, но во время исследования 
им неизменно приписывались определенные постоянные значения. 
Так, например, когда мы устанавливали, что последовательность 


Хх х \2 х \3 х \ 
1, (1+5), (1+3). ооеу (1-=>) Г] оо 
имеет пределом е® или что ряд 
Хх? ХЗ п—1 хп 
х А а “= еее ЗЕЕГ | ежи оо 
5-3 ЕП г 
имеет суммой ш(1--х), для нас х было числом постоянным. 
Функциональная природа элементов последовательности и ее 
предела или членов ряда и его суммы — нами вовсе не учитывалась; 
сейчас же именно к этому моменту будет привлечено наше внимание. 


Предположим, что дана последовательность, элементами 
которой являются функции 


Л. (х), Л (х), ..., ь), ... (1) 


от одной и ТОЙ же переменной х, определенные в некоторой области 
ее изменения .{ == фа *. Пусть для каждого х из .4 эта последо- 
вательность имеет конечный предел; так как он вполне определяется 
значением х, то также представляет собой функцию от х (в .47): 


Л(х) =. Тв (х), (2) 


которую мы будем называть предельной функцией для после- 
довательности (1) [или для функции ХХ, (х)]. 


* Чаще всего это будет промежуток; но мы сохраняем пока наибольшую 
общность, разумея под х любое бесконечное числовое множество. 
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Теперь мы будем интересоваться не одним лишь существованием 
предела при каждом отдельном значении х, но функциональ- 
ными свойствами предельной функции. Чтобы читатель уяснил 
себе наперед, какого характера новые задачи при этом возникают, 
упомянем для примера об одной из них. 

Допустим, что элементы последовательности (1) все суть непре- 
рывные функции от х в некотором промежутке .47’ = [а, 6]; гаран- 
тирует ли это непрерывность предельной функции? Как видно из 
следующих примеров, свойство непрерывности иногда переносится 
и на предельную функцию, иногда же нет. 


Примеры. Во всех случаях .47 == [0, 1]. 
1) о Л(х) =0 при х <Ти/(1) = 1 (разрыв при х == 1); 


2) Л» (х) = 
х = 0); 


3) Л» (х) = т. 1(х) =0 при всех х (везде непрерывна); 


4) Г» (х) == 2п2х . е-т, }(х) =0 при всех: х (то же). 

Естественно возникает задача — установить условия, при которых 
предельная функция сохраняет непрерывность; этим мы займемся 
в 431 (и 432). 

Мы уже видели [362], что рассмотрение числового ряда и его 
суммы есть лишь другая форма исследования последовательности 
чисел и ее предела. Рассмотрим теперь ряд, членами которого 
являются функции от одной и той же переменной х в некоторой 
области „4: 


Е 1 (%) =0 при х > 0 и /(0) =1 (разрыв при 


ее) 


> ии (х) = ши (хи -- ... 0+ ... (3) 
= 
Пусть этот ряд сходится при каждом значении х в .27; тогда его 
сумма также представит собой некоторую функцию от х: /(х). Эта 
сумма определится предельным равенством вида (2), если под Г, (х) 
разуметь частичную сумму 

Хы (к) = шо о - ... . < 
Обратно, вопрос о предельной функции для произвольно заданной 
последовательности (1) можно рассматривать под видом суммирова- 
ния ряда (3), если положить 


и; (х) = Л! (х), из (х) = (х)— Л (Хх), ..., 
ии (Хх) = 1 (Хх) — ии (Х), а 


Нам чаще придется иметь дело именно с функциональными рядами, 


так как эта форма исследования предельной ЕЦ на практике 
обычно удобнее. 


424 ГЛ. ХПИ. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ [428 


И здесь также следует подчеркнуть, что предметом наших бли- 
жайших исследований будут не одни лишь вопросы сходимости 
ряда (3), но функциональные свойства его суммы. В виде примера 
можно назвать вопрос о непрерывности суммы ряда, в предположе- 
нии непрерывности всех его членов; это — та же задача, которая уже 
упоминалась выше. 

Как оказывается, функциональные свойства предельной функции 
(или — что то же — суммы ряда) /(х) существенно зависят от самого 
характера приближения /„(х) к /(х) при различных значениях х. 
Изучением типических возможностей, которые здесь представляются, 
мы займемся в следующем п°. 

428. Равномерная и неравномерная сходимости. Допустим, что 
для ` всех х из .4’ имеет место равенство (2). По самому определе- 
нию предела это значит следующее: лишь только фиксиро- 
вано значение х из .47 (для того чтобы иметь дело с опреде- 
ленной числовой последовательностью), по любому заданному = > 0 
найдется такой номер №, что для всех п_> М выполняется нера- 


венство 
|1» (*) —Л(%) |< в, (5) 


где под х разумеется именно то значение, которое 
было заранее фиксировано. 

Если взять другое значение х, то получится другая числовая 
последовательность, и — при том же = — найденный номер № может 
оказаться уже непригодным; тогда его пришлось бы заменить боль- 
шим. Но х принимает бесконечное множество значений, так 
что пред нами бесконечное же множество различных число- 
вых последовательностей, сходящихся к пределу. Для каждой из них 
в отдельности найдется свое №; возникает вопрос: существует ли 
такой номер №, который (при заданном =) способен был бы обслу- 
жить сразу все эти последовательности? 

Покажем на примерах, что в одних случаях такой номер № суще- 
ствует, а в других — его нет. 

1) Пусть сначала 


= те. МТ д = 0х1. 


Так как здесь 


1 2пх 1 
Л = тм эп, 


то сразу ясно, что для осуществления неравенства }„ (х) < в доста- 


1 
точно, каково бы ни было х, взять п > 5. Таким образом, напри- 


: 
мер, число м=Е(5-) в этом случае годится одновременно 
для всех х. 
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2) Положим теперь [427, 3)]: 


= Тя Иш 60 =0 ©<х= 1. 


п2х? ' 
1 
Лля любого фиксированного х >> 0 достаточно взять й > Е(;:). 
1 
чтобы было: ]„ (х) <; <.е. Но, с другой стороны, сколь боль- 
шим НИ ВЗЯТЬ П, ие функции /»(х) в промежутке [0, 1] всегда 


ее точка, именно точка Х—=_—., В которой ее значение 
1 
равно -= р: (т =)= . Таким образом, за счет увеличения п сделать 


Ш» (Хх) < > для всех значений х от 0 до | зараз — никак нельзя. 


Иными словами, уже для в —= = не 


2 
существует номера М, которое го- 
дилось бы для всех х одновременно. 
На черт. 59 изображены гра- 
фики этих функций, отвечающие 
—4 и п = 40: характерен горб 


| 
высоты =, передвигающийся с воз- 


растанием п справа налево. Хотя по 
каждой вертикали, в отдельности 
взятой, точки последовательных кри- 
вых Сс возрастанием п бесконечно 
приближаются к оси х, но ни одна 
кривая в целом не примыкает 
к этой оси на всем протяжении 
от х=0 до х=1. 

Иначе обстоит дело с функциями, рассмотренными на первом 
месте; мы не приводим их графиков, ибо они, например при п = 4 
или п=40, получаются из графиков, изображенных на черт. 59, 
путем уменьшения всех ординат, соответственно, в 4 или в 40 раз. 


В этом случае кривые сразу на всем своем протяжении примыкают 
к оси Хх. 


Дадим теперь основное определение: 

Если 1) последовательность (1) имеет в 4 предельную функ- 
хию }(х) и 2) для каждосо числа ве > 0 существует такой не 
зависящий от х номер М, что при п>> М неравенство (5) 
выполняется сразу для всех х из 47, то говорят, что по- 
следовательность (1) сходится [или — функция Г, (х) стремится] 
к функции Г(х) равномерно относительно х в области 47. 

Таким образом, в первом из приведенных примеров функ- 


ция /„(х) стремится к нулю равномерно относительно х в про- 
межутке [0, 1], а во втором — нет. 


Черт. 59. 
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Нужно сказать, что и для прочих функций, рассмотренных в пре- 
дыдущем п”, сходимость не будет равномерной. Установим это. 
3) Для функции /,(х)=х” [427, 1)] невозможность неравен- 
ства хп <= (при =< 1) сразу для всех х< | видна хотя бы 
из того, что х"—], если (при фиксированном п) х-»›1. Черт. 50 
лает представление о своеобразном характере нарушения равномер- 
ности: здесь предельная функция 
у изменяется скачком, а горб не- 
подвижен. 
Пусть теперь 


1 
4) Л. (х) = Тлх 
5) 1 (х) == 212х . е-т 7. 
Невозможность равномерного 
приближения в [0, 1] к предель- 
ной функции, которая для х >09 


в обоих случаях равна 0, следует 
из того, что, соответственно 


ИЛИ 


1 | 
р (т) ——= РЗ 
или 
Черт. 60. : 2п 
р (=. 


Во втором случае высота горбов, которые мешают равномерному 
стремлению к 0, вдобавок еще бесконечно возрастает. 


Покажем ина примерах функций х” и тля еще другой путь для 


исследования вопроса. ‚Неравенства 
| 
ххвеи - «в 


1 лх 


равносильны, соответственно, таким: 
пе ] сы 
ппу и п>— 5 (О<хх<!; 0%:х 1). 


Так как выражения справа неограниченно возрастают, первое — при 
приближении х к 1, а второе — при приближении х к 0, то ясно, 
что никакой номер п сразу при всех значениях х этим не- 
равенствам удовлетворить не может. 

Перенесем теперь все сказанное выше о сходимости функций на 
случай функционального ряда (3). 

Предполагая ряд сходящимся, введем в рассмотрение 
его сумму /(х), частичную сумму /„(х) [см. (4)] и, наконец, его 
остаток после п-го члена 


со 


9, (х) = У ик (х) == 1 (х) — и (%). 


=п-1 
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При любом фиксированном х 


Ни Л, (х)=1(х) и Шт 9,(х) =0. 
п >< п> о 

Если частичная сумма Г, (х) стремится к сумме ряда Г(х) 
равномерно относительно х’в области 4’ [или, что то же, 
остаток ряда ®,.(х) равномерно стремится к 9], то гово- 
рят, что ряд’(3) равномерно сходится в этой области. 

Это определение, очевидно, равносильно следующему: 

Ряд (3), сходящийся для всех х из области 497, называется 
равномерно сходящимся в этой области, если для каждого 
числа => 0 существует такой независящий от х номер М, 
410 при п > М неравенство 


17» (&) — 1(%)| <в или |9,(х)|<е _ (6) 


выполняется одновременно для всех х из 47 *. 
Примеры равномерно и неравномерно сходящихся рядов, конечно, 
можно составить, преобразовав приведенные выше примеры после- 


лдовательностей. Мы присоединим к ним еще несколько новых при- 
меров. 


оо 


6) Рассмотрим прогрессию У! х”-& она сходится в открытом проме- 
п=1 


жутке .42^ = (—1, 1). Для любого х из .4” остаток после п-го члена имеет вид: 


хп 
=" 


Фп (х) = 1 


Если п произвольно фиксировать, то очевидно: 


. 1 : 
ыы ь [в (Хх) | ——, о фи (Х) = ©®. 


И то, и другое доказывает, что осуществить, для всех х одновре- 
менно, неравенство 


| СОТ (сваи * <) 


прн одном и том же номере п — невозможно. Сходимость прогрессии в про- 


межутке (—1, 1) неравномерна; это же относится к промежут- 
кам (—1, 0] и [0, 1) по отдельности. 


му 


р”! 
7) Ряд У при любом значении х из .4 = (— оо, + оо) 


“ Понятие равномерной сходимости ряда было введено в науку 
одновременно (в 18-18 г.) Зайделем (РН. Г. м. 5е4е!) и Стоксом 


(Ц. С. З{оКе$5), но еще до них применялось Вейерштрассом на его 
лекциях. 
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сходится, ибо он удовлетворяет условиям теоремы Лейбница [381]. По 
замечанию, сделанному после доказательства теоремы, остаток ряда оцени- 
вается, по абсолютной величине, своим первым членом: 
а 
хп тпт-1 


Отсюда ясно, что во всем бесконечном промежутке ряд сходится равно- 
мерно. 


со 


— |"! 5х2 
8) Аналогично, и ряд Со 
= (1-7) 


= (— оо, ++ оо), ибо при х = 0 


сходится равномернов .97 = 


Хх? х2 
(1-- х?)8  Т-пж-... 


Любопытно отметить, что ряд, составленный из абсолютных величин 
(®.®) 


| фъ (х) |< = 


Хх? ь 
> о: ля сходится но неравномерно. Действительно, его 
1-х 
м (1-Е х?) 
остаток, при х = 0, таков: 


хз 
Е ЗИ 
фт (Хх) = т 1 (1-Е х?)" ° 
1-х? 


при любом фиксированном п он стремится к 1, когда х -»> 0. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если в примере 2), вместо промежутка [0, 1], рассмотреть 
любой промежуток [а, 1], где О<а< 1, то в нем сходимость уже будет 
равномерной. Действительно, для всех ха 


пх п 1 
№ (<) = 1+ 722 =. ГЕ ла < па? ‘° 


В любом же промежутке [0, а] сходимость, очевидно, неравномерна. 
Таким образом, вокруг точки х = 0 как бы «сгущается» свойство неравно- 
мерности; назовем ее точкой неравномерности. То же относится 
и к примерам 4), 5) и 8). Аналогичную роль в примере 3) играет точка х = 1, 
а в примере 6) — обе точки х = —Тих=1. 

В более сложных случаях точки неравномерности могут встречаться 
в бесконечном количестве. 


429. Условие равномерной сходимости. Теорема Больцано- 
Коши [39], устанавливающая условие существования конечного пре- 
дела для заданной числовой последовательности («принцип сходи- 
мости»), естественно приводит к следующему условию равномерной 
сходимости для заданной в области .4^ последовательности функций (1): 

Для того чтобы последовательность (1) 1) имела предельную 
функцию и 2) сходилась к этой функции равномерно отно- 
сительно х в области 47, небходимо и достаточно,. чтобы для 
каждого числа = > 0 существовал такой не зависящий от х 
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номер №, чтобы при п> М и любом т =1, 2,3, ... неравенство 
|Уа+т (х) — 1 (%)| < в (7) 


имело место для всех х из 4` одновременно. 

[Требование это можно кратко сформулировать так: принцип схо - 
димости для последовательности (1) должен осуществляться равно- 
мерно для всех х из .4:]. 

Доклзлтельство. НЕОБхХоОди мость. Если последователь- 
ность (1) имеет предельную функцию Г(х) и сходится к ней рав- 
номерно в .27, то по заданному = > 0 найдется не зависящий 
от х номер №, такой, что при п_> М будет 


1 
Л» (<) — Л(х) | < лы 
для всех х. Аналогично и 


ант (©) — 10| «58 (т=1, 2, 3, ...). 


а из этих обоих неравенств вытекает (7). 

ДостлАточность. Пусть условие, указанное в теореме, выпол- 
нено. Тогда, какое бы значение х из 47 нн фиксировать, в лице 
последовательности (1) мы будем иметь числовую последователь - 
ность, для которой выполняется условие Больцано - Коши. Сле- 
довательно, для этой последовательности существует конечный предел, 
чем доказано существование для последовательности (1) предельной 
функции /(х). 

Теперь, взяв по произволу п > № их из .47, станем в неравен- 
стве (7) безгранично увеличивать т (при постоянных п и х). Пере- 
ходя к пределу, получим: 


о УЛ ое. 


Этим устанавливается равномерное стремление /„(х) к Х(х). 
Нетрудно перефразировать доказанное условие для случая функ- 
ционального ряда: 
Для того чтобы ряд (3) сходился равно мерно в области 49", 
необходимо и достаточно, чтобы для каждого числа => 0 суще- 
ствовал такой не зависящий от х номер М, что прип > М. 


и любом т=1, 2, 3,... неравенство 
п 
2 ме 9) | | мина (Е ша СО... т |< 8 (8) 
= п , 


цимес место для всех х из 4 одновременно. 
Отсюда, в частности, вытекает полезное следствие: 
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Если все члены ряда (3), равномерно сходящегося в 0б- 
ласти 47, умножить на одну и ту же функцию ч(х), огра- 
ниченную в .47: 


|9) |= М 


то равномерная сходимость сохранится. 2% 

Для установления на практике равномерной сходимости конкрет- 
ных последовательностей или рядов выведенные условия мало при- 
годны. С этой целью пользуются — на них же основанными, но более 
удобными в применении — достаточными ‘признаками, которые фор- 
мулируются обычно применительно к рядам. 

430. Признаки равномерной сходимости рядов. Вот гростейший 
и чаще всего применяемый признак: | 

Признак Вейерштрасса. Если члены функционального ряда (3) 
удовлетворяют в области 4’ неравенствам 


[и (х) [== = 2,3. ...), (9) 

где с„ суть члены некоторого сходящегося числового ряда 
У ы-а+ь+ ... ++... (©) 
й= 


то ряд (3) сходится в 47 равномерно. 
При наличии неравенства (9) говорят, что ряд (3) мажори- 
руется рядом (С), или что (С) служит мажорантным рядом для (3). 
Действительно, из (9) получаем неравенство 


[Чиа (ХЕ ии (Хх)... Нил (<) | са Си Е о 9 Нбр 


справедливое одновременно для всех х из области .9”. Согласно 
принципу сходимости, который мы применяем к числовому ряду (С), 
для любого е > 0 найдется такое №, что при п > М правая часть 
предыдущего неравенства будет уже меньше в, а с нею — и левая, 
притом для всех х одновременно. Этим, по условию п” 429, наше 
утверждение доказано. 

Таким образом, например, в любом промежутке равномерно 
сходятся ряды | 


ь _ “1 
а» зп пх, У, а соз пх, 
п=1 п=1 


[© 


если только ряд » а» сходится абсолютно. Ведь 
п =1 


Газ их | =|а„|, |405 пх | = | а, |, 


оо 


& 
так что роль мажорантного здесь играет ряд » | ав |. 
1 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Каждый равномерно сходящийся в 4 ряд 


со 

У, и,(х) пупем расстановки скобок может быть преобразован 

п._1 

в ряд, к которому уже применим признак Вейерш трасса. 
Действительно, возьмем какой-нибудь положительный сходящийся 
со 

ряд », с». По числу с, [429] найдется такой номер ии, что] И ту 1 (Х) Е 
к =1 

-... Ри, (х)|<ав 497 для п> т.. Затем, по числу с› найдется 

такой номер т» > пи, что | ит а (х)-Н... Ни (х)| < 65 в 9 для 

п>т., и т. д. Тогда, группируя члены данного ряда следующим 

образом: 


[1 (ху... Ни, Е Ш а)... а Е 
-Н Чт, 1 (х) Е ме -Н Чт. (х)] -- мя 


получим ряд, члены которого — начиная со второго — по абсолют- 
ной величине не превосходят в .4” последовательных членов взятого 
числового ряда. 

Если к данному ряду (3) признак Вейерштрасса оказался 
применим, то ряд (3) необходимо абсолютно сходящийся. 
Больше того, одновременно с рядом (3) будет равномерно схо- 
диться и ряд, составленный из абсолютных величин его членов: 


—- 
>, |, (%) |. (10) 
71 -=1 
Между тем возможны случаи, когда ряд (3) сходится рав- 
номерно, будучи неабсолютно сходящимся. Примером этого 
служит ряд 7) п’ 428 (что ряд этот не сходится абсолютно, следует 
из сравнения с гармоническим рядом). Возможно даже такое по- 
ложение вещей, когда ряд (3) сходится абсолютно и равномерно, 
но ряд (10) все же сходится неравномерно [см. ряд 8) в 428]. 
Подобные случаи заведомо не охватываются признаком Вейер- 
штрасса; для их исследования нужны более тонкие признаки. 
Сейчас мы установим два признака, относящихся к функцио- 
нальным рядам вида: 


|») 


> а, (х)+6, (х) == а, (х)+6, (х)- а (х).6. (Хх) О Е 
-Е а» (х) -6, (Хх) а (№) 


где а„(х), 6, (х) (п=1, 2, 3,...) суть функции от хв 497. Мы 
скопируем эти признаки с признаков Абеля и Дирихле [384] 
из теории числовых рядов; условно будем называть и их по 
именам этих ученых. | 
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Признак Абеля. Пусть ряд 


Хыф=Ны-Ьью+... +... == ® 


сходится равномерно в области 4’, а функции а„(х) (при каж- 
дом х) образуют монотонную последовательность и в совокуп- 
ности — при любых х и п— ограничены: 


| а» (х) |= К. 


Тогда ряд (№) сходится равномерно в области 47. 
Доказательство аналогично прежнему. Ввиду равномерной 
сходимости ряда (В) номер ЛМ находится независимо от х, с ссылкой 
на условие п° 429 (вместо принципа сходимости), а затем с помощью 
леммы Абеля [383] получаем, как и выше (считая п > М): 


п-т 


р ‚оков 5 в (Ганна ©) ТЕ 2 [авт 9) = ЗКЕ, 


сразу для всех х из .927. Этим наше утверждение доказано. 
Признак Дирихле. Пусть частичные суммы В„(х) ряда (В) 
в совокупности — при любых х и п— ограничены: 


| В» (х) | = М, 


а функции а„(х) (при каждом х) образуют монотонную после- 
довательность, которая сходится к 0 равномерно в 06- 
ласти 4’. Тогда и ряд (№) сходится равномерно в этой 
области. 

И здесь доказательство проводится так же, как и в 384. Отме- 
тим лишь, что номер № можно выбрать независимо от х именно 
ввиду равномерного стремления @„(х) к 0. 

На практике часто на месте функциональной последова- 
тельности {@„(х)} оказывается обыкновенная числовая последо- 
вательность {а} или на месте функционального ряда 


со ®.®) 
% “ 

2 ь,(х) — обыкновенный числовой ряд > р,. Нужно заметить, 
| . 


что этот случай, конечно, входит как частный в расмотренный выше; 
ведь сходящуюся последовательность {а} и сходящийся ряд 


со 
У, можно рассматривать как равномерно сходящиеся (за- 
т 


висимости от х нет. 
Например, если {а„} есть последовательность положительных 
чисел, монотонно стремящихся к 0, то оба ряда 


©.) ОО 

& . & 
У алзших, У а, созпх 

п и 
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— по признаку Дирихле — равномерно сходятся в любом зам- 
кнутом промежутке, не содержащем точек вида 2Ах (где А = 0, 


—1, —2,...). Это следует из того, что, например [см. 385, 2)|, 
: 1 | 
и И м ] 
У яп о о асои анни — ЗЕ , 
с 25-х тя 


ей 
и в названном промежутке $п-. х не обращается в 0, так что для 


суммы можно установить границу, не зависящую и от х. 
Дальнейшие примеры применения признаков равномерной сходи- 
мости читатель найдет в п” 439 и следующих. 


‘ 


$ 2. Функциональные свойства суммы ряда 


431. Непрерывность суммы ряда. Мы переходим теперь к изу- 
чению функциональных свойств суммы ряда, составленного из 
функций, в связи со свойствами этих последних. Выше уже указы- 
валось на эквивалентность точки зрения последовательностей 
и точки зрения бесконечных рядов. В изложении мы отдаем 
предпочтение последней точке зрения, потому что в приложениях 
встречаются почти исключительно именно бесконечные ряды. Пере- 
несению сказанного о функциональных рядах на случай последова- 
тельностеи функций будет посвящен особый п° [436]. 

Введенное выше понятие равномерной сходимости во всем 
дальнейшем будет играть решающую роль, так что важность его 
выявится с полной силой. 

Начнем с вопроса о непрерывности суммы ряда, которого мы 
уже касались в 427. 

Георема 1. Пусть функции и, (х) (п = 1, 2, 3,...) определены 
в промежутке .4:=[а, 6] и все непрерывны в некоторой точке 
Хх = Хо этого промежутка. Если ряд (3) в промежутке 4 схо- 
дится равномерно, то и сумма ряда Г(х) в точке х=ху 
также будет непрерывна. 

[Подобное утверждение впервые было сформулировано Коши; 
но знаменитый автор придал ему слишком общую форму, не выдви- 
нув требования равномерности, без которого оно перестает быть 
верным]. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сохраняя прежние обозначения, имеем при 
любом п —1, 2, 3,... и любом х из 47: 


1х) = Л, (х) + 9, (Хх) (11) 
Л (хо) = Л (хо) Е п (хо), 


и, в частности, 


откуда 
Л) — Ло | = [Ш () — Л о |9, -Н [9 (|. [ а2) 


28 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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Зададимся теперь произвольным $ > 0. Ввиду равномерной схо- 
димости ряда можно фиксировать номер п так, чтобы нера- 
венство | 


| Фи. (х) | <= . (13) 


выполнялось для всех значений х в промежутке .47 (в том числе 
и для х = хо). Отметим, что при фиксированном п функция Л, (х) 
есть сумма определенного конечного числа функций их (х), непре- 
рывных в точке х==х,. Поэтому она также непрерывна в этой 
точке, и по заданному = >> 0 найдется такое 6 >> 0, что при | х — | < 5 
будет 

|1» (5) — Ль (%0) | < =. (14) 


Тогда, ввиду (12), (13) и (14), неравенство |х — х| < 0 влечет 


за собой 
|1 (<) — 1(%0) | < Зв, 


что и доказывает теорему. 

Естественно, если функции и„(х) непрерывны во всем проме- 
жутке 97 == [а, 6], то при наличии равномерной сходимости 
и сумма ряда (3), /(х), будет непрерывна во всем промежутке. 


Что требование равномерной сходимости в тексте теоремы не может 
быть опущено, показывает, например, ряд 


(®.®) 


& хз 
е 


=1 


[см. 428, 8)], сумма которого равна 1 при х==0 и равна 0 при х ==0. Однако 
равномерная сходимость фигурирует в теореме лишь как достаточное 
условие, и не следует думать, что это условие необходимо для не- 
прерывности суммы ряда *: например, ряды 


` и — АВ © пх (п— 1) х 
У, 2х [пе "*® — (п 1)?е ыы ея (15) 


11-1 п-1 


[ср. 428], 5) и 2)] в промежутке [0,1] имеют непрерывную сумму 0, хотя 
оба в нем сходятся неравномерно. 

Впрочем, есть классы случаев, когда равномерная сходимость 
все же оказывается необходимой. В этом направлении мы докажем 
следующую теорему, принадлежащую Дини (0. Рим). 

Теорема 2. Пусть члены ряда (3) непрерывны во всем про- 
межутке 9=[а,6] и положительны. Если ряд имеет 
сумму /(х), также непрерывную во всем промежутке, то он 
‘сходится в этом промежутке равномерно. 


*См. следующий п°. 
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Доклазательство. Рассмотрим остатки ряда (3): 


оО 

ев (х) = № 4 (= — ЛЬ (®. 
Е=п-+! 

Функция Ф„(х) от х, как разность двух непрерывных функций, 

также непрерывна. Ввиду положительности членов ряда, послело- 

вательность {9„(х)!, при постоянном х, является убывающей (не- 

возрастающей): 


Ф1 (х) == $. (Хх) =... =, (Хх) > 91.1(Х)= ... 


Наконец, поскольку ряд (3) сходится в промежутке 4’, при любом 
постоянном х 
Ит ф‚ (Хх) =0. 


п-> > 


Для того чтобы установить равномерную сходимость ряда, до- 
статочно доказать, что для каждого числа = > 0 существует хоть одно 
значение п, при котором Ф„(х) < в одновременно для всех х (ибо 
тогла для больших значений п это неравенство выполнялось бы 
и подавно). 

Доказательство этого будем вести от противного. Предположим, 
что для некоторого => 0 такого номера п не существует. 
Тогда при любом п=:1, 2, 3,... в промежутке .97 найдется такое 
значение х=х,, что 9,(х,)=е. К последовательности {[х„}, все 
элементы которой содержатся в конечном промежутке .4’, применим 
лемму Больцано-Вейерштрасса [41] и выделим из нее частич- 
ную последовательность пу, сходящуюся к пределу ху. 


Ввиду непрерывности ©т(х), имеем: 
Пт Фт (хп) — Фъ (Хо), 


Е > с 


каково бы ни было т. С другой стороны, при любом /7, для лдо- 
статочно больших К: 


п, т, так что от (хп) = $, (Хп,) == °. 
Переходя здесь к пределу при Л -* с®, найдем, что 


Пт Фт (Хи, — Фи (хо) > в. 
Е > © . 
А это неравенство, имеющее место при любом т, противоречит 
тому, что 
Пт Фт (ху —- 0. 
ть > © 
Теорема доказана. 


432. Замечание о квази-равномерной сходимости. Итак, если фуик- 
циональный ряд (3) состоит из непрерывных в промежутке .97 = (а, 6] функ- 
ий и сходится в этом промежутке к сумме Л(х), то для непрерывности 


28% 
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этой последней достаточна равномерная сходимость ряда, но —в общем 
случае — вовсе не необходима. Было замечено еще Дини и другими, 
что достаточным условием является некая ‹ослабленная» равномерность 
сходимости: она состоит в том, что для каждого числа ве `> 0 и каждого 
номера № существует хоть один независящий от х номер п `> №', 
такой, что неравенство (6) выполняется одновременно для всех х из 47. 
Действительно, при доказательстве теоремы 1 мы и использовали лишь 
один номер п, при котором неравенство (13) выполняется для всех х из .4”. 

Однако, даже эта ‹ослабленная» равномерность все же не является 
необходимой для непрерывности суммы Х(х) ряда (3). Она не имеет 
места, например, для рядов (15), сходящихся к непрерывной сумме Л (х) = 0. 

Арцела (С. Аг2е!а) ввел в рассмотрение в 1883 г. особый тип сходи- 
мости (впоследствии получивший название к вази-равномерной сходи- 
мости), который решает вопрос о точной характеристике сходимости 
ряда, обеспечивающей непрерывность его суммы. 

Про ряд (3), сходящийся в промежутке „4“ == [а, 6], говорят, что он 
сходится квази-равномерно в 49` к сумме Г(х), если для каждого 
числа = `> 0 и каждого номера №’ промежуток 4` может быть покрыт 
конечным числом открытых промежутков 


(а1, 6. ), (а, о), ..., (а, в;), ..., (а. 6, }, 


ци им в соответствие могут быть поставлены ЕЁ номероз 
ПТ, По, .оу п, .... Пр (> №’) 


так, что для всех значений х (из 4), содержащихся в (а, 8;) (= 
=1,2,..., А) неравенство 


Ил, = вы, 69| < 


выполняется одновременно. 

При упомянутой выше «ослабленной» равномерной сходимости всем 
значениям х из 4” ставился в соответствие один и тот же номер п, а 
здесь все х разбиваются на группы, которым в соответствие ставятся разные 
значения п, но всякий раз — в конечном числе. 

Пользуясь этим понятием, Арцела установил следующее предложение: 

Теорема 3. Пусть функции и„(х) определены и непрерывны в про- 
межутке 47 == [а, 68], и ряд (3) сходится в этом промежутке. Для того 
чтобы сумма ряда, Г(х), также была непрерывна в 4’, необходимо 
п достаточно, чтобы ряд сходился в 9’ Е Л(х) квази-равно- 
мерно. 

НЕОБХОДИМОСТЬ. Предположим сначала непрерывность функции Л (Хх), 
а значит и всех остатков Фи (х). Возьмем в 4’ любую точку х’. По задан- 
ным числам си М для нее найдется такой номер п’`> М, что 


их (”) |< в 
По непрерывности функции ф„, (х) подобное же неравенство 
| Фп/ (х) | < ы 


будет выполняться и в некоторой окрестности в’ = (х’— 5”, х’-- 5’) точки х”. 
Из всех этих открытых промежутков с’, построенных для всевозможных 
х’ из .4”, составится некая бесконечная система о, покрывающая про- 
межуток .9”. Тогда, по лемме Бореля [88], из нее выделяется и конечная 
подсистема промежутков 


ра == {<1, со, ..., ох}, | 


433] $ 2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА СУММЫ РЯДА 437 


также покрывающая .4”. Эти промежутки и будут теми, о которых идет речь 
в определении квази-равномерной сходимости. 

ДостлАточность. Допустим теперь, что ряд (3) сходится к своей 
сумме /Л(х) квази-равномерно. Задавшись числами = и №, построим про- 
межутки (а;, 6;) и выберем номера п; (1=1, 2,...,Е) с указанными в опре- 
делении свойствами. Возьмем по произволу в .4” точку ху; пусть она содер- 
жится в промежутке (“1 , 8). Как и при доказательстве теоремы 1 [431 (12)], 


можем написать 
о — |= Ми, 9 — Хы (ко | [ву 9 |+ [9 6%) |. (28) 
При этом, очевидно, 
|, (хо) | < 
если х тоже принадлежит этому промежутку (“:, р: ), то и 
|6», (х)| < =. 


Можно найти такое число 8`>0, что, при | х — Хо| < 6%, не только х со- 
держится в указанном промежутке, но и первое слагаемое в (12а) 
справа будет < в, а значит 


17 (х) — Л (хо) | < 3, 


и непрерывность /(х) в точке хо доказана *. | 

Из этой теоремы с легкостью выводится теорема Дини предыдущего 
. п°. Действительно, если ряд (3) состоит из положительных непрерывных 
функций и сходится к непрерывной же сумме, то, как мы видели, сходи- 
мость необходимо будет квази-равномерной. 

Пользуясь тем, что в данном случае остатки х„(х) с возрастанием п 
убывают, достаточно взять номер № ббльшим всех п; ((=1,2,..., ®), чтобы 
для п> М неравенство (6) выполнялось одновременно для всех х из .47: . 
сходимость оказывается равномернои. 


433. Почленный переход к пределу. Приведем еще одну теорему, 
которая является обобщением теоремы 1. В ней 4=|х} есть 
произвольное бесконечное множество, имеющее точку сгущения 
а (конечную или нет) [52]; эта точка сама может и не принадлежать 
множеству. 

Теорема 4. Пусть каждая из функций и» (х) (п =1, 2, 3, ...) 
определена в области 4 и имеет, при стремлении х к а, конечный 
предел: 

паи, (Ху еен. а (16) 
х»а 
Если ряд (3) в области 47 сходится равномерно, то 1) схо- 
дится ряд, составленный из этих пределов: 


У С, — С, (С) 


П=1 


* Как читатель заметил, предположение, что все номера л; могут быть 
выбраны сколь угодно большими, на деле нигде не используется. 
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ц 2) сумма ряда (3), /(х), также имеет при х + а предел, именно: 


Иш /(х) =С. (17) 


хза 


ДоклзаАтеЛЬСТВО. Согласно условию равномерной сходимости 
п° 429, для произвольно взятого з > 0 существует такой номер М, 
что при п>М№М и т=1, 2, 3,... неравенство (8) выполняется 
для всех х из 47. Переходя злесь к пределу при х-»а с учетом 
(16), найдем, что 
[Сич -Е Сич а а -Н Си [= ®, 


так что для ряда (С) выполняется условие сходимости [376]. 
Если С, Сьи 1, означают, как обычно, его. сумму, частичную 
сумму и остаток, то 


С—=С, НТ». 
Вычитая это равенство почленно из (11), легко получить: 


[9 (5) — (|= (%*) — С, |-Н| $» (<) |-Н [в |. (18) 


Ввиду равномерной сходимости ряда (3) и сходимости 
ряда (С), по любому => 0 можно фиксировать п столь боль- 
шим, чтобы для всех х из .47 было: 


|6» (х)| <, а также |1,|<.е. | (19) 
Так как, очевидно, 


п в 
- шир (= У (4) = У си == С, 
а =! Е =1 


х>а х 


то —если ограничиться случаем конечного & — найдется такое 6 > 0, 
что при | х —а| < 6 будет: 


Г (>) —С,|<.е. (20) 


Тогда, при указанных значениях х, в силу (18), (19) и (20), 
будет выполняться неравенство 


|1(х) —С 


< Зе, 


что и приводит к (17) *. 
Равенство (17) можно написать в форме [см. (16)]: 


м 


ни У, и, (х) = У, [ Ими» (х) }; 
1 


ха п=! 71=1 х=а 


* Читатель узнает в этом рассужденин то, которое уже было применено 
для доказательства теоремы 41. 
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таким образом, при наличии равномерной сходимости, предел суммы 
ряда равен сумме ряда, составленного из пределов его членов, 


или, иными словами, в ряде допустим предельный переход по- 
цчленно. 


434. Почленное интегрирование рядов. Перейдем теперь к рас- 


смотрению вопроса об интегрировании суммы сходящегося функцио- 
нального ряда. 


Теорема 5. Если функции и’(х) (п=1, 2, 3,...) непрерывны 
в промежутке .47=[а, 6], и составленный из них ряд (3) схо- 
дится в этом промежутке. равномерно, то интеграл от 
суммы У(х) ряда (3) А следующим образом: 


|) со 
[лсд ах = х Геба= 


|!) |) | 
= [и дах [и одах- Ни ах+... (0 


Доклзат„тельство. Ввиду непрерывности функций и„ (х) и Л(х) 
[431, теорема 1], существование всех этих интегралов очевидно. 
Проинтегрировав тождество 


Ле) = ш: (х) Е ш(х)- ... ©) (<) 


в промежутке [а, 6], получим: 


ь |7) [11 |! 
лед ах = и бдах- [ вах... + и, фах 


|1) 
+ [тьсдах 


Таким образом, сумма п членов ряда (21) разнится от интеграла 
6 


[лсд ах дополнительным членом Ге» дах. Для доказательства 


[а а 
разложения (21) нужно лишь установить, что 


ь 
т ] Фи (х) 4х =0. (22) 


> < 


В силу равномерной сходимости ряда (3), для любого в >> 0 най- 
дется номер № такой, что при п > М 


|9. (х)| <= 
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сразу для всех х в рассматриваемом промежутке. Тогда для тех же 
значений п о 


| Ь 
[еда < | 19, (9) 14 < 6—9 в 


что и доказывает предельное соотношение (22). 
Равенство (21) может быть написано в виде 


$ [ © ) со 6 
[ Хок = Гвьбоах | 
а П=1 п=+ ‘а 


так что в случае равномерно сходящегося ряда интеграл от суммы 
ряда равен сумме ряда, составленного из интегралов его членов, 
или, иными словами, допустимо почленное интегрирование 
ряда. 


Как и в случае теоремы 1, требование равномерной сходимости су- 
щественно для верности разложения (21), т. е. не может быть просто 
опущено, но все же не является необходимым. Ряды (15), рассмотрен- 
ные в 431, как раз и иллюстрируют это обстоятельство. Оба они в проме- 
жутке [0, 1 сходятся к функции / (х) =0 неравномерно. Но, интегри- 
руя первый почленно, мы в качестве суммы ряда интегралов получим 

1 | 1 


т [272х.е-" ах ит (1—е-”) = 1, хотя  Уедах=о 
О п» 0 


для второго же Па аналогично найдем 


1 
№ т (1 -- 7?) _ =] 
Любопытен пример ряда 
1 
ыы ‚ РИА И ИИ = | 
Е 1— хх и... -Р ([— 11+ (0=х<!) 
Здесь 
1 
= п2=1— РЗ — оу 


0 


так что ряд можно интегрировать почленно, хотя при х=1 он и вовсе 
расходится. 


Укажем теперь обобщение теоремы 5, связанное с отказом от 
требования непрерывности рассматриваемых функций. 

Теорема 6. Если функции и„(х) (п=1,2,3,...) интегри- 
руемы * в промежутке 97==[а, 8], и составленный из них ряд (3) 


* В смысле п? 25. 
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сходится равномерно, то сумма У(х) ряда также будет 
интегрируема, и имеет место разложение (21). 
ДоклзатеЕЛЬСТВО. Остановимся на интегрируемости функ- 
ции }(х). 
Ввиду равномерной сходимости ряда, по заданному наперед <, 
мы можем фиксировать п столь большим, чтобы во всех точках. 
промежутка [а, 6] было: 


М — 09 [< 5 или Л, — 5 < Л <@- о. (23) 


Возьмем какую-нибудь часть [о, В] промежутка [а, 6], и пусть т, 
М будут точные границы функции Г» (х) в [х, 3], ао = М — т — ее 
колебание; соответствующее колебание функции Л (х) обозначим через ®. 
Ввиду (23), в пределах промежутка [х, 3]: 


ту </ (< М5, так что Э=ю-:е. 


Разобьем теперь промежуток [а, 6] обычным образом на частич- 
ные промежутки [х;, х;.1] и станем значком { отмечать колебания, 
относящиеся к {-му промежутку. Тогда 9; = в; Ре, 


>; Ах; = < 2: Ах; =(6 — а). 


Так как второе слагаемое справа произвольно мало, а первое стре- 
мится к нулю вместе с Х = тах Ах;, то это же справедливо и отно- 
сительно выражения слева, откуда и следует интегрируемость функ- 
ции /(х) [297 (8)]. 

Что же касается равенства (21), то оно доказывается буквально 
так же, как и выше. 


Покажем на примере, что при нарушении равномерности ряд, состоящий 
из интегрируемых функций, может иметь неинтегрируемую сумму. Положим 
ив (Хх) (для п=1,2,3,...) равным 1, если х выражается несократи- 


6 т 
мой дробью --, и равным 0 —в прочих точках промежутка [0, 1]. Эти 


функции, имеющие лишь конечное число разрывов, интегрируемы в [0, 1], 
а суммой ряда будет заведомо неинтегрируемая функция Дирихле [300, 2)]. 

Вместе с тем, разумеется (мы это видели на примерах), равномерная 
сходимость не является необходимым условием для интегрируемости 
суммы ряда, составленного из интегрируемых функций. И для этого случая 
Арцела указал условие, одновременно необходимое и достаточ- 
ное (‹квази-равномерная сходимость вообще»), ср. п? 432. 


435. Почленное дифференцирование рядов. С помощью теоремы 5. 
предыдущего п” легко доказывается следующая 

Теорема 7. Пусть функции и„(х) (п=1, 2,3, ...) опре- 
делены в промежутке 497=[а, 6] и имеют в нгм непрерыв- 
ные производные и„(х). Если в этом промежутке не только 
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сходится ряд (3), но и равномерно сходится ряд, соста- 
вленный из производных: 


хин (х) = и, (9) и, (х) и (+ .... с @4) 


п 


то и сумма У(х) ряда (3) имеет в 47 производную, причем 
Г’ (<) = >“, (х). (25) 
и = 


ДокаАЗаАТЕЛЬСТВО. Обозначим через /*(х) сумму ряда (24); 
ввиду теоремы 1, это будет непрерывная функция от х. Восполь- 
зовавшись теперь теоремой 5, проинтегрируем ряд (24) почленно в про- 
межутке от а до произвольного значения х из .97; мы получим 


Глоч= УГ“ (Е) аЕ. 


Но, очевидно, Г и" ()4Ё=и„(х) — и, (а), так что 
| а 


Г фа = У [м (5) — и, (а) = 
а п=1 


2 и, (х) — и, (а) =/(х) — 1 (а). 


[Это преобразование оправдано наперед известной сходимо- 


стью рядов Жи, (х) и Уи, (а); см. 364, 4°]. Так как интеграл 
‘слева, ввиду непрерывности подинтегральной функции, имеет про- 
изводную, равную /*(х) [305, 12°], то ту же производную имеет 
и функция / (х), которая от интеграла отличается лишь на постоянную. 

Равенство (25) можно переписать (если воспользоваться, следуя 
Коши, обозначением О для производной) в виде 


р У в |= > Ри, (х). 


п=1 


Таким образом, при указанных условиях, производная от суммы 
‘ряда оказывается равна сумме ряда, составленного из производ- 
ных его членов, или, иными словами, допустимо почленное 
Эифференцирование ряодч. 
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Рассмотрим ряды 
Сс: 
У [2-е] 
п=1 
и 


— ] 
- О [5. Е паи 129) 


Первый из них сводится к 0 при х=0Оик1Т в остальных точках, а сумма 
второго везде равна 0. Если продифференцировать их почленно, то получатся 
уже знакомые нам ряды (15) [431], сходящиеся во всем промежутке [0, 1] 
к 0, но оба неравномерно. В первом случае ряд из производных схо- 
дится и при х==0, где сумма первоначального ряда производной иметь не 
может, ибо разрывна в этой точке. Во втором случае, наоборот, почлевное 
дифференцирование повсюду приводит к верному результату. Этими приме- 
рами иллюстрируется роль требования, чтобы ряд производных сходился 
равномерно: оно существенно, но не необходимо. 


Теорема 7 может быть освобождена от некоторых лишних пред- 
положений ценою небольшого усложнения доказательства. 

Теорема 8. Пусть функции из (х) (п =1, 2,3,...) определены 
в промежутке 9’ =[а, 6] и имеют в нем конечные производные 
ц' (х). Если ряд (3) сходится хоть в одной точке, например 


при х=а, а ряд (24), составленный из производных, равно- 
мерно сходится во всем промежутке .4’, то тогда 1) ряд (3) 
сходится равномерно во всем промежутке и 2) его фумма 
1(х) имеет в .4’ производную, выражаемую равенством (25). 
Доклза„теЛЬСТВО. Возьмем в промежутке [а, 6] две различные 

точки Ху их и составим ряд 

[9 

— ип (Хх) — ив (Хо) 


Хх — ло 


(26) 


П=1 


Мы докажем, что при любом фиксированном ху этот ряд сходится 
для всех х == Ху и притом равномерно относительно х. 

С этой целью, задавшись произвольным числом => 0, ввиду 
равномерной сходимости ряда (24), найдем такой номер №, что 
при п > М ит=1, 2,3, ... неравенство 


п+т 


Хх ис.) 
Е=п-+1 


<: (27) 


выполняется для всех значений х одновременно. Фиксируя на момент 
пи т, рассмотрим функцию 
пт 
Их= о № ик; 
К=п-+1 
ее производная 


п-т 


И’ (х)= У и (х), 


А=л-+1 
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в силу (27), по абсолютной величине всегда «ев. Но, очевидно, 


п-т 
ен 
х— № Х — № | 

К=п-1 


тде с содержится между ху их [по теореме Лагранжа, 112]. 
Поэтому, окончательно, для всех х 52 ху 


п-т 
ЕЕ 
Хх — № ' 

К=и-Н1 


так как это неравенство имеет место, лишь только п > М, каково 
бы ни было т=1, 2,3, ..., то равномерная сходимость ряда 
{26) этим доказана. Отсюда уже вытекают все нужные нам заклю- 
чения. 

Прежде всего, взяв Хо, = а, из равномерной сходимости ряда 


со ©.) 
уе, ас ним и У, и, (*) — и, (@)] 
п=1 п=1 
ьз 
[см. следствие п” 429], и из сходимости ряда У, и, (а) заключаем 
г. п=1 
о равномерной же сходимости ряда У! и, (х). 
п-=1 


Если через /(х) обозначить его сумму, то суммой ряда (26), 
где ху есть снова любое значение х в промежутке [а, 6], — очевидно, 
Л(х) — Л (а) 

х—а 
переходить к пределу почленно (по теореме 4), то, устремляя х 
к ху, получим: 


А У! Но 999) а (9) | 


х> м № > 0 ) 


будет . Так как в равномерно сходящемся ряде можно 


П=1 


{®.®) 
/ 
— У, и, (Хо), ч. и тр. д. 


П=1 


ЗАМЕЧАНИЕ. Все эти теоремы о почленном предельном пере- 
ходе, почленном интегрировании и дифференцировании устанавливают 
аналогию между функциональными рядами и суммами конечного 
числа функций. Аналогия эта, однако, ограничена известными усло- 
виями, в характеристике которых равномерная сходимость 
занимает исключительное место. | 

436. Точка зрения последовательности. Представляет интерес 
перефразировать полученные результаты с точки зрения последо- 
вательности функций. Это позволит отчетливо поставить в связь 
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рассматриваемые вопросы с общим вопросом о перестановке 
двух предельных процессов, который играет столь важную 
роль во всем анализе. С другой стороны, наметится и путь к обоб- 
щению этих результатов. 

Итак, мы снова сопоставляем последовательность функций (1) 
и функциональный ряд (3), считая, что они связаны соотношениями: 


п 
Л) = № шк) И ЛИ 
или равносильными им: 


и: (х) = Л! (Хх), ив (Х) = № (Хх) — и-1 (Х) (п=2, 3, о 


Предельная функция для последовательности есть то же, что и сумма 
соответствующего ряда. Равномерная сходимость может иметь место 
лишь одновременно и для последовательности, и для ряда. 

1. Рассмотрим сначала вопрос о пределе упомянутой предель- 
ной функции. Пусть множество .97== {х}, в котором определены все 
рассматриваемые функции, имеет точкой сгушения а. Тогда теорема 
4 п° 433 перефразируется так: 

Теорема 4 *. Если функции /„(х) имеют пределы 


т ЛЬ) = (е из 42) (28) 
и 
пб ПЗ (29) 


х>а 


причем в первом случае стремление к пределу происходит рав- 


номерно относительно х(в 497), то существуют оба конечных 
предела 


иш/(х) и ИтсС,, 
ха по 
которые равны между собой. 
Равенство 
Ит Л (х) = Ит С», 


х>а по 
если принять во внимание (28) и (29), может быть переписано так: 


Ни Им /„(х) = Ни Нм Х, (х). 

х>ап>>® пою ха 
Таким образом, рассматриваемая теорема устанавливает для функ- 
ции /„(х) от двух переменных, хи П, условия существования 
и равенства двух повторных пределов и непосредственно примыкает 
к исследованиям п” 168. 

Предоставляем читателю перефразировать для последовательностей 

и две теоремы п’ 431. 
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П. Теперь пусть область .4’ представляет собой промежуток [а, 6], 
и рассмотрим вопрос об интеграле предельной функции. Вот 
аналог теоремы 6 [434]: 

Теорема 6*. Если последовательность |.(х)} состоит из 
функций, интегрируемых в промежутке [а, В], и сходится 
к своей предельной функции /(х) равномерно относительно 
х в [а, 6], то функция Г(х) будет интегрируема в |а, 6], причем 


ь 


ь 
[ Г(х) ах = Шп | /, (х) ах. 


п> о 
а 


Последнее равенство перепишем в виде: 
ь 


|) 
бл. ] Х, (® ах = : [Пип 7» 9) | 4х, (30) 


п><>® 


так что предел, относящийся к интегралу, оказывается возможным 
отнести непосредственно к подинтегральной функции. В этом случае 
говорят, что допустйм предельный переход под знаком ин- 
теграла. 

В равенстве (30) переставляются знаки предела и интег- 
рала. Так как определенный интеграл также получается в резуль- 
тате некоего предельного процесса, то рассматриваемый здесь вопрос 
оказывается родственным тому, который изучался в 168. 

11. Наконец, перейдем к вопросу о производной предель- 
ной функции. Перефразируем теорему 8 [435]: 

Теорема 8*. Пусть все функции },(х) дифференцируемы 
в промежутке [а, 6], и последовательность производных {7 (х)} 
сходится во всем промежутке, равномерно относительно х. 
Если известно, что последовательность функций |1.(х)} схо- 
дится хоть в одной точке промежутка [а, 6], то можно 
утверждать, что 1) эта последовательность сходится во всем 
промежутке, и даже равномерно, 2) предельная функция. 
1х) дифференцируема, причем 


у Е / 
Л (х) = Ни» (%). 
®-»> со 
Если переписать это равенство более выразительно: 


О] Ит №0) |= ит {ОХ (%)}, 
п> о п> со 

то сразу станет ясно, что речь идет о перестановке знаков предела 

и производной. Так как производная также есть предел, то 

и этот вопрос связан с перестановкой двух предельных переходов. 

В заключение заметим следующее. Если стоять на точке зрения 

бесконечного ряда, то натуральный параметр и, естественно, не мо- 


ыы 
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жет быть заменен более общим. Иначе обстоит дело, если речь 
идет о последовательности функций. Здесь функция /„(х) может 
быть заменена функцией /(х, у) от двух переменных, где у изме- 
няется в произвольной области 9/ = {у}, имеющей точкой сгущения 
число у, (конечное или нет). Предельный переход при ПВ -+ со заме- 
няется предельным переходом при у-+ У. Формулировка и доказа- 
тельство теорем, относящихся к этому общему случаю, не пред- 
ставляют трудности. К некоторым из этих обобщений мы вернемся 
ниже, в главе ХУ. 

437. Непрерывность суммы степенного ряда. Важнейшим 
примером применения всей изложенной теории является изучение 
свойств степенных рядов. Мы ограничимся степенными рядами 
вида 


У ах” —= вах х - ... ах” - ..., (31) 


п=0 


ибо, как мы видели в 403, ряды более общего вида 


Хи — "= (и — ды — м я 
На, (х — хх... | (31*) 


непосредственно приводятся к виду (31) простой заменой переменной. 

Пусть ряд (31) имеет радиус сходимости ЮО [379]. 
Прежде всего, можно утверждать: 

1°. Какое бы положительное число г ВЮ, ни взять, ряд (31) 
будет сходиться равномерно относительно х в замкнутом 
промежутке [— г, !]. 

Действительно, так как г < К, то при х=г ряд (31) схоцится 
абсолютно, т. е. сходится положительный ряд: 


®®) 


У [4» |. тт | | Наина. .. На, |. т |-... (32) 


п—0 


При [х] = члены ряда (31) по абсолютной величине не превосхо- 
дят соответствующих членов этого ряда, который, таким образом, 
играет роль мажорантного ряда, и по признаку Вейер- 
штрасса ряд (31) для указанных значений х сходится равномерно. 

Хотя число г и может быть взято сколь угодно близким к А, 
но из доказанного все же не вытекает равномерная сходимость 
в промежутке (— А, Ю). На примере прогрессии [428, 6)] читатель 
видит, что как раз концы промежутка сходимости могут оказаться 
точками неравномерности. 

Теперь, как следствие теоремы 1, получаем: 

2°. Сумма /(х) степенного ряда (31) для всех значений х 
между —Ки К представляет собой непрерывную функцию от х. 
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_ Какое бы значение х == ху внутри промежутка сходимости ни взять, 
можно выбрать число г < ВЮ так, чтобы было | х | < г. Применив 
теорему 1 в промежутке [—, г], ввиду 1°, установим непрерыв- 
ность функции / (х) в этом промежутке, следовательно, в частности, 
и при Хх —=Х.. 

[Обращаем внимание читателя на то, что мы избежали приме- 
нения теоремы 1 в промежутке (—А, Ю), где равномерная сходи- 
мость не может быть гарантирована]. 

Непрерывность суммы степенного ряда может быть использована 
для доказательства теоремы о тождестве степенных 
рядов (напоминающей подобную же теорему для многочленов): 

3°. Если два степенных ряда 


СО 
У а" = шах Нах --... Ках"-Е... 


п=0 


Убит = Ех бе -Н... хз... 
п=0 


в окрестности точки х=0* имеют одну и ту же сумму, то 
эти ряды тождественны, т. е. соответственные коэффи- 
циенты их попарно равны: 


ау = бу, Я==0 а› —=6., зо , а. =. ооо 
Полагая х ==0 в тождестве 


ах --... = ых-..., 


сразу убеждаемся в равенстве а, =6,. Отбрасывая эти члены в обеих 
частях написанного‘ тождества и деля их на х (в этом случае 
мы вынуждены считать х -2 0), получим новое тождество 


а-ах--... =В-Нх-... , 


которое также имеет место в окрестности точки х = 0, но исклю- 
чая саму эту точку. Не имея права положить здесь х=0, 
мы, однако, можем устремить хк 0; в пределе, пользуясь непре- 
рывностью, мы все же получим, что а, =6,. Отбрасывая эти члены 
и снова деля на х == 0, при х-—»0 найдем, что а = 65, ит. д. 

Эта простая теорема, устанавливающая единственность раз- 
ложения функции в степенной ряд, имеет частые применения. С ее 
помощью, например, сразу устанавливается, что разложение четной 
(нечетной) функции в степенной ряд вида (31) может содер- 
жать лишь четные же (нечетные) степени х. 


* Здесь имеется в виду не только двусторонняя окрестность 
(—5, 5) точки х=0, но и односторонняя окрестность вида [0, 5) 
или (—8, 0]. 
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Рассмотрим теперь более тонкий вопрос о поведении ряда 
вблизи одного из концов х=—А его промежутка сходимости 
(считая впредь этот промежуток конечным). Мы можем ограничиться 
правым концом х=—=А; все сказанное о нем, с помощью простой 
замены х на — х, переносится и на случай левого конца х = — РА. 

Прежде всего ясно, что 

4°. Если степенной ряд (31) на конце х=В его промежутка 
сходимости расходится, то сходимость ряда в промежутке 
[0, Ю) не может быть равномерной. | 

Действительно, при наличии равномерной сходимости, можно 
было бы, по теореме 3, перейти в нашем ряде к пределу при х > А— 0 
почленно, и тем установить сходимость ряда из пределов: 


Фра," = ра. ... а," ..., 


вопреки предположению. 

Имеет место и следующая, в некоем смысле — обратная, теорема: 

5°. Если степенной ряд (31) сходится и при х = (хотя бы 
и неабсолютно), то сходимость ряда будет необходимо равно- 
мерной во всем промежутке [0, К]. 

Действительно, если представить ряд (31) в виде 


со со 
| х \”" 
У авх" = У а,Ю”. (>) (О=х= А), 
п=0 п=0 | 
то требуемое заключение непосредственно вытекает из признака 
со Ай 
Абеля, так как ряд У а,К” сходится, а множители (=) обра- 
п=0 К 


зуют монотонную и равномерно ограниченную последовательность 


1===(5)=...=(2)’=(2)”=... 

Доказанное предложение позволяет применить теорему 1 ко 
всему промежутку [0, А]. Таким образом, в виде дополнения к тео- 
реме 2” о непрерывности суммы степенного ряда з открытом проме- 
жутке (—^Ю, Ю), мы получаем такую теорему (принадлежащую 
Абелю) *: 

6°. Георема Абеля. Если степенной ряд (31) сходится при 
х =А, то его сумма сохраняет непрерывность и при этом зна- 
чении х (разумеется слева), т. е. 


(©. э) со 
нп Жал" = Ха, Д". 
@-> В-—0 0 0 
* Другое доказательство этой тедремы (в предположении А =1) мы 
дали в 1п°418 — в связи с вопросом о регулярности метода- Пуассона — 
Абеля суммирования расходящихся рядов. 


29 Г. М. Фихтенгольц, т. Н 
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Теорема Абеля имеет важные приложения. 
Если для функции /(х) получено разложение в степенной ряд 
лишь в открытом промежутке (— Ю, Ю): 


Ло = Хах" (-В<х<®). 


но функция сохраняет непрерывность, а ряд продолжает сходиться, — 
и на каком-либо из концов этого промежутка, например, при х == К, 
то разложение остается верным и для этого конца. 
В этом легко убедиться, переходя в написанном равенстве к пределу. 
при Хх Ю— 0. 


Таким образом, например, получив разложение 
2 З п 
шах = 5+..." + оо 


лишь для — |“ лх< 1, но, зная, что ряд 


ест... 


сходится, заключаем, что сумма его есть п 2. Точно так же оправдывается 
и утверждение п” 407 о том, что тещи ряд 


а 


1 тх- 4... 
„« тт—1)(т—2). ((т—п- 
ии. ия, -... 


и при х = 1 имеет своей суммой (1-- х)”, если только ряд оказывается 
сходящимся. 


438. Интегрирование и дифференцирование степенных рядов. 
Применим теперь к степенным рядам теоремы пп” 434 и 435. 

Сопоставляя доказанные уже свойства 1°и 5° с теоремой 5 п° 434, 
получим: 

7°. Степенной ряд (31) в промежутке [0, х], где |х|< К, 
всегда можно интегрировать почленно, так что 


Глсдах = вх М а... т... = (33) 
0 


Значение х здесь может совпадать и с одним из концов про- 
межутка сходимости, если на этом конце ряд (31) сходится. 
Переходим к вопросу о дифференцировании степенного ряда. 

8°. Степенной ряд (31) внутри его промежутка сходимости 
можно дифференцировать почленно, так что 


Л’ (х) = х павх"-1 = 


й = 


— а, -- 2а›х -- Зазх? —— ... пах"... (34) 


438] $ 2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА СУММЫ РЯДА 451 


Утверждение сохраняет силу и для конца промежутка схо- 
димости, если только написанный ряд на этом конце сходится. 

Возьмем любое х внутри промежутка сходимости исходного 
ряда, так что |х| < А, и вставим число Г’ между |х| и Л: 
|х| <г’ < К. Ввиду сходимости ряда 


со 
ь азг”" = в -Р аи’ Ре ... наи” ..., 
п=1 
его общий член ограничен: 


14а,” = (=с01$6 п=1, 9,3, ...). 


Тогда для абсолютной величины 1-го члена ряда (34) получается 
оценка 


п—1 п! 
в 1 
па |. |х[ на, |” - |2; о. 2 й 
Ряд 
— п—1 ( | 
Е \\ И 2 х и" 
= Уп 2 ==\1-+2| 7+...” > +... 
п=1 


сходится; в этом легко убедиться с помощью признака Далам- 


бера [368], если учесть, что | < 1. В таком случае абсолютно 


сходится ряд (34). Отсюда ясно, что радиус сходимости ЕЮ’ этого 
ряда не меньше К. 

Если теперь взять любое г_ КЮ, то одновременно и г< К’; 
в силу 1” ряд (34) равномерно сходится в промежутке [— г, !], 
так что — по теореме 7 п” 435 —в этом промежутке допустимо по- 
членное дифференцирование ряда (31. Так как < А произвольно, 
то основное утверждение тгоремы` доказано. 

В случае сходимости ряда (34), скажем, при х =А, эта сходи- 
мость равномерна [5°] в промежутке [0, А], и теорема 7 при- 
ложима ко всему этому промежутку — почленное дифференцирование 
оказывается допустимым и при х=Ю. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Мы убедились в том, что Ю’>А. С другой сто- 
роны, члены: исходного ряда (31) не превосходят по абсолютной 
величине соответственных членов ряда 


пах" —= ах -- 2х? -- ... пах -ф. 


имеющего тот же радиус сходимости К”, что и ряд (34). Следова- 
тельно, Ю А’. Таким образом, окончательно, А’ ==А: радиусы 
сходимости степенного ряда (31) и ряда (34), полученного из 
него почленным дифференцированием, совпадают. Это, впрочем, 


29* 
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легко устанавливается и с помощью теоремы Коши — Адамара 


й — 
[380], если вспомнить, что Уп ->1 при п -— со [32, 10)]. 
Так как ряд (31) получается почленным дифференцированием из 
ряда (33), то и эти ряды имеют один и тот же радиус сходимости. 
Последняя теорема 8° открывает возможность последовательно 
многократного дифференцирования степенного ряда. Таким 
образом, по-прежнему обозначая через /(х) функцию, представляемую 
степенным рядом (31) в его промежутке сходимости, будем иметь 
повсюду внутри этого промежутка: 


Ло) = ах Нах? аа... Калх"-... 
Г’ (<) =1: а 2: ах Зах... пах" -... 
1" (9) =1.2.-%--2.3.5-... Е т— 1. пал... 
"(= 1.2.3З:а- ... + (п—2)(п— Плат... 


1% (х) =1.2.3.... «(п -па- ... 


Ф © . о © ее о Фо № © ©Ф,0 оф © о ооо @п оф ® ® о о 


Если положить во всех этих равенствах х =0, то придем к хо- 
рошо нам знакомым выражениям коэффициентов степенного ряда: 


: и (0 иг 0 

а—=/(0), в, оО, РД, ... 

1 (0) 
п! 


анте аа 
[ср. 403 (7)]. Если бы речь шла о ряде общего вида (31 *), то лишь 
пришлось бы здесь вместо значения х = 0 подставить х = ху. Итак: 

9°. Функция, представляемая степенным рядом в его проме- 
жутке сходимости, имеет внутри этого промежутка произ- 
водные всех порядков. Самый ряд, по отношению к этой функ- 
ции, является не чем иным, как ее рядом Тейлора. 

Это замечательное предложение проливает свет на вопросы раз- 
ложения функций в степенные ряды, которыми мы занимались в пре- 
дыдущей главе. Мы видим, что, если функция вообще разлагается 
в степенной ряд, то необходимо — в ряд Тейлора; поэтому-то мы 
и ограничивались исследованием возможности для функции быть 
представленной именно своим рядом Тейлора. Заметим, что функ- 
ция, которая разлагается в ряд Тейлора по степеням х —хь, 
называется аналитической в точке ху. 
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Изложенная теория распространяется и на кратные степенные 
ряды. Остановимся для определенности, на ряде с двумя переменными: 


© ®) 
У ах —ж (— 0%. 
$, к=0 
Внутри области сходимости [396] такой ряд также можно по- 
членно дифференцировать по любой из переменных и любое число 
раз. Отсюда, как и только что, легко получаются выражения для 
коэффициентов 


ЭГ (хо, ОР (хо, 
аи= (хо, 5), а . Ус) 2 вы о Ус) 
а 1 027 (хо, Уо) 
20 д.х? ре" 
и, вообше, 


т 9 9). 
т дждук ° 


Таким образом, разложение функции /(х, у) (если только оно 
возможно) необходимо имеет вид 


ый 1] д'т* | . 
Фо, ры У пи ол — Уф 


$, К=0 


И этот ряд называется рядом Тейлора; он естественно примыкает 
к формуле Тейлора, о которой была речь в 195. При нали- 
ции такого разложения функция }(х, у) называется аналити- 
ческой в точке (ху, У). 


$ 3. Приложения 


439. Примеры на непрерывность суммы ряда и на почленный пере- 
ход к пределу. 1) Исследовать на непрерывность сумму ряда 


{ (©) 


1 х 
= ера 


п =1 


з предположении, что р. 20 и один из этих показателей >] (чем обес- 
печивается сходимость ряда для всех значений х). Очевидно, достаточно 
ограничиться неотрицательными х. 

Если р`>1, то для х=л (хо >0— любое число) ряд мажорируется 
сходящимся рядом | | 


{®®) 
»- 
№: та: 

пр 
п=1 


следовательно, по признаку Вейерштрасса сходится равномерно, и его 
сумма в промежутке [0, хо] непрерывна. Ввиду произвольности хо это отно- 
сится ко всему промежутку [0, -- сэ). 
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Если же р=1, но > 1, то, переписав ряд, для х_›>0, в виде 


со — 

х 
№ 1\ р’ 
п=1 т --(-:) п 


заключаем, по предыдущему, о непрерывности его суммы для всех х > 0. 
Таким образом, нужно лишь решить вопрос о точке х == 0. 
Методами дифференциального исчисления можно установить, что п-й 
р-4 
член ряда достигает своего наибольшего значения при Х =п 2 и это зна- 
чение равно 


чем обеспечивается непрерывность функции /(х) для всех х, включая 
точку х = 0. | 

Остается открытым вопрос о непрерывности Л(х) при х ==0 в случае, 
если р<1, 9>1, но р--4а=2. Мы увидим ниже [491, 13)], что при этих 
‚условиях функция /(х) в точке х = 0 имеет разрыв. 
2) Рассмотрим ряд Дирихле [385, 3)] 


где {а„} — некоторая последовательность вещественных чисел. Предположим, 
что он не будет «всюду расходящимся», так что для него существует погра- 
ничная абсцисса сходимости < -{- сю. Какое бы число ху >^ ни взять, ряд 


©) 


у — 
п2о 


п=1 


ьа 


сходится. Отсюда можно заключить, что рассматриваемый ряд сходится 
равномерно для всех х— ху [аналог теоремы 1°, 437]. Это утверждение 
следует из признака Абеля, если переписать наш ряд в виде 


со 
У. ап 1 
цз. ——> 
по пя —2 


| 1 
и заметить, что множители ——— убывают с возрастанием п, будучи все 
п [6 


вместе ограничены единицей. А тогда, по теореме 1, сумма ряда будет не- 


прерывна для х’> хо, а следовательно (ввиду произвольности Хо), — для 
всех х>^ [аналог теоремы 29]. 
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Если Х конечно, и ряд 
х Чт. 
ВО 


сходится, то таким же образом и в равномерной сходимости рас- 


о ряда для х—^ [ср. 5°] и в непрерывности его суммы при 
справа (ср. 67°]. 
3) В п® 390, 6), определив функцию Е(х) равенством 


во У 


т ' 
п=1 | 
мы убедились в том, что она удовлетворяет такому соотношению: 
| Е(х-+{ у) =Е(х).Е(уУ). (1) 


Теперь, согласно теореме 2®, 437, функция Е(х) оказывается непрерыв- 
ной во всем промежутке от —сю до -- со. В силу же доказанного в 75, 15, 
непрерывное решение уравнения (1) необходимо имеет вид: Е (х) = а*. На- 
конец, основание а, очевидно, определится равенством 


а = Е()=1+ Ут =е 
п=1 
Итак, окончательно, В (х) = е® [ср. 404 (11) ]. 
4) Дадим новую трактовку биномиального ряда [407 (22) ] 


сы Е 
—1).... — 


который абсолютно сходится при любом т, если | х|< 1. Поставим задачей 
определить его сумму. Обозначим эту сумму как функцию от т (при фик- 
сированном х, | х |< 1) через $ (т). 

Из элементов алгебры известно, что при любом нат уральном мт (ряд 
тогда обрывается на (т -|- 1)-м члене) $ (т) = (1 х)"; покажем же, что это 
верно для всех т. 

Взяв любое А, рассмотрим подобный же ряд 

Е (Е Е(Е— 1) (Е —2 
О ее хз... 


Е(— 1). ... + (Е— 1 
реа и, 


. п 
с суммой ф (А) и перемножим оба ряда по правилу Коши. Нетрудно напи- 
сать несколько первых членов этого произведения: 


(т. тих + | 


ре 1) Е (Е — 1) 
2 


т | 
ео ве и а 


|+ Е — 


Коэффициентом при т будет, очевидно, некий целый многочлен п-и сте- 


пени относительно ти КЁ. Каков вид его? Если ти Е — любые натураль- 
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ные числа, большие п, то из элементарных соображений явствует, что на- 
званный коэффициент будет 


(тк) (т--Е— 1)... (П-Е—п-Н 1). 


Следовательно (как это вытекает из алгебраической теоремы о тождестве 
целых многочленов с двумя переменными), этот же вид он будет иметь при 
любых ти/. Итак, искомая функция $ (т) удовлетворяет функциональ- 


ному соотношению 
ф (т) + ф(Е) =з(т- 2). 


Установим теперь непрерывность функции ф (т). Это следует из 
равномерной сходимости биномиального ряда для всех значений т, не пре- 
восходящих по абсолютной величине произвольно взятого числа то >> 0: для 
этих значений он мажорируется сходящимся рядом 


то 1-Е а моб Ав... 


В таком случае, как мы знаем [75, 1°], необходимо 
$ (т) = ат. 
Так как а=(1) =1--х, то окончательно 
$ (т) = (1-- х)т. 


5) Известный уже читателю логарифмический ряд [405 (17)] можно по- 
лучить из биномиального ряда [407 (22)], с помощью соотношения [77, 5 (6б)] 


к 
ша = Пита (Уа—1 (= 2,3,...) 
к > © : 
Положим а= 1-х (где | х| <) иподставим вместо (1 + х)* его раз- 


ложение 
ре. 
-;. 1 Р\ К 
(1-х) РР. 


Тогда т(1-- х) представится, как предел при А -» со выражения 


^ 


Е [С 1 АВ 


(1-4) (1-55)... (1-ра)+ (2) 


Члены этого ряда (при постоянном х) содержат, в качестве пере- 
менной, натуральный параметр №. Во всей области его’ изменения ряд `(2) 
сходится равномерно относительно А; это (по признаку Вейер- 
штрасса) следует из того, что он мажорируется рядом 


|х | 


Е... + МЕ ... (х= с018% |х|< 1), 
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уже не содержащим #Ё. В таком случае, по теореме 4, *.в ряде (2) можно 
_ перейти к пределу при А —>со почленно, что и приводит к логарифмиче- 
скому ряду. 

6) Интересный пример того же рода дает вывод показательного ряда 
[404 (11)] из соотношения 


х \Ё 
27 = Пт (1+) а 


> о 


Имеем, разлагая степень бинома по формуле Ньютона, 


(1+) = 1. о.) +... 


Е(Е— 1)... (Е —п-Т) [(х\” 
м 


— 
—- 


о рае бы а (3) 


На деле здесь, при каждом А, членов всего лишь конечное число 
(=А-- 1), но мы можем считать, что пред нами «бесконечный ряд», если 
остальные члены положить равными 0. Этот «ряд» сходится равномерно 
для всех К, ибо, очевидно, сходящийся ряд 


1+ 


служит для него мажорантным. В таком случае по теореме 4 в «ряде» (3) 
можно перейти к пределу при Е —> со почленно. Так как (п-- 1)-й член 
этого ряда, равный 0, покуда А «п, при всех Ап имеет уже вид 


хп ] п 1 
(1—5). ео (1-7) 


хпв 
то его предел при А оо есть Е 


ложению показательной функции ех. 
7) Исходя из формулы Моавра, мы уже вывели в 408 формулу 
| т (т— 1) (т—2 | 
$ 12 = т с0$3т-12. Зиг ии 9 051-35 2.5132--... 
Покажем, как отсюда может быть получено разложение функции зп х в сте- 
пенной ряд. 


а ы 


Е а (х = соп$() 


. Таким путем мы приходим вновь к раз- 


х х 
Положим 2 == — и вынесем сот = за скобки; наша формула перепн- 
шется в виде: 
т 1 } 
| х х 1 2 т 
ох = с0$® — | т 19-— — [1 — — ее ПВ НИЕ 26 
т т т 


Считая х неизменным, перейдем в ней справа к пределу при т - с®. 


* Напомним, что область изменения .27 переменной х, о которой шла 
речь в теореме 4, могла быть какой угодно; в частности, она могла свестись 
и к натуральному ряду (с тем, что а = ©). 
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Так как созт >| [например, см. 79, 4) при Х = 0], а тих, то 


в пределе, действительно, получается требуемое разложение [404 (12)] 


3 
тих — ооо 


Остается обосновать почленный предельный переход в скобках, где число 
членов при каждом т конечно, но неограниченно возрастает вместе с т 


[ср. 6)]. 


| В | 
Пусть взятое х содержится между — 5 Тот и -- 5 тот; будем считать 


х ы 
т`> то. Легко показать, что тогда выражение т18 — по абсолютной вели- 


чине убывает с возрастанием т и, следовательно, ограничено: 


|х| 


х 
тв не - (т_> то). 


В таком случае разложение в скобках мажорируется сходящимся рядом 
[3 
Е -- ЕТ - ое 


Рассуждение завершается как и в предыдущем примере. 

Аналогично может быть получено и разложение со$ х в степенной ряд. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Примеры 5), 6) и 7) воспроизводят в уточненном изло- 
жении вывод разложений элементарных функций, данный Эйлером вего 
«Введении в анализ бесконечно малых» (1748). 

8) Доказать, о 


(— о —1 хп 1 | . . 
р 2 
о ры Е 2 
%=1 
1 
. - И 7—1 В я 
(пт 5, 1 тем 2 


ВВ т " 
(а) Пусть 0«х< 1; так как ряд ыы сходится, а множители 


1 
хп 


Т 
о п, то приложим признак Абеля, так что ряд сходится равно- 
мерно для всех х в (0, 1). Переходя в нем к пределу при х->1—0 
почленно (теорема 4), получим требуемый результат. 

(6) Пусть и здесь О«х< 1; имеем: 


И С х) хз ли хъ 
У Ш. -У. т ура. ри. 


[9 о) 


На этот раз ряд У (— 1)7-1 не сходится, но его частичные суммы огра- 
1 


‚ ограниченные сверху единицей, монотонно убывают с возраста- 


хв 
ничены. Зато множители — ^^ ——.—= не только монотонно убы- 


Тх-... + 4281 
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вают с возрастанием п, но и равномерно для хв (0,1) стремятся к 0, 
ибо хп. ы хп = хп ] 
Тх--... + хт- Тех... + х?- Пл п’ 


В таком случае приложим признак Дирихле, ряд сходится равно- 
мерно, допустим почленный предельный переход при х-—>1— 0, 
ит. д. 

9) Говоря о степенном ряде, мы всегда подразумевали, что члены его 
расположены в порядке возрастания показателей. Если внутри проме- 
жутка сходимости это не имеет значения, поскольку ряд сходится абсолютно, 
то, например, теорема Абеля становится неверной без этой оговорки. 

Проверить это на ряде 


хз х4 хз х8 х8 
Е Е 


полученном перестановкой членов из логарифмического ряда [ср. 388, при- 
мер 1)]. | 

10) Применим теорему Абеля [67] к доказательству его же теоремы 
об умножении рядов [392]. Рассмотрим два сходящихся ряда 


© ®) 
А =— У, в (А) 
п=1 
и оо 
В= Ув (В) 
п=1 
и предположим, что их произведение (Коши) 
©.) 
® С = У, Ст, (С) 
п=1 
где с» = а16, -- 426, -1 +... Раб, также сходится. Нужно доказать, что 
тогда 
А.В =С 


_ Из сходимости ряда (А) прежде всего заключаем, по лемме п° 379, 
что ряд 5 
А (х) = У, аих (А*) 
п=1 
абФолютно сходится для |х|< 1, так что радиус сходимости А этого 


ряда наверное > 1. Таким образом, во всяком случае имеет место соот- 
ношение 


Нт А(х=А= У а», 


д» 1-0 ет 


именно, при А =1 — по теореме 6? Абеля, а при 1 — по теореме 2° 
[437]. Если рассмотреть, аналогично, ряды (при | х| < 1): 


В (х) = У, рип, (В*) 
п=1 

С (х) = У сит, (С*) 
п! 


то для них будет справедливо все, сказаниое о ряле (А*). 
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Применяя теперь к абсолютно сходящимся рядам (А*) и (В*) тео- 
рему Коши [389], будем иметь 
А (х).В (х) = С (>). 


Остается лишь перейти к пределу здесь при х-—>1— 0, чтобы получить 
требуемый результат: 


А.В = С. 
440. Примеры на почленное интегрирование рядов. 1) Суммирова- 
ние ряда а Е. можно осуществить так: 
‘ЗА -+Т 
п=0 
[е.®) 1)” со ( 1" 2 со 
т ри им./ 

= Пт = хЗПт1 =  Ит — 1)? хз" 4х = 
У Зп--1 аъ! Зп -- 1 х-> 1—0. 1 
п=0 п=0 0 п=0 

НЯ 


ах 1 (2+1 | 
= ит ] = Ит 5 агс! 
то) ГЕЯ оно (6 РТУ Рут 


п 1 х 
уз} =3и2+ уз. 


Мы использовали сначала теорему Абеля, а затем — почленное 
интегрирование степенного ряда [437, 6°; 438, 7°] 
2) Почленным интегрированием рядов 


ЕЕ... О"-ыт-4..., | 


1 
] | р 1 х х оо | ( 1) 1х2 1 --... 


в промежутке [0, х] (где | х|< 1) сразу получаются разложения 


© 
ах =. хз хз п-1 п 
] Ех == п (1х) х С .. -- (—1) ое $ 
° &* 
© 
ах а РЕ ры х5 п-—1 и а 
Де а= агс (о х = х — Р5—.. . -- (—1) т... 
0 


’ которые в 405 [см. (17)] и 404 [см. (15)] были получены более сложным пу- 
тем. Справедливость первого разложения при х = 1 и второго при х = - 1 
устанавливается дополнительно с помощью теоремы Абеля [437, 67]. 


Ут’ 


3) Если вспомнить, что производная функция агсз1п х, равная 


разлагается в ряд следующим образом [407 (24)]; 


рае Уи <, 


1 ==] 


440] $ 3. ПРИЛОЖЕНИЯ 461 


то почленным интегрированием этого ряда легко получить (новое для нас) 
разложение самого арксинуса: 


—_ —_ (2п— ПН х2п+! .. 
вы УЕ = ‘агсуплх = х-- уп! И Е (—1<х<!). 
П=1 
Так как этот ряд сходится и при х= 1 [370, 5) (а)] *, то, по теореме 


Абеля, разложение действительно и при этих значениях. В частности, 
при х =1 будем иметь такой ряд для числа т: 


к _ @и—Пн 1 
т ыы и пн 90+ 1* 


П=1 


Аналогично, разложив производную 


—_ 1 
По (х 1 2)” тии 
+ УГ+ ТЕ 
в ряд и почленно проинтегрировав его, найдем о 
би Пн. х2п+1 
9} — 7% - 
ме УТ) = Ус Пи ‘21 


п=1 
(—1 = х = 1). 


Функция эта есть не что иное, как АгэзН ох, т. е. функция, обратная $Н х 
[49, 4); 339, замечание]. 

4) С помощью почленного интегрирования рядов получаются разложе- 
ния в бесконечные степенные ряды для некоторых интегралов, не выра- 
жающихся в конечном виде через элементарные функции [см. 272]. 
Эти разложения могут быть использованы для приближенных вычислений. 

Так, исходя из известного разложения 


т ха х4 вый 
@ м от ... | (—1) т ое 


= 
* Впрочем, сходимость ряда 1+, Е 


теперь может 


п=1 


быть доказана проще. о любом т— 


(2п—1 | 29 
„+У в ‘т < исх < 5. 


Переходя здесь к пределу т х > 1, получим 


ии 1 Е 
уе И ‘ЭГ, 


откуда [365] и следует и 
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(ср. 404 (11)], найдем 
НЯ 


|1 хп! 


И. 2 
— 7 — Авер —.[_- — ра ВОВ Е оф 
Дети ЕЕ 
0 


Поставим себе задачу: вычислить с точностью до 0,0991 интеграл 
1 


и = [е-=*ах. 
0 


Взяв верхний предел интеграла равным 1, получим для \ знакопеременный 
числовой ряд с убывающими по абсолютной величине членами: 


1 1 1 1 1 
2216 1320" 9360 — 75600 № *°° 
Так как восьмой член уже значительно ниже заданной границы, то мы 


сохраним лишь первые семь членов. Соответствующая (отрицательная) по- 
правка А легко оценивается 


1 1 


1 15 
1 1< 75606 < 105 


Вычисляя оставленные члены с пятью знаками после запятой, найдем: 


1+ ы — 1.10000 = — 0.33333 (4) - 
56 — 0,00463 (—) 5 = 0.02381 (—) 
1 1 1,10474 
9360 = 000011 —) тэ =0,00076—)  —0 5790 
104 ^^ 05350 —0.74684_ 


Если учесть все поправки, то окажется, что 
0,74681 < ИХ 0,74685, \ = 0,7468... 
и все четыре знака верны. [Ср. 328, 5)]. 
о) Аналогично, так как [ср. 404 (12) ] 


х2п-2 


п х хз х4 ы 
— = — -- — ыы —-- .. 
т 3! ба (-0 (2п — 1)! еее 


Хх 


то 


их — хз х5 п_1 хэп-1 , 
акк +ив- НС @и— Пип +." 


Предложим себе вычислить, с помощью этого разложения, интеграл 


с точностью до 0,001. 
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Имеем, полагая Хх = т, 


1 1 .- 1 1 1 
Е ЗЕ о ба сей р а Е а 
= 18° + 600 ®— 35080" 13265920 "430084800" Г **°, 
т. е. снова знакопеременный ряд с убывающими по абсолютной величине 
членами. 


Так как шестой член меньше, чем 0,0007, то мы ограничимся пятью чле- 
нами. Вычисляем на четыре знака: 


п = 3,1416 (—) 
1 1 
с о —_ п8 — Е 
50” 0,5100 (--) 8 т 1,7226 (—) 

1 1 3,6607 
о д9 = а я 
ВО ВО 1,8082 

3,6607 _ 18082 1,8525 
Учитывая поправки, приходим к заключению: 
1,8517 “в < 1,8527 ц = 1,852 + 0,001. 
6) Поставим себе задачей представить в виде рядов интегралы 
1 1 
(а) Г на ах, (6) Й х-® ах. 
0 о 


(а) Вспоминая разложение арктангенса, имеем: 
1 1 


п Гоа а а 
у - «= | (1 уу ... ака 
[1 0 


1 1 1 
т и и ОИ зо 


Так как ряд, стоящий под знаком интеграла, сходится при х =1, то по- 
членное интегрирование допустимо [438, 7°]. 
Мы уже упоминали [328, 6)], что значение этого интеграла 


С = 0,915965 ... 


известно, как «постоянная Каталана». Теперь мы видим, что 


КТ (1-1 
(2п — 1)2° 


п=1 


С = 


6) Переписав подинтегральное выражение в виде 2—2 1, разлагаем его 
в показательный ряд 


* 
х-® = 1 ут яа, 


П=1 


* При х =0 члены ряда, начиная с л =1, заменяем предельными зна- 


чениями, т. е, нулями, 
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который сходится равномерно для 09< х =—1, ибо максимум функции 
|хшх| (как легко установить методами дифференциального исчисления) 


1 г 
есть —-, так что написанный ряд мажорируется рядом 


(2). 
РУ 
п! ° 
п=0_ 
Итак, допустимо почленное интегрированис. Так как [312, 4)] 
1 
п! 


т [пп Е 
] хп шп хах = (—1) и, 


0 
то окончательно 


7) Мы имели [414 (8)] разложение 


2р!! хз \р 
пк УОКЕР») (0— х=!). 


У у 
Полагая здесь х =-———— и учитывая, что аго ————— = агсзпу [50 
Ут у ут у [50] 
найдем: 
агс $1 у 2р!! 2+ 1 
д 0— = —— э 
УТУ - @Р+0И > = уз 


Проинтегрируем это равенство от 0 до у, причем справа выполним инте- 
грирование почленно: 


Ф®) ©) 
1 ._\ 2р!! у?Р+2 _ У [2 (т — 1]! | _ ут 
о А Ро р @:— ПЕ’ т 


Этот результат можно переписать так: 


{®.®) 
9 — [(т — 1)1]? о 
2 (агсып у)? == У зы (2у) ". 
т =1 
1 
При у = >” получим отсюда 
[®.®) 
[(т — 1) 2 _ м? 
от! 18° 
21 =1 
Но мы видели уже [395 (13); см. также 416], что 
а у юи-оЕ Кт— 1) 08. 
2т 1 


п=1 п=1 
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так что, окончательно, 
со 
1 т 
я па = (4) 


К этому интересному результату Эйлера мы будем возвращаться 
еще не раз. 
8) Вычислить интеграл 
1. 


_ Г па-х) 
Е 


Если воспользоваться логарифмическим рядом [405 (17)], то для подин- 
‘тегральной функции в разложение 


1—5 ха ни И "+ а 


которое действительно во всем промежутке [0, 1]. Интегрируя почленно, 
найдем 


11 1 м 1 
= ав... НОЕ... = ХС": 


Мы только что установили равенство (4); из него следует: 


[©®) со ©) 

МЕ мт 
У п? Ан 2Уеть-=в. 
П=1 п =1 п=1 


Таким образом, мы приходим к ‹конечному» выражению для искомого ин- 
2 


теграла / == Т5 . 
9) Пусть требуется найти интеграл (| а|< 1) 
аа . с0$ х) 2 


0$ х 


к 
(При х=- приписываем подинтегральному выражению предельное при 
к 
х->- значение а. 
Пользуясь разложением логарифма, имеем: 


шт (1 асо$х) Ра 


с0$ Х =. № Оби -т 6037, 


п=1 


причем ряд сходится равномерно в промежутке [0, *]. Заметив, что 
[312 (8)] 

к 

к п 2 


: 1)! 
Г 05-1 4х = 0, ] с05"х 4х = || с05°"®х 4х = ви т, 
о 0 [1 
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произведем почленное интегрирование: 


п (1-- асозх) (2т— 1)! ат-1 | 
Г с0$ Х = не о. — 2т! Эт-1 | 


0 7 = 1 
В полученном ряде мы узнаем разложение функции арксинус [см. 3)]. Таким 
образом, окончательно находим (в конечном виде!) 
к 
так ас х) 


0$ Хх 


4х = п . агсзш а. 
[7 
10) Рассмотрим разложение (при |г|< 1): 


1 — 172 


эха =1+2 воза. (5) 


П=1 


Доказать его легко, умножив правую часть на знаменатель 1 — 2 соз х- г?; 
мы получим: 


(®.®) со 
1— 2и созх - и? 2 №1 г” созпх —2 У, гп+1.2 с05 пх . с0зх -- 
1 т 


[©®) 
2 > гП+? с0$ ПХ. 


Если заменить 2с05пх.с0зх через соз (п -|-- 1) х-- с0з (п — 1) х и соответ- 
ственно разбить вторую сумму на две, то после сокращений останется лишь. 


] —/?, что и завершает доказательство. 
со 


Ввиду сходимости ряда р |г]” (при |/|< 1), рядв (5) справа сходится 
1 


равномерно относительно х в промежутке [— т, п]. Возьмем теперь интег- 
ралы от —л до т и слева и справа, причем ряд можно интегрировать по- 
к 


членно (теорема 5). Так как [сз пхаАх = 0, то мы получим: 


-_т 
® 


рая» 
1— 27соз хи ^— 


—_т 
[ср. 309, 8)]. 

Аналогично, умножив обе части тождества (5) на соз тх (т = 2,92) 
и интегрируя почленно, легко получить 


® 
с0$ тх гп 
ий = —— 
и а 1—2 ° 
—т 


При этом используется известный результат 309, 4) (г)] 


к 


О при т=ЕЛ, 


| 03 тх с0$ пхАх = 
п при т = п. 


—к 
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11) Если в тождестве (5) перенести единицу налево и разделить обе 
части на 2, то получим: 


со $ 
В оке ИНЫЕ — 7п—1 0$ ЛХ. 
1 — 27 с0$ х -{ 7? : 
п=1 


На этот раз фиксируем по произволу х и станем рассматривать г, как пере- 
менную с областью изменения (—1, 1). Проинтегрируем обе части равенства 
по гот 0 до любого г в этом промежутке, причем степенной ряд справа 
будем интегрировать почленно; так как слева числитель (с точностью 


до числового множителя) есть производная знаменателя по г, то в резуль- 
тате получим: 


— п 
1п (1 — 2708 х + 9) =—2 У, 7 созлх (и! < 1). 
А" 


Теперь снова фиксируем г, а х будем изменять от 0 до т. Легко видеть, 
что ряд справа сходится равномерно относительно х в этом промежутке, 


так что допустимо почленное интегрирование (теорема 5). Выполнив его, 
придем к интегралу: 


[та 2^созх-- ух =0 (и <!) 
0 9 


{ср. 307, 4); 314, 14)]. Отсюда, как мы уже видели, легко получить значение 
интеграла и при |г|`>1. 


12) Следующие интегралы, зависящие от д: 


к 


2 
Л (х) = ЕТ с0$ (х $ 0) 46, 
0 


к 


2 


2хп 
[ соз (х $11 9) с0$27 0 40 (п=1, 2,3, ...), 


Щи 
0 


представляют так называемые бесселевы функции [ср. 395, 14)]. 
Разлагая подинтегральные выражения по степеням х $1 6 и интегрируя по- 


членно, легко получить уже знакомые нам разложения этих функций в ряды 
по степеням х. 


Например, интегрируя ряд 


< хак з1п2К 6 
= ре енЩИЫ 
со (хэш 0) = 1+ У, 1) 5 
К=1 
и вспоминая формулу [312 (8)] 
2 ра 
(2—1! т (6) 
К Е 
Й $119% 0 40 п 5, 
0 ® 


30* 


468 ГЛ. ХИП. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ [440 
найдем для бесселевой функции с нулевым значком 


2 


0 =1+ УС ая 
ь К 1 


13) Нам уже встречались так называемые полные эллиптиче- 
ские интегралы 1-го и 2-го рода [315 и др.]: 


® к 


2 
ах у —— 
К (А ыы Е (А -/ 1 — А? $1129 4$. 
— 2 У 1— 2251135 (=) : у РС? 


Поставим себе задачей — разложить их по степеням модуля (0<ЁХ 1). 


Полагая в формуле (24) п° 407 х = — А? $119, получим: 
1 кт (1! 
п — 
=] ———^— А?П. 51128 ф. 
У !-— 22912 ы | 211 ы 


Этот ряд сходится равномерно относительно $, ибо мажорируется при 
всех значениях ф сходящимся рядом 


(2—1)! „. 
новым и “” 


п=1 


\% 


следовательно, по теореме 5, здесь допустимо почленное интегрирование, 
которое .мы и выполним. Используя снова формулу (6), таким путем получим: 


ей 


а | 
пора ии 


п=1 


Аналогично, исходя из формулы (23) п° 407, пайдем 


к 


2 Ф®) 
_ ыы в. м (2п—1)!]2 д 
и Угтеяи=51 [ео] ет 
0 


П=1 


Этими рядами также можно воспользоваться для приближенных вычи- 
слений. Для примера рассмотрим ряд 
( 1 )= ( 1 3 5 175 441 ) 
У2/ 2 8 256 2048 262144 2097152 *°°) 
Если сохранить здесь только написанные члены, то соответствующая по- 
правка будет отрицательна и оценивается следующим образом: 


&1< (11). ты (++...) < ооо 
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можно ждать трех верных знаков после запятой. Действительно, вычисляя 
с пятью знаками, имеем: 


2 = 1.57080 (—) | 5-3 =09635 (—) 
— 55 = 0,01841 (—) 
”- ртов 
1.35083 В В м 
2" Е = 
0,2197 
1 


1.35057 < ( < 135085, Е ( )= 1,350... [ср. 328, 4). 


| 

у? уо 
Нужно сказать, что лишь при малых значениях А указанные выше ряды 

для полных эллиптических интегралов К (А) и Е (ЕЁ) на самом деле выгодны 

для вычислений. Но существуют преобразования, позволяющие сводить вы- 

числение названных интегралов к случаю сколь угодно малого А [ср. 315]. 
14) Можно использовать полученное разложение функции Е (№) для вы- 

числения следующего интеграла: 


к 


2 


о 51040 (0<1<1. 


1 — 12. зп 
0 


Прежде всего, легко проверить, что имеет место разложение 


Е (К) .3.9 


у еенучоя 


| пет га”, нон] 


например, умножая правую часть равенства на 1 — А?. 
Подставляя А = й . т 9 и умножая еще на зп 0, мы можем интегрировать. 


+. 


2 
почленно по @ от 0 до 5» Поскольку полученный ряд сходится в этих 


пределах равномерно (он, например, мажорируется предыдущим рядом 
при А =). Так как [312 (8)] 


| а 


21! 


2+1 Ре ен 
$11 9469 бт’ 


© 
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то находим: 


к 


— 


2 


Е(й зп 6) _ т ое 
ДЕ ши = 5 у ото 
0 


Сопоставив выражение в скобках с формулой (24) п” 407, получаем 
значение искомого интеграла даже в конечном виде: 


к 


2 


Е (# $110) т 1 
т мет г» 


15) Наконец, рассмотрим вопрос о разложении по степеням х (но не 
желым!) функции у = агсзп (1 — х) при х=0*. 
Имеем (используя биномиальный ряд): 


‚ 1 1 1 2 
у —  — а == ——_——_ = 


Ут а— > У2х 1 
ИУ :-1* 


-7= ++ хз +..|= 


1 1 3 
Р] 1 р. 3 2] 


] 
———х хх —..., 
у? 42 32 у2 


‘причем, если опустить первый член, который при х = 0 обращается в сю, 
сходимость ряда будет равномерной в любом промежутке [0, х], где 
1 
0<х<_2. Первообразная функция для первого члена есть — Ух? ‚ ДЛЯ 
остального ряда первообразную получаем почленным интегрированием. Так как 


| 


к 
при х =0 должно быть у = у, то окончательно находим такое разложение 
по дробным степеням х (действительно для О < хх 2): 
1 3 
2 Е 3 2 
И" Е а 
2 6У2 80 У2 
„Аналогично получается и о 
з т. г 1 - 1 
2 2 
агс$1п =}2 ах хо фЩ- г 
же = ? У? {2 3 5 р и 
для О хх 1. 


* О разложении обычного типа по целым положительным степеням х 
здесь не может быть речи, ибо иначе, по теореме 9°, 438, наша функция 
имела бы конечную производную и при х=0, чего на деле нет. 
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441. Примеры на почленное дифференцирование рядов. 
1) Вернувшись снова к функции [ср. 390, 6); 439, 3)]: 


СО 
\ хЪ 
№ п!’ 


п=1 


у= Е(х) =1- 


мы можем теперь легко установить ее производную; для этого достаточно: 
[438, 8°] почленно продифференцировать этот ряд. Мы получим, что Е’ (х)== 
= Е (х), так что рассматриваемая функция удовлетворяет дифференциаль- 
ному уравнению: у’= у. Отсюда у = Се®; так как при х==0, очевидно, 
у = 1, то окончательно находим, что Е(х) = ех. 
2) Аналогичный прием применим к определению суммы биномиального. 
ряда 
т(т —1) 


у= (= 1-ти =. -- 


т Е 
ми ... 


[на этот раз т фиксировано, а х изменяется в промежутке (—1, 1); ср. 439, 
4)]. Дифференцируя его почленно, получим: 


гд=т + т— р О 9 а 
(т— 1) (т —2).... -(т—п) п 
а Еле бе сааВ + ...}. 


Теперь нетрудно убедиться в том, что 
(хх) -Л” (х) =т.Л(х)*. 
Таким образом наша функция удовлетворяет дифференциальному уравнению. 
(1-х). у’ = ту. 
у=Си-х)”. 
Так как при х==0, очевидно, у = 1, то постоянная С =1| и, окончательно, 


у=/ (х) = 1-х)”. 
3) Мы знаем уже, что сумма ряда Дирихле [385, 3)] 


(®.®) 


Отсюда 


5 п 
= т 


п=1 


* При умножении 7” (х) на 1-- х надлежит воспользоваться свойством. 
биномиальных коэффициентов: 


(т—1)(т—2).... :(т— п) ее т—Р(—2). ...(т—п--1) _ 
1.2.....л 1.2.... + (п 1) —- 


частным случаем которого является известное соотношение 


п п1 _ ив 
Ст —1 т т—17 Ст. 
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для х›>^ (где \ — пограничная абсцисса сходимости, ^< -Р оо) есть не- 
прерывная функция [439, 2)]. 

Почленным дифференцированием можно найти производную этой 
функции: 


[э.Ф) 


и =— У, ши (х>\). 


Пока мы получили этот результат лишь формально. Для того чтобы 
‘оправдать его, достаточно удостовериться в том, что последний ряд схо- 
дится равномерно относительно х для всех х = ху, где хо — любое (но 
фиксированное) число, большее ^. Это устанавливается, как ив 439, 2), с помо- 


пл 
щью признака Абеля, опираясь на то, что множители >.» Начиная с п=2, 
9 


И 

убывают с возрастанием п, будучи все вместе ограничены числом 1п 2. Какое 
бы значение х`>Х ни взять, его можно заключить между границами х’`>А 
и х”`>х'; к промежутку [х’, х”] применима теорема 7 [435]. 

Таким же путем можно убедиться в существовании для функции $ (Хх) 
‚производных всех порядков и получить их выражение в виде рядов. 

Все сказанное, в частности, приложимо к функции 

| 

Римана при х›>0. 

4) Мы уже встречались с разложением бесселевой функции 
с нулевым значком У (х) в степенной ряд 


со 
хак 
Л (х)=1- У (—1)* 8.298 
К=1 
{395, 14); 440, 12]. , 
Покажем теперь, что эта функция удовлетворяет дифференциальному 
‘уравнению Бесселя: 


хи" и’ хи = 0. 
Имеем, полагая и = Ло (х), 
к (2%) 
и р 1 2—1 
хи = У 1) (Ё)?. 22 а 
К=1 


а затем, дважды почленно дифференцируя разложение и, 


ФФ) В 
2 
Е — 1 — ^^ «9-1 
7 =» Пера. 
&—=1 


со * 
хи” = У, > ? хЗА-—1, 


(!)?. 22% 
К=1 
Если сложить эти равенства, то коэффициент при х?^-! окажется равным 
0" | = 


что и доказывает требуемое утверждение. 
г 
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Аналогично можно убедиться в том, что бесселева функция 
с произвольным натуральным значком /„(х), о которой также была речь 
выше, удовлетворяет общему уравнению Бесселя: 


хи” -- хи’ - (х2 — п?) и =0. 


5) Поучительнее другая постановка задачи: пусть требуется найти 
функцию, разлагающуюся в ряд для всех х и удовлетворяющую уравнению- 
Бесселя. 

Выполним это, например, для простейшего случая п =0, Напишем раз- 
ложение искомой функции в виде ряда с неопределенными коэф- 
фициентами: 


и, считая его всюду сходящимся, дважды продифференцируем ‘почленно. Под-- 
ставляя все эти разложения в уравнение, получим: 


а -|- > (т?ат-- ат-2) хт-1 = 0. 


7% =2 
По теореме 3° [437]: 
а1 =0, та, Рат-о.=0 (т=2,3,...). 


Отсюда, прежде всего, коэффициенты с нечетными индексами 491.-1==0: 
(Е =1, 2, 3, ...), что же касается коэффициентов с четными индексами 4эх,- 
то по рекуррентной формуле все они выразятся через а: 


И РЕН 
(12. 22^ * 


Итак, с точностью до произвольного множителя ау мы возвращаемся к функ- 
ции Ло (х). 

Что полученный ряд, действительно, всюду сходится, проверяется непо- 
средетвенно. А из самого способа его получения явствует, что представляе- 
мая им функция удовлетворяет уравнению. 

[Обращаем внимание читателя на своеобразное использование метода 
неопределенных коэффициентов; здесь у нас оказалось уже бесконечное 
множество этих коэффициентов и пришлось прибегнуть к теореме о тожде- 
стве степенных рядов, взамен обычно применяемой теоремы о тождестве 
многочленов]. 

6) Гауссом была введена функция 


аз = (—1)* 


и=Р(а, В, 1, Х) = 


у а(а-- 0... @+1—0.8@- 1... 61-0 
=] —— Хх 
+2 мт)... ат—1 
[гипергеометрический ряд; см. 372, 378, 4)]. Дважды дифференцируя этот 
ряд почленно (считая | х |<!), можно установить, что эта функция удовлетво- 


ряет так называемому гипергеометрическому дифференциальному 
уравнению — 


х(х— Пи — [1— (а Вх] и’ - 3:1 =0. 


Предоставляем несколько громоздкие, но нетрудные выкладки читателю. 
И здесь можно изменить постановку задачи, как это сделано в упражне- 
нии 5). 
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7) Определим для 0 = х =! функцию /(х) равенством 


[© ®) 
хп 
Л(х) = п? ° 
п=1 
Покажем, что для < х< 1 эта функция удовлетворяет интересному функ- 
иональному уравнению: 


1х-га-х-ф шх. Ш (1 — х) = С = сопз 


Для этого достаточно доказать, что производная по х от выражения 
слева тождественно обращается в нуль: 


Го—габ-о+тша-»— —- шх == 0. 


Дифференцируя почленно ряд, определяющий функцию / (х), найдем: 


Е ИВ 

ы х 1 

ХЛ’ (х) = у, г =— 1—4); 
—1 


аменяя х на 1 —х, получим, что 
1 
ГИ —х) =— Ен шх. 


Этим и завершается доказательство. 
Самую а постоянной легко определить, устремляя в доказанном 
соотношении хк1. По теореме Абеля левая часть его будет иметь пределом 


[ © 
Ниш Л =Ла)= > Е 
х>1-0 И к п? 6 


2 


(440 (4)]; значит, С = 6 
8) В 400, 4) рассматривалось бесконечное произведение 


[= эт = о (+50). й 


[е ©) 
“ Ф 
уз Ш с0$ 5; = Шзшф — Шф, 


2 
п-=! 
а затем продифференцируем полученный ряд почленно: 
м 1 1 
м т 
эт В т =, — ЧЕ $. 
п=1 


Так как ряд из производных мажорируется сходящейся геометрической 
прогрессией, то почленное дифференцирование оправдано. 
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9) В 408 мы вывели разложение зп лх в бесконечное произведение 
со 52 
$ШхХ = х | | (1 ==). 
п?к? 
п=1 
Вводя абсолютные величины, получим отсюда: 


[©.э) 
вт жж 
п=1 


Если х отлично от чисел вида Ал (А =0, +1, +2, ...), то, логарифмируя, 
придем к бесконечному ряду: 


х? 
а 
п? 


[© ©) 
\ х? 
пп х | = м х1-- У а : 
п=1 


Почленное дифференцирование дает нам такое разложение: 


[© ©) 
0$ Хх 1 > 2х 
= и —-=— о ь 
шах 8 х + хх? — п?п2 
в | . 


Для оправдания его достаточно убедиться в том, что полученный ряд схо- 
дится равномерно в любом замкпутом конечном промежутке, не содержащем 
точек вида Ал. Действительно, при изменении х в этом промежутке его 
абсолютная величина остается ограниченной: | х|< М, так что, по крайней 


мере для при, 


| 2х __ 21| 2М 
хх? — пд? | — 1213 — | х|2 < пк? — Л ° 


{© ®) 


М 
В — 


Так как ряд 


сходится, то требуемый результат получается с помощью признака Вейер- 
штрасса. 
Разложению с{1 х можно придать форму: 


{9.®) 
05 х 1 & 1 | 
тх СВХ ==+>(=—= га ==); 
п=1 | 


в этом виде оно является как бы разложением с! х на простые 
дроби, отвечающие отдельным корням 0 и пт знаменателя зп х. 


По формуле: щх-= — 8 (х— 5) „отеюда можно получить разложе- 
ние {5х на простые дроби: | 
со ®.®) 
1 1 2х 
ПР >| АЗИИ НИЕ: ВНЕ ЗА, , ПИН ЗИ 
не Я 2п — 1 й ыы: 2п — ] - — ха п — 1) =? 


2 2 в 
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[441 
Точно так же, если воспользоваться формулой: 
1 1 х хх 
$1 х = (5+4 5), 
можно получить разложение и для т | 
в и и ==) = ++ пе 


Продифференцировав почленно разложение для с41р ох (предоставляем 
читателю убедиться в дозволительности этого), получим еще одно полезное 
разложение: 


зятя Еле] 


10) Если исходить из представления зп х бесконечным произведением 
{408], то аналогично можно прийти к разложениям 


[> ®) 
1 2х 
ыы 


п=1 


1 1 


П=1 


11) Для функций Г (х) мы вывели в п°402 формулу Вейерштрасса 
{см. (16)]: 


> в 
гео” Ц. (и+»)* ”. 


Учитывая, что Г(х-- 1) =х.Г(х), и переходя к логарифмам, отсюда легко 
получить (при х, отличном 0% О иот их отрицательных чисел) 


вт = в 6#+ У (Ен 1+2 |). 
п=1 


Дифференцируя ряд почленно, формально отсюда получим 


Г” (х) 1 м1 
т ао ( т): 


Покажем теперь, что ряд справа сходится равномерно в любом 


конечном промежутке (не содержащем целых отрицательных чисел). Лей- 
ствительно, так как при этом [х| 


остается ограниченной; |х|< М, то 
по крайней мере для п_> М, имеем: 

1 1 Хр х| < М 
пхп | пал с п@-м)‘ 
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М 
Так как ряд — им сходится, то, по признаку Вейерштрасса, 
п>мМ 
равномерная сходимость обеспечена. Мы получаем возможность сослаться 
на теорему 7 п” 435 и тем докажем и самое существование производной 
эт ш]| Г (х)|, а следовательно, и от Г(х), ит. д. 
Прибавляя к правой части полученной формулы ряд 


МОЖНО привести ее к виду: 
Г^(х) _ ЗУД 1 
Г (х) _ Е 
у = 


Легко убедиться в существовании для функции Г(х) производных всех 
порядков. | 

442. Метод последовательных приближений в теории неявных функ- 
ций. Для того чтобы показать в действии теорию функциональных рядов 
(или последовательностей), рассмотрим вновь вопрос о существовании «неяв- 
ных» функций [206 и след.]. Ограничимся для простоты случаем одного 
уравнения: 


Е(х, у) = 0, (7) 


из которого у подлежит определению, как однозначная функция от х. На 
этот раз мы прибегнем к методу последовательных приближений, кото- 
рый позволит нам не только установить существование этой функции, но 
и дать указания относительно ее фактического вычисления. 

Пусть функция Е(х, у) непрерывна, вместе со своей производной 


И. (х, у), в некотором квадрате 
Я = [%— А, м -- 4; у— А, у 4] 
< центром в точке (ху, уз), причем, 
Е (хь Уд) =0, но р. (Хо Уи) = 0. (8) 


Гогда уравнение (Т) в окрестности точки (хо, уз) определяет у как 
однозначную и непрерывную функцию от х, которая при х = ху обра- 
щается в ус. 

Нам удобнее рассмотреть сначала частный случай, когда уравне- 
ние (7) имеет форму 


у = У $ (х, У), (7*) 


/ 
где функция ф вместе с ф, удовлетворяет тем же условиям непрерывности, 
что и Р, но с заменой условий (8) следующими: 


Ф(хь У0)=0, |Фу(хь У) | < 1. (8*) 


Ввиду непрерывности производной мы можем с самого начала считать 
область настолько малой, чтобы в ее пределах вообще было 


[и (х, У) | <^, (9) 


где ^ есть некоторая постоянная, меньшая единицы. Затем, сохраняя 
промежуток изменения переменной у, нам придется еще сжать промежуток 
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изменения переменной х, заменив его столь малым промежутком [ху — 8, 
Хо -- $], чтобы в его пределах непрерывная функция от д: ф (х, уо), которая 
обращается в 0 при х = ху, удовлетворяла неравенству 


|ф (х, уо)| < (1 —^) А. 
Таким образом мы подготовили область 
9" == [х0— 8, №8; У — А, у-- 4], 


к которой и будут относиться наши дальнейшие рассуждения. 
Подставив в правую часть уравнения (7*) вместо у постоянную уд, 
мы получим некоторую функцию от д: 


у1 = У1 (х) = УФ (х, Уо). 
Аналогично, полагаем последовательно 


уз == уз (х) == Ус Е Ф (х, У1), 
Уз = Уз (х) = УФ (х, уз), 


и вообще 
у» = уп (х) = Уо-Н $ (Х, Ув-1). (11) 


у, (х), у2(х), ..., Ув (Х), ... 


и осуществляют последовательные приближения к искомой функции у (х). 
Правда, остается еще проверить, что все они не выходят за пределы 
промежутка [уу —А, Уу--А], ибо, если бы какая-нибудь из них вышла из 
этого промежутка, то ее уже нельзя было бы подставлять вместо у в пра- 
вую часть уравнения (7*). 
Установим это индуктивно. Пусть, скажем, 


Уо — А == Уп-1== У А. 


Эти функции 


Из (11): 
Но 


Уп — У = (х, Ув-1). 


| (, Ун-1) [== 19 (х, У) — 9 (0%, У 19 (>, 50) |. 


Первое слагаемое справа преобразуется по теореме о среднем значении, и, 
на основании (9), 


/ 
| $ (^х, Е в $ (х, Уо) | = | Фу (х, 1) ь (Ув-1— У0) | <^ у А, 
а второе меньше (1 —^) А, в силу (10), так что по совокупности 


| Ув — Уо| < АА- (1—^) А =А, 


что и доказывает наше утверждение. 

В то же время индуктивно устанавливается, что все построенные ука- 
занным путем функции будут непрерывны. 

Обратимся теперь к вопросу о пределе для последовательности функ- 
ций {у}. Удобнее, однако, рассмотреть ряд 


УЕ У, (Уж— Уж- 9). (12) 
п—1 


Из самого определения нашей последовательности ясно, что 
уп — Ув-1=$ (Хх, Уп-1) —$ (х, Уп). 
Воспользовавшись снова теоремой о среднем и неравенством (9), найдем 
| Уь — Уп-1| <^|Уп-1 — Ув-2[. 
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Отсюда, заменяя п на п— 1, на п—2 ит. д., окончательно получим 


| Уп — Ую-11 < "7". | уу — уо| =". (—№).А, 


ввиду (10). Таким образом, ряд (12) мажорируется геометрической прогрессией 
ФФ) 

(1—2) А. МА", (13) 
1 


а следовательно, сходится и притом равномерно для всех значений х 
в промежутке [хо—8, х- 3]. А тогда, по теореме 1 п? 431, и предельная 
функция 
у=у(х) = Шт уп(х) 
п > со 


будет в указанном промежутке непрерывна. 

В том, что эта функция удовлетворяет исходному уравнению, легко 
убедиться, переходя к пределу при п -> сю в равенстве (11). Остается еще 
доказать, что не существует других значений у, кроме доставляемых ею, 
которые удовлетворили бы уравнению (7*) В самом деле, если бы, при 
некотором х, наряду с (7*) имели 


у= $ (х, У), 
то, вычитая и оценивая разность значений $, как обычно, получили бы 


У— | = [$ (х, у) — 9 (х,У1<-1У —У|, 


что невозможно, если у = у. 
Отсюда уже вытекает, что 


У (хо) = У; 


это, впрочем, непосредственно ясно и из того, что все уз (хо) = у. 
Теорема — в рассматриваемом частном случае — доказана. Общий случай 


легко приводится к частному; именно, уравнение (7) можно переписать 
в виде 


а 
уно еы |, 
Ро (Хо, Уо) 
который отождествляется с (7*), если положить 
К (х, у) 


ф(х, у) = у — у — -; . 
Ру (Хо» Уо) 


Эта функция удовлетворяет требованиям (8*), в частности второму из них, 
потому что $, (Ху, Уо) оказывается равной 0. 


Как уже упоминалось, изложенный процесс облегчает и фактическое 
вычисление искомои функции у(х) по приближению. Погрешность от замены 
у (х) на уп (х) легко оценивается, так как остаток ряда (12) после п-го члена 


мажорируется соответствующим остатком геометрической прогрессии (13). 
Отсюда и получается: 


|У (<) — ув (х) |< А. м (п=1, о, 3, ...) 


Весьма поучительно сопоставление доказательства теоремы о неявной 
функции в 206 и только что проведенного. Там мы имели дело с чистым 


«доказательством существования», здесь же — с построением искомого 
объекта. 
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Подобным же образом могут быть эффективно доказаны и общие 
теоремы п” 208. Мы ограничились простейшим случаем, чтобы лучше выявить 
идею метода. 
® 443. Аналитическое определение тригонометрических функций. 
Читатель видел, какую важную роль в анализе играют тригонометрические 
функции. Между тем вводятся они на основе чисто геометрических сообра- 
жений, анализу совершенно чуждых. Поэтому приобретает принципиальную 
важность вопрос о возможности определения тригонометрических функций 
и изучения их основных свойств — средствами самого анализа. Бесконечные 
ряды как раз и. есть то орудие, с помощью которого все это может быть 
осуществлено, и мы посвятим этот п° изучению тригонометрических функ- 
ций По их аналитическому определению, в качестве нового примера прило- 
жения изложенной выше теории. 

Итак, рассмотрим две функцин С (х) и $(х), формально определяемые 
для всех вещественных значений х всюду сходящимися рядами: 


< ы х2п ИЕ 1 ме х2п-1 
ИЕ лу = У лу, 
= 7 == 


ни в какой мере не отождествляя их покуда с ранее известными нам функ- 
циями с05 Хх и Зпх. Мы уже имели однажды дело с так определенными 
функциями [390, 7)]; с помощью умножения рядов, как там указывалось, для 
них можно установить две основные формулы: 


С (ху) =С(х).С(у)—5 (х) 5 (5), (14) 
$ (х- У) =5$(х).С(У--С(х).5 (9), (15) 


справедливые при всех значениях х и у. 
Продолжим исследование свойств функций С(х) и $(х). Заменяя х 
на — х, сразу усматриваем, что С (х) есть функция четная, а 5 (х) — нечетная, 


С (—х) = С(х), $(—х)=— 5 (ал). 
Полагая же х ==0, найдем, что 
С (0) =1, $(0)=0. 


Если теперь, сохраняя х произвольным, положить в (14) у= — х, то — 
с учетом только что установленных равенств — получим соотношение, алге- 
браически связывающее обе функции 


С? (х) -- 5? (х) = 1. (16) 


Легко получить и формулы удвоения или деления пополам аргумента. 

Из теоремы 2°, 437 и 9°, 438 заключаем, что обе функции С(х) и 5(х) 
не только непрерывны, но и имеют производные всех порядков. В частности, 
применив к рядам, определяющим наши функции, почленное дифференциро- 
вание 8°, 438 легко убедимся в том, что 


С’ (х) =—5$(х), 5’(х=С(». о (17) 


Все эти свойства, как видим, устанавливаются легко. Несколько ббльших 
усилий требует доказательство периодичности рассматриваемых функ- 
ций, к чему мы теперь обратимся. 

Установим сначала, что в промежутке (0, 2) существует, и притом един- 
ственный, корень функции С (х). В самом деле, мы знаем, что С (0) = 1. 
Значение же С (2) можно написать в следующем виде (отделив первые три 
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члена соответствующего ряда, а остальные члены объединив попарно): 
22 24 26 28 
со-1-я+щ-(5-=)- а 
21 4! 6! 8! 
Так как все скобки положительны; 


021 021+? 02в 0.0 о 
21 (1-2) = (1—7 1) (27 =5)> 


1 1 ` 
а сумма первых трех членов дает — -;., то С (2) < — з»т. 6. С (2) заведомо 


отрицательно. Ввиду непрерывности функции С(х), отсюда следует, что 
в промежутке (0, 2) действительно лежит корень этои фуикции. 
С другой стороны, в том же промежутке функция 


х2 


5 *(1-75)-+5(1-вт)+ ее 


очевидно, сохраняет положительный знак, а производная С” (х) = — $ (х) — 
отрицательный, следовательно, функция С(.х) убывает, когда х растет от 0 
до 2, и обращается в 0 лишь однажды. 


п 
Обозначим теперь упомянутый корень функции С (х) через 5 , причем т, 
таким образом, вводится здесь совершенно формально, и отождествлять его 


с отношением окружности к диаметру пока нельзя. 
Итак, имеем: 


последнее равенство следует из (16), с учетом положительности функции $ (х) 
при 9% х=2. 


Полагая в формулах (14) и (15) сначала х=у-=о, а затем х=у=я, 
последовательно, найдем: 
С (=) =—1, $(п)=0; С(2л)=\1, 5$(2т) =0. 


Если в тех же формулах, сохраняя х произвольным, взять у=т 
или у = 21, то получим: 


С (хх т) =—С(х), З(х- т) =—5(х) (18) 
и, наконец, 
С (х-2*) = С(х) 5(х- 2) =5(х).` 


Последние соотношения устанавливают, что функции С(х) и $(х) имеют 
период 29. 

Нетрудно было бы вывести и другие «формулы приведения»; мы предо- 
ставляем это читателю. 

Теперь попытаемся доказать совпадение рассмотренных функций С (х) 
и 5(х) с тригонометрическими функциями с03 х и 9пх, а также отожде- 
ствить формально введенное нами число п с тем числом х, которое играет 
столь важную роль в геометрии. 

С этой целью рассмотрим кривую, заданную параметрически уравне- 


ПИЯМИ;: 
х=сС(Г) у=3@), 
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где параметр { изменяется от 0 до 2м. Ввиду (16), все точки ее удовлетво- 
. 9 9 о 
ряют уравнению: х?-|- у? == 1, т. е. лежат на окружности, описанной вокруг 
начала радиусом 1 (черт. 61). Покажем, что при этом получится каждая 
точка ее и лишь по разу; исключение представит, естественно, начальная 
точка А, отвечающая значениям # =0и Ё = 9д. 
Мы видели, что $ (0, пока 0<Е=2, а следовательно, и подавно 
0<2== й 
при 0О< =. Заменяя во второй из формул (18) с на — & получим 


отсюда можно усмотреть, что $ (1) `>0 и при = < а. В таком случае, 


функция С (Е), производная которой равна — 5 (7), монотонно убывает при 
изменении # от 0 до т, проходя по разу через каждое значение от 1 
до —1. Отсюда ясно, что промежутку [0; я] изменения параметра взаимно 
однозначно отвечает верхняя часть нашей окружности. Аналогичное утвер- 
ждение можно сделать относительно 
промежутка [л, 2^] значений параметра 
и нижней части окружности, ввиду того, 
что [см. (18)] 


СЕ т) =—С(8, $(ю=—5$ (8. 


Теперь вычислим, по формуле (4) 
п” 329, длину дуги АМ, считая, что 
точка М отвечает значению # параметра. 
Принимая во внимание (17) и (16), мы по- 
лучим | 


50 = ГУС®Р-Е ФР = 
0 


| Это показывает, что { совпадает с углом 
9 = < АОМ, выраженным в радианах, 


Черт. 61. Тогда 
| С (93) = х= с0$0, $ (9) =у= 50. 


В то же время, длина всей окружности по нашей формуле оказывается 
равной 2п; следовательно, введенное нами число тождественно с тем, кото- 
рое рассматривается в геометрии. 

444. Пример непрерывной функции без производной. Первый при- 
мер такого рода был построен Вейерштрассом; его функция опре- 
деляется рядом: 


Г(х) = Ха”. соз (67 х), 
п=0 
где О < а< 1, а В есть нечетное натуральное число (причем а >1- 5=). 


©.) 


Этот ряд мажорируется сходящейся прогрессией У а", следовательно [430, 
1 

431, теорема 1], сходится равномерно, н его сумма является всюду 
непрерывной функцией от х. Кропотливым исследованием Вейер- 
штрассу удалось показать, что тем не менее ни в одной точке для нее 
не существует конечной производной. 

Мы приведем более простой пример ван-дер-Вардена (В. [.. уап 
Чег \/аег4еп), построенный по существу на той же идее, лишь колеблю- 
щиеся кривые у = с05 ох заменены колеблющимися яомаными. 
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Итак, обозначим через ио(х) абсолютную величину разности между 
числом х и ближайшим к нему целым числом. Эта функция будет линей- 


Н $ $41 
ной в каждом промежутке вида |-5., —5— 
и имеет период 1. Ее график представляет собой ломаную, он изображен 
на черт. 62, а; отдельные звенья ломаной имеют угловой коэффициент 22 |. 

Положим, затем, для А =1, 2, 3,...: 


и (4*х) 
4 ` 


‚ где $ — целое; она непрерывна 


ик (х) = 
_$_ 8-1 
2.4’ 0. 4К 


| 1 
непрерывна и имеет период к" Ее график также ломаная, но с более мел- 


Эта функция будет линейной в промежутках вида | ‚ она также 


Черт. 62. 


кими зубчиками; на черт. 62,6, например, изображен график функции и. (х). 
Во всех случаях угловые коэффициенты отдельных звеньев ломаной и здесь 
равны = 1. 

Определим теперь, для всех вещественных значений х, функцию Х (х) 
равенством 


Фо) 
Л(х) = У ик (Хх). 
Е=0 
Так как, очевидно, 0 = их (х} =5 г. (Е =0, 1,2, ...), так что ряд мажо- 
м 1 
рируется сходящейся прогрессией У: де, то (каки в случае функции 
и 


Вейерштрасса) ряд сходится равномерно, и функция Л (-^х) всюду 
непрерывна. 
Остановимся на любом значении х == х,. Вычисляя его с точностью, 


до 


1 
С. (где п =0, 1, 2,...), по недостатку и по избытку, мы заключим 
его между числами вида: 


31* 
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ГС 5, — целое. Очевидно, что замкнутые промежутки 


5 5-1 
= [5% и (1—0, 12...) 


оказываются вложенными один в другой. В каждом из них найдется такая 
точка Хи, что расстояние ее от точки хо равно половине длины промежутка 


[в — Жо иг, 


ясно, что с возрастанием п варианта х„, -> хо. 
Составим теперь отношение приращений 


со 
(хи) — 7 (хо) _ У ик (хв) — ик (Хо) 
Ав — ^о Ап — № 
Е=0 


1 
Но, при А`> пл, число есть целое кратное периода ЕВЕ их: (Хх), 


4т+1 
так что и’ (х„) = из (хо), соответствующие члены ряда ее ви 
могут быть опущены. Если же Ё = п, то функции и’ (х), линейная в про- 
межутке Ау, будет линейной и в содержащемся в нем промежутке А», причем 


и (хи) — ик (хо) | (Е =0,1,..., П). 
^ъ — Хо —_ р 


Таким образом, имеем окончательно 


Л (х,)—Л (хо -У (+ 1); 


Ав — №0 


иными словами, это отношение равно четному целому числу при нечетном п 
и нечетному целому числу при четном п. Отсюда ясно, что при п —о0 отно- 
шение приращений ни‘к какому конечному пределу стремиться не может, 
так что наша функция при х = хо конечной производной не имеет. 


$ 4. Дополнительные сведения о степенных рядах 


445. Действия над степенными рядами. Этот п° мы посвятим 
обзору — в основном уже известных — действий над степенными 
рядами, что послужит отправной точкой для дальнейшего продвижения. 

а два ряда: 


У ах" = -нахыФж-...Нах-..., (1) 


п =0 


со 

С 

Хр == ох хе -Н ... Ро .... (2) 

п=0 
Предполагая радиусы сходимости обоих рядов отличными от 0, 
обозначим через г наименьший из них. Тогда для |х| < г, как мы 
знаем [364, 4°; 389], эти ряды можно почленно складывать, 
вычитать и перемножать, причем результаты вновь распо- 
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лагаются по степеиням х: 


3 


ее он р Вх = У ‚(ал на ры 
п - . го 


со 


Ре 2 (вор, -- аб, 1 Е 426, _2 я: аа = атбо) хт. (3) 
® -= 


Допустим, что ряд (2) тождественен с (1); тогда получится, что 
внутри промежутка сходимости степенной ряд можно следующим 
образом возводить в квадрат: 


о 2 © 

й ь & 
(5 ах") Р о (ава, -- @.4. (=... а, 4%) хп. 

п = 


Если последний ряд, по указанному выше правилу, снова помножить 
на ряд (1) и повторить это неопределенное число раз, то придем 
к заключению, что степенной ряд, внутри промежутка сходимости, 
можно вообще возводить в степень с любым натураль- 
ным показателем т, причем результат представляется также 
в виде степенного ряда: 


(Хенк). =, "  (п=!, 2,3, ...) (4) 
во 


Коэффициент а) зависит от коэффициентов (4, @1, 4›, ..., @в 
исходного ряда, и — как это следует из (3) — получается из них 
лишь с помощью сложений и умножений. Это замечание 
нам ниже понадобится. 

Теперь особо остановимся на сложении бесконечного 
множества степенных рядов, с чем нам часто придется 
иметь дело ниже. Итак, пусть дана бесконечная последовательность 
степенных рядов 


из них составим повторный ряд 


Х, Ханд |. 


т=0 


/—^ 
с 
>= 


Если при выбранном значении х сходится ряд, полученный 
отсюда заменой всех членов их абсолютными величинами, то 
сходится и ряд (5), причем сумма его А(х) может быть 


Са 
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разложена в степенной ряд просто путем объединения подобных 
членов: 


А(х) = УХ А,хп, где АА=Хат  (п=0, 1,2, ...). 
п=0 т=0 


Доказательство исчерпывается ссылкой на теорзму 3 п° 393. 


Применение этой важной теоремы осветим примерами. 


Примеры. 
1) Разложить функции 
> 1 — 1 т 
— ат М“ (—-П ат 
ел = УХ мгр, 8 ^0= Хы рана 
т=0 т=0 
(считая |х|<Т1и 0<а< 1) в ряды по степеням х. 
(а) Имеем 


ат 


Ф9) 
__ рп 7 (21+1) „2в 
1-- а?т.х? У 8 -- 
п=0 


и, подставляя и изменяя порядок суммирования, 


(ФФ) ое 55 га 
— 1 п „(2п-+1 т .2п — \ оп \\ а(2п+0 т 
ло Уш УС 1" хп = Ух" = 


т! 
т=о0 п=0 п=0 т=0 
(Ф®) 
= Устал, 
п=0 
Так как повторный ряд 
©. ®) [®.®) [© 9) 
У У, О М Ты 
т! т 1 — ат? 1— х2 
т=о0 п=0 т=0 


сходится, то перестановка суммирований оправдана. 
(6) Аналогично 


Л) = У Песах, 
п=0 


2) Исходя из разложения функции х с{9 х на простые дроби [441, 9)], 


представим ее теперь степенным рядом. Для упрощения заменим лишь х 
на ллх, так что 


{эФ) 
х2 
кл стая = 1—2 У. 
т =1 


Если | х|< 1, то для любого т = 1, 2, 3,... 
Хх? 


х? —__ т? = х2 з 
т? — х?— 2. та} * 


ГЕ 
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Ввиду положительности всех членов, по теореме сразу получаем: 


Фо) ©) 


х? ] 
У === Уря д, где 5$ои = те (п = 1, 2: Эа) 
Таким образом, при | х| < 1 имеем: 
©) 
кх. це пх =1—2 У, бои Х?П. 
п=1 


3) Совершенно аналогично, исходя из разложения функции х.с@Шх на 
простые дроби [431, 10], получим разложение в степенной ряд 


пх. си лх = 1-2 (— 1)" 1 5х. (|< 


п=1 


Впоследствии 449 мы дадим и другое выражение для коэффициентов разло- 
жений в 1) и 2). 

4) Теорема сохраняет свое значение и в том случае, когда складываемые 
в бесконечном количестве ряды вырождаются в обыкновенные конечные 
многочлены. Для примера выведем логарифмический ряд, исходя из бино- 
миального и показательного путем следующего рассуждения. 

При | х|< 1 и произвольном а имеем [407 (22)]: 


а (#—1) (а—2) . 
(1-х) = 1-- ах -- — р ПЕ С 
Фиксируя х, станем рассматривать члены этого ряда как целые многочлены 
относительно а. Так как ряд 


ати ЕО р РАНЕ О * НЕ хр ... 


сходится, как легко убедиться с помощью признака Даламбера, то 
в предшествующем ряде, согласно теореме, можно объединить подобные 
члены: 


ео 


х? хз 
Ид =1-+«(х—5+5-— ‚:.)+ р 
С другой стороны, очевидно, 


(1-Е х)" = 21 1+2) — | аш -х)+. 


Так как оба разложения должны быть тождественны, то, приравнивая коэф- 
фициенты при а, получим: 
хз 


Ш-х) = х— =... 


Заметим, что доказанная теорема непосредственно распростра- 
няется и на кратные ряды, например на ряд 


{2 > Ятктх" |. 


Действительно, стоит лишь заменить двойной ряд простым, чтобы 
свести дело к уже рассмотренному случаю. 


©.) 


К=0, = 0 


438 ГЛ. ХИ. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ 1446 


446. Подстановка ряда в ряд. Рассмотрим функцию у == (х), 
которая в промежутке (—^Ю, А) разлагается в степенной ряд (1). 


Пусть, кроме того, дана функция $ (у), также разлагающаяся в сте- 
пенной ряд 


с 


90) = Хы = ВУ-НЬУ- ... Ру... ©) 
аа 
для значений у в промежутке (— р, о). 

Если |4 |==|/(0)| «р, то и при достаточно малом х будет 
|1 (х)| < р, так что имеет смысл сложная функция © (1 (х)). 

При единственном условии: || <, эту функцию ®(У(х)) 
в окрестности точки х=0 можно разложить в ряд по степе- 
ням х, если подставить в (6) вместо у ряд (1) и, произведя все 


возведения в степень согласно (4), объединить затем подобные 
члены. 

ДоклзаТЕЛЬСТВО. Считая |х|< А, рассмотрим ряд 
со 
< 
—ы 
®— 


ао Дааа Н.Н. 


по непрерывности суммы его [437, 2°], ввиду || <, для доста- 
точно малых х выполнится неравенство 


У анх" | < р, (7) 
п=.0 


так что ряд 


| бо | ео Я | ы ал | ы | х ") 


будет сходящимся. 
Полагая, аналогично (4), 


55 т ее 
(Земля) = ам, 


® -- 


предыдущий ряд можно переписать в виде 


со со 
| по | = > И т | ь ( Ха" ь | Хх я . 
п = 


97% -- 


(71) 


Так как а,’ получается из ||, |[а|,..., |@,| с помощью 

(17%) 
сложений и умножений [445| совершенно так же, как ал 
из а, @а,..., а» то очевидно: |2 | =”. Поэтому для упомя- 


нутых значений х сходится, и ряд 


а У [®ь| - (5 0 | | х Ь 
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а тогда к ряду 


со со т со со 
«® & & 1 (т 
йо | —_ Й в ( щих) — о р Ат. (5 п ее 2 
В== 


71. ==1 21 ==1 


применимо последнее утверждение предыдущего п”, что и доказывает 
теорему. 

Область изменения х, для которой наше рассуждение обеспечи- 
вает возможность разложения функции © (1 (х)) в ряд по степеням х, 
‘характеризуется, таким образом, кроме само собою разумеющегося 
неравенства |х| < Ю, еще неравенством (7). При Ю =-- < нет 
надобности вводить первое ограничение, при о==-—- со отпадает 
второе. 

В большинстве приложений теоремы достаточно знать, что раз- 
ложение имеет место для малых значений |х|. Если представляет 
интерес вся область применимости полученного ряда, то этот вопрос 
требует отдельного исследования. 


Для примера проведем его в простом случае. Рассмотрим функцию 


‘ 


© (у) = У ут 


771 =—0 
в промежутке (— 1, 1) [2 = 1] и, вместо у, подставим функцию Л (х) = 2х —х? 
[К = + о]. Сложная функция 
| 1 1 
Хх сии Тат = ————- 

Лии ринт рай 

имеет смысл, лишь если 
1 2х — те. 1 Ух +УЗ, юх +1. 

Ес разложение по степеням х нам известно * 


| | 
а — == | 2х - 3х? -- 4х3 -- ро 


этот ряд сходится для —1< х< 1. По совокупности, равенство 
хо 
1 (2х — м) = 2х3... 
71 ==9 
имеет место при условии, что 
уе 


Интересно сопоставить это с тем, что дает наше рассуждение. В согласии 
с ним надлежало бы потребовать, чтобы было [см. (7)]| 


ЕТ ик 1 Уур| 


“См. 390, 1). Можно получить это и почленным дифференцированием 
[438, 38°] прогрессии 


= 1 хм -А-... 


1 —х 
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Как мы видели, полученное равенство на деле применимо в более широкой 
области. 


И здесь надлежит отметить возможность дальнейших обобщений 
теоремы. Пусть, например, дан двойной ряд 


ф (у, =. р Пт Ут, 


’ 7. = 


сходящийся при |у| «ри |2| “р, и два ряда 


[®.®) ©.) 
У= /(х) = № аих", ей) = 20% 
п=0 п=0 
сходящиеся при |х| < Ю; тогда, при условии: | а’ | «ри |6%| “р, 
сложную функцию $(}(х), #(х)) в окрестности х=0 можно 
разложить в ряд по степеням х, если подставить вместо у 
и 2 соответствующие ряды и, выполнив возведения в степень 
и умножения, сделать приведение подобных членов. 


447. Примеры. 1) Найти несколько первых членов разложения функ- 
1 


1 нии 
ции — (1+ х)=> по степеням х. 
Имеем, для |х|< 1, 


р зш (1 о . 

1. а) =. О ЕВ 
=1+ (5+5 - ++...) 
неон ука. 
+5 (-5+5- „+ (2+ ‚..) + т 

ей 7 2447 ‚959 


НИИ Е п 49 ВИ, р 
В Е У ОО В 


[Подобного типа задачи близки к тем, которые рассматривались уже в 125.] 

2) Поставим себе задачей получить биномиальный ряд, исходя из лога- 
рифмического и показательного рядов. 

При | х|< Ти любом а, очевидно, будет: 


2, 22 
(1-- х)* = о“ Ш (1+2) ыы ие.) 
2 а? 2 2 
=1+8(*—5 +5 -— ‚..) + («—5-+5-— ...) = ‚.. = 
а (а — 1) 


р ЗИ х?-- ое 


Вид нескольких первых коэффициентов устанавливается сразу. Коэффи- 
циент же общего члена, содержащего х”, можно получить из таких сообра- 
жений. Непосредственно ясно, что он представляет собой целый многочлен 
относительно а, степени п; хз (а). Так как при а =0, 1,2,..., п | в раз- 
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ложении члена с х” нет, то этот многочлен в названных точках обращается 
в 0, а следовательно, имеет вид: 

Оп (а) =с.а (а —1).... : (а— п 1). 
При а =п коэффициент при х” есть 1, @„ (п) = 1; отсюда с —-т» и окон- 
чательно: 

О а (а —1).... .(а—п-- 1) 

Г 1.2.....П 
3) Пусть Л(х) будет некоторая функция, разлагающаяся в ряд по сте- 

пеням х, без свободного члена: 


Л(х) = ах - ах? - аз... Нах" - ...; 


тогда, по общей теореме, для тех же значений х разлагается в ряд и функ- 


ЦИЯ в (х) = е!'®, причем свободный член, очевидно, равен 1. Требуется 
найти это разложение. 


Покажем, как для этого может быть использован метод неопределен- 
ных коэффициентов. Пусть 


в (х) = 2! ® 1-х вх РЖ ... Рб?- ... 
Продифференцировав это равенство, найдем: 
(хх Зе... Чо пвият-Ь +... 
или, подставляя вместо множителей левой части их разложения, 


(1 -- 61-х -- 25-х? -- бух + ...) (а - 2а>х - Зазх? -- . и — 
= в -- 265х + 36 х? ‚.. 
Это условие . приводит к такой системе уравнений: 
Я1 = 1, 2ао -- 4161 = 26, Заз + 24561 — 416 — 363, ... 
хе%у Пап —- (п == 1) ап—161 -- ооо -- 2а2би—о —- а16в—1 — пб, К) (8) 


из которой неизвестные коэффициенты $ последовательно и опре- 
делятся. 


Для примера приложим указанный прием к решению следующей задачи 
{Вейерштрасс). 
Доказать, что разложение функции 
| хо 2 хт-—1 
—-+—- вое 
172 т—1 
& (х) = — хе 


хт 
начинается членами И .... И Что все его коэффициенты по абсо- 


лютной величине меньше единицы. 
Напишем 2 (х) в виде , 
до 2 В хт ат+ 
п (1-э+1+—+ А аей 


—е т т-1 


в (х) =е 
тогда первая часть утверждения становится очевидной. Вторая же часть 
докажется индуктивно. Допустим, что все коэффициенты 6х; со значком, 
меньшим п, по абсолютной величине меньше единицы. Так как в данном 
случае 


а, =0 при «т и =, =—1) при Е > т, 


то п-е из равенств (8) обнаружит, что и |6 |< 1. 
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[Предлагается применить указанный здесь метод к примерам 1) и 2)]. 
4) Те же уравнения (8) могут природитСя и в другом вопросе. Пусть 
дано разложение функции 


в (х) = Их -- вх х- ... ых - 
а ищется разложение функции 
(хе) = т 8 (х) = ах - ах? ах... авх”- 


Легко понять, что коэффициенты а и 6 связаны теми же соотношениями (8), 
но на этот раз подлежат определению коэффициенты а. 
5) Показать, что бесконечиое произведение 


[9 


Е(х) = Па-а”х) = а-+ ах) (1- 4х) (+ 9х)... (191<1, 


1 =1 


при достаточно малых х разлагается по степеням х, и определить коэф- 
фициенты этого разложения. 

Прн` 
логарифмируя, получим 


льное значение, 


шЕ(х) = у ш (1 ах) = У (" — 5 а?тх? --.. .) ь 
71 = 1 71 == 1 


В частности, этот ряд сходится при замене всех членов в скобках их абсо- 
лютными величинами. Отсюда [445] следует, что ш Р(х) в окрестности нуля 
разлагается в ряд по степеням х, а с ним [уже по теореме п? 446] разла- 
гается и выражение 


Е(х) =ей Е), 
Итак, для достаточно малых х, имеем: 
Е (Хх) =] ох —- 6х? -- гы Ни х® Е . 


где коэффициенты 64, 65,..., В... еще подлежат определению. Проще 
всего это выполнить, если исходить из очевидного равенства: 


Е(х) = а-- ах). Е (9х), 
которое, воспользовавшись разложением, можно переписать в виде: 
хр... о -ь ... = 
= (1-5 9х) (1 -- 619 -Е 6592? ... -Р быа"х"-р ...). 
По теореме о тождестве степенных рядов, отсюда 
59-Е 9=64, 659? -[ 6192 = 65,..., 8,9" -- 6-19" = 6... 


ИЛИ 


| =— ее 614? бы | 19" 
1 1—4 ) ,. 1— а? , ‚п ] а" › т 
и, окончательно, 
9 | 
п 
а и—9и—95 
ви 
.е..ь р. = ———_—_—— 9 - 


ига: 92а’ 
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х 
6) Возьмем разложения функции в бесконечное произведение [408] 


и в бесконечный ряд [404 (12)] и приравняем их логарифмы [401, 4°]: 


ь о 4 
я - У» - ыыы 
1 =1 


ИЛИ 


к х? х4 1 их? х4 р. 
У (= +5 9. т. .)= (Е +...)+5 (5-ю +...) р 
}п=1 


Разложив левую и правую части по степеням х [445, 446] и отождествив 
коэффициенты, придем к равенствам 


со 
пут тут. 
п? 6, 224 жи ПА 180’°”” 
1 1 
откуда 
со ФФ) 
У, __ 2? * У 1 __ 24 
6. “ = 14 ` 90’ 
1 1 


Впрочем, ниже [449] мы найдем эти ры из других соображений. 
7) Если функция Л(х) в промежутке (— К, Ю) разлагается в степен- 


ной ряд (1) и х— произвольная точка этого пе то в ее окре- 
стности функция разлагается в ряд по степеням х—х. 

Действительно, положим в (1) х=х-- у; по общей теореме (меняя 
лишь роли хи у), покуда | х|-Р|у|< А или|у| << Ю — | х |, можно перейти 
к разложению по степеиям у, т. е. по степеням х —х: 


оо) со 
У Алу" = У Ак(х—х). 
ко #0 


= п 
Выполнив в ряде ь ав (ху) все возведения в степень и собрав 
71 ==1 
подобные члены, легко определить и коэффициенты этого разложения: 


со 


Ао = — авх" = /(х) 


п=0 
и, вообще, 
9 п(п—1 (п-т 1 
ну о СЕ О ых" = 
, п= = 
г\ вв _ 1 (4) 
т я У, п (п— 1) к. (п ^--1) ах" а 


п:=Й 


Результат этот, ввиду 438, 9°, не является неожиданным. 


——— 


* Этот результат нам уже известен [см. 440 (4)]. 
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Мы лишь для простоты взяли исходный ряд расположенным по степеням 
х — дело не изменилось бы, если бы функция /(х) была дана разложенной 
по степеням разности х — ^о. 

Напомним, что функция / (х), которая в окрестности точки х = ху разла- 


гается в ряд по степеням х — ху, называется апалитической в этой точ- 


ке. Мы доказали, таким образом, что функция, аналитическая в какой-либо 
точке, будет аналитической и во всех точках некоторой ее окрестности. 
Это утверждение распространяется и на случай функции от нескольких 
переменных. ` 
8) В качестве последнего примера рассмотрим разложение функции 


1 


1 С т 


Ут 2ха а? 


по степеням а, при произвольно фиксированном х. Возможность такого 
разложения гарантируется нашей теоремой, если только | а [22| х|.|а|< 1. 
Легко усмотреть, что коэффициентом при а” (п —= 1) будет некий многочлен 
Р„ =Р,(х) степени п, так что 


1 
уе 1+ Ра Рий+ ... Е Рый"- (о) 


Для определения этих коэффициентов, продифференцируем равен- 
ство (9) по а: 


х — а 
(УТ 2ха { а?) 
Сопоставляя этот результат с (9), легко получить: 
(1 — 2ха + а?) (Р.-+ 2Р.а + ... +- пРиа" 1-4...) = 
= (х —а) (1-- Ра | Р.а? + ... + Риа?- ...). 


Приравниваем теперь коэффициенты при одинаковых степенях а в обеих 
частях. Мы найдем, прежде всего, 


=Р-- 2Ра-| ... + пРьа""- ... 


3х? — |] 
Р1=хи 2Р.—2хР, = —1-- хР:, откуда Р. = о 
Затем, вообще, 


(п-- 1) Р;., —2лх.Р,-- п — ПР, = ХР, — Ра-1 
или 
(п Ря+1 — (21 | 1) хР,  пРи-1 =0. 


Зная первые два многочлена, по этой рекуррентной формуле последовательно 
можно вычислить остальные. 


Бросается в глаза, что многочлены Р1 и Р. совпадают с первыми двумя 
многочленами Лежандра, а упомянутая только что формула тождественна 
< аналогичной формулой (11) п° 320, по которой вычисляются многочлены 


Лежандра. Отсюда заключаем, что коэффициентами разложения (9) 
являются именно многочлены Лежандра. 


В связи с этим функцию от двух переменных в их 
1 


У1— 2х Роз 


* Этот ряд, необходимо, будет ее рядом Тейлора [438, 9]. 
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называют «производящей функцией» для многочленов Лежандра. Разло- 


жение (9) с успехом может быть использовано для изучения свойств этих 
многочленов. 


448. Деление степенных рядов. Важным примером применения 
теоремы о подстановке ряда в ряд является вопрос о делении 
степенных рядов. 


Пусть свободный член а ряда (1) отличен от 0; представим этот 
ряд в виде 


а-я а... иж...) =щ@ У), 
полагая 


хр... их -... 
0 0 0 
Тогда | 

1 __ 1 1 


аж. Ш РУ 
1 ь у" 
а м 


Последний ряд играет роль ряда (6), причем р здесь есть 1. Согласно 
общей теореме, это выражение может быть разложено по степеням х: 


1 7 
а о ... сих -- ке» 


по крайней мере, для достаточно малых значений х, например для 
тех, которые ева аа 


| х 


90 
Рассмотрим Ви степенной ряд 
НР... 
с отличным от О радиусом сходимости. Тогда частное 


бо бах... вх" - ... 
@0 -- аах ..о — а,х"-... 


для достаточно малых х может быть заменено произведением 
(бах... Ро...) © ах-... Вт...) 
и, следовательно, снова представимо в виде некоторого степенного ряда 
нах ах... а м-... 


Коэффициенты этого ряда проще всего определятся по методу 
неопределенных коэффициентов, исходя из соотношения 


(нах... ам...) @а ах... а,х-...) = 
ых... о - ..., 


ХР 


ги М ЕЯ 
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в которых коэффициенты аи 6 предполагаются известными. Пере- 
множив ряды слева по общему правилу [445], мы затем приравняем 
коэффициенты при одинаковых степенях х слева и справа. Таким 
путем получится бесчисленное множество уравнений: 


а04 = 6, @о4, + 4140 =01, ао4» -- аа, -- а.4, =6., ... 
..., ба Ча, - ... 4,14 а, 4%==0,, (10) 


Так как коэффициент а, предположен отличным от 0, то из пер- 
| 

вого уравнения сразу получим: 4 =>, затем второе даст нам: 
0 


р, — а: 4 4061 — 418 

а 9 и т. д. В общем случае, если п коэффи- 
а а 

циентов 4%, 4, ..., аи_1 уже найдены, то (п--П-е уравнение, 

содержащее единственную неизвестную 4„, позволит установить зе 

значение. Так, последовательно, уравнениями (10) определяются 


все коэффициенты частного и притом вполне однозначно. 


Примеры. 1) Найти несколько первых членов частного 


х в. ке 1 
1 = хз. хз 4 а 
Пе а 


Уравнения (10) здесь принимают вид: 


1 1 1 
4 = 1, 41 5 40 =0, @%-- 5. 41 -- 3: 4 =0, 


1 1 1 
5 3 41+ 1 4=0, 


1 1 1 
и т. д. отсюда 4, =\, Ч =—5у, о, @—— д, .... Итак, 
ыы = | 1 1 у. 1. УЕ 
ть ОВБВ Е о ^ 94 оооф 
|п 
1 —х 


2) Найти разложение 1#х в окрестности нуля, рассматривая № х как 
частное зах и созх, разложения которых известны [404, (12) и (13)]. 

Существование такого разложения наперед известно — по общей тео- 
реме. Так как 15 х есть функция нечетная, то это разложение содержит 


п 
только нечетные степени х. Коэффициент при х“"-! в искомом разло- 


жении удобно взять в форме бар! Итак, имеем 
п г 
РЕ \ п 2п-—1 
в Ут" (1) 
п=1 


п-1 


к ип < п о < 1 п-1 х 
> ти т" (-П эт = 24 бо!’ 


1=1 1=0 п =1 
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Очевидно, Г; = 1. Для определения остальных чисел Ги, приравнивая коэф- 

фициенты при х“"-! слева и справа, получим последовательность уравне- 
ний вида: 

Тв ____ Тв АЕ: 98 _ Тв 1 

(2п— 1)! (21п—3)! "т (п —5)! 4 


(7%=2, 3, ео .) 


Пр И ВЕ 
о м (2—1)! 


или, по умножении на (2п —1)!, 
з- ВТ а Св 1 Тв Е о 


Так как все числа С „п-_1 СУТЬ Целые, то последовательно убеждаемся, что и 
коэффициенты Гу все целые. Вот значения нескольких первых из них; 


Г! = 1, Го =2, Тз = 16, Та 27>, Г; = 7936, К. 


Таким образом, 
62 
хех Е а а ж- 5+ ... 


В следующем п° будет указан другой способ вычисления коэффициентов 
этого разложения и точно установлена область его применимости. 

449. Числа Бернулли и разложения, в которых они встречаются. 
Рассмотрим еще один пример деления, который будет иметь важные прило- 
жения: 


х ея ] 


в п-т 
2— о И... а о 


Согласно общему утверждению п” 448, это частное, по крайней мере для 
достаточно малых значений х, представляется в виде степенного ряда 


у тт, (12) 


в —1 
п =1 
Коэффициенты его мы взяли в форме: Ви/п!, что (как увидим) сделает более 
удобным их последовательное определение. 
Исходя из соотношения: 
х ха хп 
1 Св. % ооо зо 
(неа ++...) 


ж(Е-+ тех “+... + х" ‚= 


приравняем нулю коэффициенты при различных степенях х" (п =1, 2, 3,...) 
слева. Мы получим уравнения вида 


т 1 1 р 
ти Риго м ... алк "в ... 


г. И 
т а шЕиг=” 


или — по умножении на (п-- 1)! — 


Сава Е Сова +++ + Саыйачась + ++. 4 Са +1 =0. 


32 Г. М. Фиктенгольц, т, И 
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Использовав сходство с биномом Ньютона, можно эти уравнения 
символически записать так: 


(В- 1)" +1 — 6+1 0 (п=Ь 2, 3,...); 


после возвышения двучлена в степень по обычному правилу и сокращения 


старшего члена, степени В® должны быть заменены здесь коэффициентами 3х. 
Итак, для определения чисел В„ (п =1, 2, 3,...) будем иметь бесконечную 
систему уравнений: 


28 1=0, ЗВ. - 38: +1=0, 483 -- 68» { 48, + 1=0, 
584 -- 1083 - 108 + 584 + 1=0, ..., 


из которых последовательно находим: 


| 1 | 1 
в =— 5, Ва = в, 3 =0, Ва = — 30 › В = 0, Вв = дб», В =0, 
1 5 691 7 
В8 = — 35, Ве = 0, 10 = 66’ Ва1 = 0, 812 = — 5730, В1з = 0, Ва= р, 
3617 43867 174611 
ВБ = 0, Вв = — то › Ви =0, В18 = 708 › В1о = 0, т. за 


Так как числа В определяются из линейных уравнений с целыми коэф- 
фициентами, то все они являются рациональными. Легко установить, 
в общем виде, что числа В с нечетными значками (кроме первого) — 


ы х 
нули. Действительно, перенося в равенстве (12) член — > налево, будем 
иметь в левой части равенства, очевидно, четную функцию 

— — 
ый ет -|- 1х е’-|е * хан 
ее—11 272 #2 ва 0. 
ге" —е “ 
В таком случае ее разложение 
{©.®) 
уни 
—- п! 


п=2 


не может содержать нечетных степеней х, ч. и тр. д. 
Для чисел В с четными значками введем более привычное обозначение, 


полагая 
вов = (— 0” "Вл *, 
так что ] ] 1 ] 
В =, В» = 55, Вз = 15, Ва = 5, 
о 691 7 
В; = бб Вв = 755, В=ф,... 
3617 43867 174611 
В = 50’ 93 = 798, Вю = 7330. 


Эти именно числа Ви и называют числами Бернулли, по имени Якова 
Бернулли, который впервые пришел к ним при изучении сумм степеней 


* Мы скоро убедимся, что все Ви положительны, 
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последовательных натуральных чисел с натуральными же показателями. 
Числа Бернулли играют важную роль во многих вопросах анализа. 
Итак, заменяя для удобства х на 2х, окончательно имеем разложение 


2 4 22” В 
хост жа за + ... = 
< 23" В п 
ы __1\п-1 п ,2 
= У ое =, (13) 
п =1 


действительное для достаточно малых значений х. 
В 445, 3) мы уже имели разложение 


55 


Фо) 
пх. сСШлх = 1-2 оз С 
=1 


®9) 


1 
где через 55 была обозначена сумма ряда _ т Заменив и в равен- 


т=1 
стве (13) х на пх, перепишем его так: 


= ` па (2=)*"Ви сэт 
дд. нтх =1-- У) (1 И 
п=1 


Оба разложения, разумеется, должны быть тождественны; отсюда 
_ 2 (2п)!. 
ок" 
так что все числа В„ оказываются положительными. Так как при 
п —>со, очевидно, 5 1, то из полученной фоомулы явствует, что числа 


Бернулли бесконечно возрастают * при возрастании их номера. 
Отметим попутно полезные выражения, получающиеся для сумм $52: 


п $7» 


Вспомним теперь, что и для пх. с; пх мы имели [445], 2)] разложение, 
коэффициенты которого также зависели от сумм 52и: 


: © ®) 
пх. сетх=1— 9 У бд". (14) 


п=1 


Заменяя здесь пх на х и подставляя вместо $52п найденные их выражения 


через бернуллиевы числа, получим: 
со 


п В 
хошх 1 У, (15) 
П=1 


* Хотя, как мы видели, не монотонно, а по весьма прихотливому закону- 


32* 
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Так как про разложение (14) мы знаем, что оно имеет место при |х|< 1, 
то разложение (15) действительно при 1х1 < т. Но при х -> п левая часть 
равенства (15) бесконечно возрастает, следовательно, ряд справа не может 
сходиться ни при х = -+ п, ни тем более при |х | > л: его радиус сходимости 
в точности равен т *. 

Отсюда, между прочим, ясно, что таков же будет радиус сходимости 
ряда (13), между тем как исходный ряд (12) имеет радиус сходимости 29. 

Пользуясь тождеством 


тах = @ вх — 2 а 2х, 


из (15) легко нпаново получить разложение для 194: 


к 22” (22* _ | , _ - 
1х = У о Ви. ие (16) 
П=1 


Оно тождественно с полученным раньше [см. (11)], но его предпочитают 
писать именно в этой форме потому, что числа Бернуллн хорошо изу- 
чены, и для них имеются обширные таблицы. Радиус сходимости ряда, пред- 
к 

ставляющего 15 х, есть 0; Это видно теперь из самого способа его полу- 
чения. 

С числами Бернулли связаны и многие другие полезные разложения. 
Например, так как 


— 21 В 
т х созх 1 279 ж-1 
1 О к.с хп =— 
х 5х р ( 5 ) 2п! } 
8=1 
то, интегрируя почленно, находим (для | х| п) 
— п 
и 8х У 227Ви хп 
— 2! 91‘ 


й=1 
Аналогично, из разложения (16) почленным интегрированием получаем 


п 
(лая 2155) 


2п /с02п 2п 
ны О 2 — ЮВ в 
2п! 2п 
п-1 


1х 


Из этих разложений легко получить разложение для п в Ряды эти по- 


лезны при составлении логарифмо-тригонометрических таблиц. 


* Впрочем все вопросы, связанные с определением радиуса сходимости 
степенного ряда, легко решаются с помощью теоремы Коши — Адамара 
|380]. Например, для ряда (15) имеем 


2п 02" В ‚ 2 028 9. От! ] 2 
4 =0 = —— = а бы, 2‹ 
22%—1 ‚› Р2п от ри (2) а = 25% 
-- 1 1 
р= Ит ри=—, Ю=— =%, 
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Вернемся, в заключение к расходящемуся ряду 
Фе) 
(-1"@+ 5%, 
п=0 
который мы рассматривали в задаче 6) п° 425. Там была установлена сум- 
мируемость этого ряда по методу Чезаро 2-го порядка, но самой «обоб- 


щенной суммы» (обозначим ее через А) мы не нашли; выполним это сей- 
час. Впрочем, мы просуммируем ряд по методу Пуассона — Абеля, 
что — как мы знаем [424, 2)] — должно привести к тому же результату. 


При Ё > 0 будет 0<е-`'<1 и, суммируя прогрессию, получим 


го 
— 
о оны боны 
ее" ЕТ о = 
НЕ — 
__ 1 { | 21 
р: 
Используя разложение (12), для достаточно малых { будем иметь 
— — эп 
( 1)" в (ПЕ!) НИВА № (2° Е 1) Вл 7-1 
4 п! ` | 
71=0 п =1 


Продифференцируем оба ряда почленно Ё раз; для степенного ряда справа 
мы опираемся на теорему 8° п° 438, она же служит основанием и для диф- 
фсренцирования ряда слева, который тоже оказывается степенным, если 


ввести переменную х=е“й. В результате найдем 


мо 


У (— 1)" (п ри 1)^ епт у ре 


2=0 


9 
= (—1)* У С аа О ее 
п=А-+1 


Устремим теперь Ё к 0, а следовательно, х к 1. Слева в пределе получится 
именно искомое А) а справа — свободный член 


92 (Е --1 
(— р (2 ( | 1—1) 91:1 
Е--1 ` 
Вспоминая, что числа В с нечетными значками, большими единицы, все пули, 
а с четными — приводятся к числам Бернулли, окончательно приходим 
к формулам: 


Ат) — 0, А@т-И — (— 1-1 Е Вв (т>!). 


450. Решение уравнений рядами. Мы еше раз вернемся 
к вопросу об определении переменной у, как функции от х, из 
неразрешенного уравнения: 


[ср. 206 и 442\|, но в иной постановке: 
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Предположим, что функция Е(х, у) в окрестности точки 
(хо, У) разлагается в ряд по степеням х— хо и у— у, причем 
постоянный член в нем равен 0, а коэффициент при у—у 
отличен от 0 *. Тогда и функция у=у(х), определяемая урав- 
нением (17) в окрестности указанной точки, также разлагается 
в ряд по степеням х— х, вблизи х=х.. 

Иными словлми, если функция Р, фигурирующая в левой части 
уравнения (17), будет аналитической в точке (ху, У), то 
и Функция у=у(х), определяемая уравнением, оказывается 
аналитической в точке ху. Таким образом, здесь речь идет 
уже не только о существовании или вычислении значений искомой 
функции, но и об ее аналитическом представлении. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без умаления общности можно принять 
Хо = У ==0; это, по существу, сводится к тому, что в качестве 
новых переменных мы выбираем разности х— ху и уу, но 
сохраняем старые обозначения. Если выделить член с первой сте- 
пенью у, то, перенося его в другую часть и деля на коэффициент 
при нем, можно будет переписать данное уравнение так: 


У = сх - слох* Е сиху Е сор? Е соси ус ху -созу3 т ... 
(18) 

Ряд для функции у от х будем искать в виде: 
у=ах Е ах ах... (19) 
Прежде всего, если подобное разложение в окрест- 
ности нуля имеет место, то коэффициенты его вполне 
однозначно определяются самим соотношением (18). 


Действительно, заменяя в нем у (при указанном предполо- 
жении) разложением (19), получим: 


ах - ах? - ах... = сх -Н сох 
-Н сих (ах а - ...) Е ср: (ах Ра - ...)-Ь сих 
-Н 2х? ы (ах -- ое .)- сььх ы (ах .о .)-- 
-Н сз: (их... ... (18а) 
По тгореме п’ 446, для достаточно малых х, справа здесь можно 
выполнить все возведения в степень и сделать приведение подобных 
членов. Если, после этого, воспользоваться теоремой о тождестве 


степенных рядов и приравнять коэффициенты при одинаковых сте- 


пенях х слева и справа, то мы придем к (бесконечной!) системе 
уравнений: 


2 
Я: = С10, @2 == 620 + си@1 Е Сол, : - 
@3 — сиа» Е 2сэала» сз Е сыа1 Е соб Е соз@л, ‹.. (20) 


* Это в точности соответствует обычным требованиям 
7! 
Е (хо, Уо) =0,  Рих (хо ус) 50. 
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относительно искомых коэффициентов 41, 42, аз, ..., а, ... Так 
как в (18) справа все члены, содержащие у, не ниже второго изме- 
рения (т. е. содержат либо высшую степень самого у, либо у 
в первой степени, но умноженное на какую-либо степень х), то 
в п-м уравнении системы (20) коэффициент а„ оказывается выра- 
женным через коэффициенты 41, 45, ..., @а,_: с меньшими номерами 
(и известные коэффициенты с). Этим и обеспечивается воз- 
можность определять коэффициенты а последова-- 
тельно один за другим: 


а — С, @. — С т 11610 нЕ: Сбт 10: 
@, = (с, 26%,Со) (Со + Сибло Е Соб} т 
-Е сю Е Сс ЮР бы 10 Созб1о» +... (21) 


Попутно сделаем такое, важное для дальнейшего, замечание. 
Так как при раскрытии скобок в (18а) над буквами а и с не при- 
ходится производить иных действий, кроме сложения и умножения, 
то в правых частях уравнений (20) мы будем иметь целые много- 
члены относительно этих букв, с заведомо положительными 
(даже — натуральными) коэффициентами. А тогда и в фор- 
мулах (21) справа также будут целые многочлены с положитель- 
ными же коэффициентами относительно букв с. 

Составим теперь ряд (19) с коэффициентами а, вычисленными 
именно по этим формулам. Про него можно сказать, что он «фор- 
мально» удовлетворяет соотношению (18а). Если бы была удосто- 
верена сходимость этого ряда для достаточно малых х, то уже не: 
было бы надобности доказывать, что для представляемой им функции 
условие (18) выполнено, ибо в этом случае равенства (20), которым. 
коэффициенты ряда удовлетворяют, вполне равносильны (18а). Итак, 
весь вопрос теперь сводится к доказательству того. 
лишь, что ряд (19), коэффициенты которого опре- 
деляются формулами (21), сходится в некоторой 
окрестности нуля. 

Рассмотрим, одновременно с (18), аналогичное соотношение 


У = Тлох Е 120? Е Таху - То. -Е 
- Тзох3 -Н 12а У - Т2ХУе -Н 1з-Е ..., (18*) 


где все коэффициенты 1, положительны и, кроме того, удо- 
влетворяют неравенствам 


| Ск | = Ти. (22) 
Построим для него — пока формально — ряд, аналогичный (19): 


у= ох - ом На... Нах ..., (19+) 
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причем коэффициенты его, наподобие (21), определим формулами: 
= Те == ТР Ти Тю Е То, 
03 = (Ти Е 2ТоТо) (То Тито То) Е 
-- Тзо Е ТТ НН Тю Е То. (21*) 


Самый состав этих формул, ввиду отмеченного выше, обеспечивает 
положительность чисел а„. Кроме того, сопоставляя с (21) и 
учитывая (22), видим, что и (при всех п) 


а: = а (23) 


Если бы удалось выбрать положительные коэффициенты 1; так, 
чтобы не только выполнялись условия (22), но и чтобы соответ- 
ственно построенный ряд (19*) имел отличный от нуля радиус схо- 
димости, то, ввиду (23), это же было бы справедливо и для 
ряда (19) — и теорема была бы доказана. Займемся же выбором 
чисел 1х. 

Существуют такие положительные числа г и р, что двойной ряд 


[Сю Г-Н | С2 га би | ИР-Н | сз |6 .. 


будет сходящимся, так что его общий член | с; |7?р^* стремится к 0 и, 
следовательно, ограничен: 


[Ск 


М 
Гари ы 


ре = М, откуда |сп |= 


М 
Положим вр И, В согласии со сказанным, рассмотрим соот- 


ношение. 
М 
у = + = 
ОНИ _мМ 
(7-9 
Г б 

или, наконец, 

о ь М? х 


Здесь оказывается возможным фактически найти функцию 
у == у(х), удовлетворяющую уравнению — именно ту ее ветвь, кото- 
рая обращается в О при х==0. Решая квадратное уравнение, мы 
получим (считая |х| < Г: 


ый [| В ВЕ Ам, х № 
7—=з6е+м) Хх | * 


“ Знак минус перед корнем взят как раз для того, чтобы при х =0 
иметь и у=0. 
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Если, для упрощения записи, ввести обозначение 


РЕ (еж), ‚ (24) 


то выражение для у можно написать в виде; 


р 
(==) "|. 


откуда уже ясно, если воспользоваться биномиальным рядом, что 
оно для |х| < г, «Г разлагается по степеням х. Так как упомяну- 
тое разложение должно быть тождественно с (19*), то этим и за- 
вершается доказательство сходимости ряда (19*), а значит, и ряда (19), 
по крайней мере для |х| < и.. 

Отметим, что теорема устанавливает лишь возможность разло- 
жения у по степеням х (или, в общем случае, по степеням х — ху) 
вблизи х=0 (х=—=ху). Определение точного промежутка сходи- 
мости этого разложения требует особого исследования. 

Подобным же образом можно трактовать и общий случай, когда 
система функций определяется из системы уравнений. 

Замечательный метод рассуждения, примененный выше, принад- 
лежит Коши. Сущность его заключается в замене данных степен- 
ных рядов, с одной или несколькими переменными, — более удоб- 
ными для исследования «мажорантными» рядами, все коэффициенты 
которых положительны и, соответственно, превосходят абсолютные 
величины коэффициентов данных рядов. В связи с этим и сам метод 
получил название метода мажорантных рядов. Им часто поль- 
зуются в теории дифференциальных уравнений. 


451. Обращение степенного ряда. Как частный случай решен- 
ной задачи, рассмотрим теперь вопрос об обращении степен- 
ного ряда. Пусть функция у=/(х) в некоторой окрестности 
точки Хх == ху представляется рядом, расположенным по степеням 
х — хо. Обозначая свободный член (выражающий значение у при х = Хи} 
через у напишем это разложение в виде 


у— м = а, (х — хо) а (х — ху... Нах - ... 


“При а, +0, в окрестности у= у, х определяется отсюда 
как функция от у, разлагающаяся, в свою очередь, в ряд по 
степеням у у. Таким образом, если у является аналити- 
ческой функцией от х в точке ху то в соответствующей 
точке у (при указанном условии) и обратная функция будет 
аналитической. 

Все это непосредственно вытекает из доказанной тгоремы. Поло- 
жив для простоты хо = у, =0, напишем соотношение, связывающее 


506 ГЛ. ХИ. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ [451 


у сх, по примеру (18), в виде 
х = фу - сох? -- сх ам... * 
‘Тогда коэффициенты искомого разложения 
х = У У НУ -. 

последовательно определятся из уравнений: 

==, бо == сб, 63 == 262616» + 63683, 

ва — са (26163 -- 62) + Зсзблб» | саб, 

5 — 262 (бл -- 6эБз) + Зсз (6163 Е 616%) Е 4саЗЬ» | съ. 


Например, зная разложение синуса 


у = пех + р — вену 
можно найти разложение 
Хх — агсзш у = у-{ 6: уз - 5уё-- ... 
{мы выписываем лишь нечетные степени у, ибо, ввиду нечетности функции 


у = п х, наперед ясно, что и обратная функция будет нечетной). Уравне- 
мия, определяющие коэффициенты 6, в этом случае имеют вид: 


9 =1, =Я=ф, 65 = 6163 — 50 1 = 40, вое у 
Другой пример: пусть 
у=е—1=х+ 5 2 Е - 3! в: 
отсюда 
х = ш (Т-- у) = ву -{ 65У2- взУз-.... 
Жоэффициенты д определяются последовательно: 


1 1 1 1 
=1, р в=— в Я=З, 
2 1 4 1 
= — 5 (2+) — 566, — № и 
1 1 
65 К + 8,65) — сы — а и=-,..., 


так что : ] | 


Область изменения у, в которой гарантируются существование обратной 
‘функции и действительность полученного для нее разложения, может быть 
установлена из соображений п° 450, но оказывается обычно очень занижен- 
ной. Если, скажем, в первом из приведенных примеров переписать уравне- 
„ние, связывающее х и ув форме (18): 


* Нужно помнить, что здесь — по сравнению с предыдущим 1° —хиу 
‚обменялись ролями. 
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у." 
и ограничиться хи у, удовлетворяющими неравенствам |х | => И м 


т. е. взять е=-, г= 1, то получим М=1{ и— по формуле (24) — 


х 2 


Г1 = ыы < 0,2, 


к 
В 


в то время как истинная область применимости полученного результата. 
есть промежуток [—1, 1]! 


ЗАМЕЧАНИЕ. Полезно дать себе отчет в значении условия а, = 0, 
при котором только и справедливо сформулированное выше утвер- 
ждение. Пусть а, =0, но а2 == 0, скажем, а. > 0; итак, вблизи х = 0. 
(для простоты мы полагаем Ху == у) ==0) имеем 


у == ах? | аз ам... 
1 


так что у>> 0. Обозначая через у? арифметическое значение корня, 
видим, что | 


Уу= У ах? -Н а аж... = 
==хИыу 1 Нах 4... 
[#0 4 


причем поставленный двойной знак совпадает со знаком х. В силу 
теоремы п” 450, последний радикал вблизи х = 0 сам представляется 
степенным рядом с свободным членом 1. Таким образом, оконча- 
тельно (если двойной знак перенести налево): 


ри / /... 
У у=ах ах ..., 
где уже а’ =Уа, > 0. Используя теорему настоящего п” (роль у 


играет величина —Уу)), мы получим два различных разложения 
для х, в зависимости от выбранного знака: 
1 3 


ЖЕ уе У РыУ ... >0 =: > ‹) 


а 
1 3 


хз = — ву? + у — бу? + .—... < 0. 


Обращаем внимание читателя как на двузначность обратной 


функции, так и на то, что каждая из ее ветвей разлагается уже не. 


по целым, а по дробным степеням переменной у. 


452. Ряд Лагранжа. Применим теорему п” 450 к частиому уравнению 
вида 


у=а- ^? (У), (25) 


` 


з 


` 


з 


; 
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где функция $ (у) предполагается аналитической в точке у == а. Тогда, как 
мы знаем, для достаточно малых значений х, отсюда у определяется, как 
функция от х, аналитическая в точке х=0 и обращающаяся в этой 
точке в 4. 

Пусть, далее, и = (у) будет какая-либо функция от у, аналитическая 
при у = а. Если вместо у подставить сюда упомянутую функцию от х, то и 
окажется функцией от х, которая также является аналитической при х = 0. 
Поставим себе задачей найти разложение и по степеням х, точнее — найти 
удобные выражения для коэффициентов этого разложения. 

Заметим предварительно, что — при переменном а — из уравнения (25), 
у определяется как функция двух переменных х и а, аналитическая 
в точке (0, а) *. Тогда и переменная и будет функцией от тех же двух 
переменных. 

Дифференцируя (25) по х и по а, получим: 


Я ду __ ыз ду _ 
1 —х.$ = 1 —х.$ == 1, 


откуда, очевидно, 


ду _ ду 

0х =? 0) да, и 
а также и вообще, при и =/(у), 

ди ди 

НИ ПЕ р 2 

дх $ (У) да‘ а 


С другой стороны, какова бы ни была функция Ё (у), для которой су- 
ществует производная по у, имеем: 


ао] - [о] со 


В этом легко убедиться непосредственно дифференцированием, с ссылкой 
на тождества (26) и (26а). 

Всеми этими замечаниями мы воспользуемся для доказательства важной 
в дальнейшем формулы: 


дпи д"! ди ции | 
п О, | (78) 


При п=1 она поиводится к (26а). Допустим теперь, что она верна для 
некоторого значения п —=1, и установим справедливость ее для производ- 
ной (л -- 1)-го порядка. Дифференцируя (28) по х н пользуясь правом пере- 
ставлять дифференцирования [190], получим 


дц 0" д ди 
ПЕ и | 
дх"+ да дх да 


Но, в силу (27) и (26а) имеем последовательно 


д ди] _ 9 ди] _ 9 ; ди 
де "695% |= 38 "69-95% |= 9 |9" 6). вв |- 


* Это утверждение предполагает, что теорема п? 450 распространена 
на случай, когда в уравнении фигурируют три переменные, и одна из них 
определяется как функция от остальных двух. 

"* Здесь $" (у) означает степень: [$ (у)]". 
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Подставляя это в предыдущее равенство, получим: 


07+! д” 
Е [то 5 | 


дх"+! да п 


Таким образом, формула (28) индуктивно оправдана. 

Обратимся, наконец, к интересующему нас разложению функции и по 
степеням х. При постоянном а оно необходимо имеет вид разложения 
Тейлора [438, 9°]. 


ди Хх? [ди хз [0и 
и=ш-х. (5 =) +57 ‘(5=),+ НР. (5%), ---, 


где указатель 0 означает, что функция и ее производные взяты при х = 
Но тогда у обращается в а, так что 1 = / (а), и затем, по формуле (23), 


(9 мед. 9 


д хп аап- 


Подставляя эти значения коэффициентов, мы приходим к разложению: 


По = + хол, Га + 


ВН 


аист (4" (а). Л’ (а)] + ..., (29) 


которое и называется рядом Лагранжа. Оно замечательно тем, что 
коэффициенты его представлены в виде явных функций от а. 

Если / (у) =, то, в частности, получаем 

а. д. 90 
— ы о еиЫ ее 7 ооо а п ооо 

у=а-х. $ (а) - эру [9° (а)] Е ее (29а) 

Существует тесная связь между задачей, рассматриваемой в настоя- 
щем п°, и задачей обращения степенного ряда. Если (в предположении, 
что $ (а) == 0) переписать уравнение (25) в виде 


хто -Фьо а) --..., 


то задача Лагранжа окажется равносильна обращению этого ряда, рас- 
положенного по степеням у— а. Наоборот, если поставлена задача обраще- 
ния степенного ряда 


у = ах - ах рам... (50), 
то, переписав это соотношение так: 
у = х (а: -- азх | а ...), 
обозначим сумму ряда в скобках через ф (х). Тогда приходим к уравнению 
типа (25) 
1 
В, 
Ф(х) * 


1 
злесь а = 0, $(х) = а и, кроме того, х и у обменялись ролями. Послед- 


нее замечание важно потому еще, что позволяет сразу дать общее выражение 
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для результата обращения по формуле (29а): 


= 1 га |1 
ВА , 
п! 4хт-1 у” (х) ре" р (30) 


Приведем примеры. 
1) Начнем именно с использования формулы (30). Пусть дано уравнение 


у=х(а-х)  (а-0) 


ИЛИ 
1 
Рае 

Так как. 

ах" (а х)” (аа ) 
то приходим к такому разложению: 

в 1-1 (20 —2)! уп 
ЕСО ит тг - ..: 


То же разложение получается, если решить квадратное уравнение относи- 
тельно х, выбрав то из его значений, которое обращается в 0 вместе с у. 
2) Будем исходить из уравнения типа (25) 


Хх 
—= а —, 
Е 


так что здесь $ (у) = у. Полагая Л (у) = у-*, по формуле Лагранжа (29), 
найдем 
| А хз? Р(Е-З) хЗ3 Е(Е-А4)(Е-5) 
УТ ан 9 м т 
ум вет етоеьо 
4! ай+8 к 


Так как данное уравнение приводится к квадратному: 
у — ау — х=0, 


а. 
ЯНУ +=" 


Например, если 4==2, то получается (по умножении на 2*) такое раз- 
ложение: 


то, очевидно, 


2 К 
(-У==) = 
еее а [р 


* Знак плюс перед корнем взят в связи с тем, что при х = 0 должно, 
быть у = а. 
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3) В теоретической астрономии важную роль играет уравнение 


Кеплера: 
Е = М-Ё е- зш В, 


где Е есть эксцентрическая аномалия планеты, М — ее средняя аномалия, 
а = — эксцентриситет планетной орбиты. Воспользовавшись рядом Лаг- 
ранжа (29а), можно найти разложение Е по степеням эксцентриситета, 
с коэффициентами, зависящими от М: 

и ыы 
=— [53 ы 5 п и ВЫ $ оф ит 
21 ам п АМ"! 

Здесь представляет важность знать точные размеры промежутка схо- 
димости: Лаплас [Р. $. Гар!асе] первый установил, что сходимость 
имеет место для =< 0,6627... 

4) Наконец, рассмотрим уравнение 


ухо (8—1). 
Его решение, обращающееся в х при а = 0, будет 
1 Ут — бах а? —_ 2х —а 
"= : ТУТ ах ра › 
Разложение этой функции по степеням а имеет вид: 
у + (5) А+... 
И 
т \2 4хп"-1 
Продифференцируем обе части этого равенства по х (причем из анали- 
тического характера у как функции от двух переменных аи х, можно 


заключить, что для ряда допустимо почленное дифференцирование). 
Мы получим разложение 


п—1 


п” М- ... 


1 4 (2—1) 4—1 | 
АА == | а ———— а? о м 
У! — 2ах- а? - 2 ах т 2122 4х? е 

1 а” (х*— 1)” 
И 


Его коэффициситами, как мы в этом случае непосредственно усма- 
триваем [ср. 447, 8)], являются многочлены Лежандра: 


1 4—1 


Р, = ———-. : 
ыы п!" хп 


$ 5. Элементарные функции комплексной переменной 


453. Комплексные числа. Хотя наш курс целиком посвящен вещс- 
ственным переменным и вещественным же функциям от них, 
настоящий параграф — отступая от этой основной линии — мы посвятим 
элементарным функциям комплексной переменной. Изложе- 
ние этого вопроса примыкает к теории степенных рядов и, в свою очередь, 
проливает свет на некоторые принципиальные моменты этой теории. Кроме 


* Здесь х играет роль а, а а — роль х. 
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того, знакомство с функциями комплексной переменной оказывается полез- 
ным для вещественного анализа и в вычислительном отношении [ср. при- 
меры в 461, а также главу ХХ, посвященную рядам Фурье, в третьем 
томе курса]. 

Мы предполагаем, что читатель уже знает комплексные числа из ал- 
гебры. Поэтому мы ограничимся здесь лишь кратким обзором основных 
свойств этих чисел. 

Комплексное число г имест вид: 2 = х-|- уг, где { есть мнимая еди- 


ница, {= УТ, а х и у вещественные числа. Из них х называется 
вещественной, а умнимой составляющей или частью числа 2, и 
обозначаются так: 

х=А(г), у= [(2). 


Два комплексных числа х-- Уи х’-- у’! равны тогда (и только тогда), 
когда порознь х=л’ и у=у’.* Сложение и умножение комплексных 
чисел производится по формулам: 


(ЖЕНУ у = ЕО -УЬ 
(ЖЕ Уд) (х’ у’) = (хх’' — уу - (ху + х’у)ё 
легко проверить существование разности и частного, выражаемых так: 


(хуй — (уд =) -фУ)Ь 
ХУ хх У | ХУ У, 
НТ ХТ у 
(последнее —в предположении, что х’-Р у’? -20, т. е. что х’?-- у’? > 0). 
При этом для комплексных чисел соблюдаются все обычные свойства дей- 
ствий, не связанные с понятиями боль- 
ше и меньше (эти понятия для ком- 
плексных чисел не устанавливаются). Точ- 
нее говоря, имеют место свойства И 1° — 
— 4° Зи Ш 1°—5° п® 4. 

Возьмем на плоскости прямоугольную 
систему координатных осей хОу (черт. 63). 
Тогда каждое комплексное число 2 = х- у! 
может быть изображено на этой плоскости 
точкой М(х, у), координатами которой 
являются вещественная и мнимая состав- 
ляющие этого числа. Очевидно, и обратно — 
каждой точке М плоскости отвечает вполне 
определенное комплексное число. В связи 
с этим рассматриваемую плоскость назы- 

Черт. 63. вают плоскостью комплексной 
переменной г или просто комплекс- 
НОЙ ПЛОСКОСТЬЮ. 

Вещественные числа х = х-- 0.1 изображаются точками на оси х (ибо 
для них у==0), а чисто мнимые числа у = 0О-- у? (х = 0) — точками на 
оси у. Эти оси и называют первую —вещественной осью, а вторую — 
мнимой. 

Важную роль играют также полярные координаты г, 9 точки, служащей 
изображением числа г = х | у{ (см. чертеж). Неотрицательное число г 
называется модулем или абсолютной величиной комплексного 


* Иными словами, и здесь для нас равенство сводится к простому то- 
ждеству [ср. п° 2]. 
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числа г и обозначается так: г =|=2|. Модуль однозначно определяется ком- 
плексным числом 2: 


а=-Н У 2 у? 
и обращается в нуль в том и только в том нас когда г = 0. Угол 9 
называется аргументом комплексного числа 2, ое При г = 0, 


он определяется из равенств 


050 =>, зш0@ =>, 
г Г 


но лишь с точностью до слагаемого вида 2Ат (Ё — целое). Для г =0 аргу- 
мент остается вовсе не определенным. За исключением этого случая для 
каждого числа г существует один и только один ВВ 9, удовлетворяю- 
щий неравенствам 

—х0=—= 


его называют главным значением аргумента и обозначают через 
аге г. Если 9 < т, то 


а НЕ ТЕ 3 
2` 1-4 с080 г--гсо$0 ху у 


и угол агх г можно определить равенством 
аго г = 2 аг{е а лье ь | 
х+Уж- у’ 


оно годится для всех комплексных чисел, кроме вещественных отрицатель- 
ных (и нуля). 

Отметим, что для модулей комплексных чисел г = хуи г’ = х’ уф 
также выполняется неравенство: 


|2 2’ |= |21-12} 


столь привычное для абсолютных величин вещественных чисел. Действи- 
тельно, в настоящем случае оно приводится к известному неравенству: 


Уве -О У = У му у, 


которое представляет частный случай неравенства Минковского [133 (7)]; 
см. также сноску на стр. 346 |-го тома. 

Справедливы и вытекающие из него следствия [см. 17]. 

Если в обозначении комплексного числа г = х -- у! положить х =. с0$@, 
у =хг. 10, то получим так называемую тригонометрическую 
форму комплексного числа: 


2 = Г (с0$ 9 | [эп 9). 
Возьмем второе комплексное число г’ также в тригонометрической 
форме: 
=’ = Г’ (со$ 9’ - 1 п @'). 
Тогда произведение 22’ в тригонометрической форме напишется так: 
22’ = гг’ [с0$ (9 + 9’) -- [зп (9 + 0'’)]; 


это непосредственно следует из теорем сложения для косинуса и синуса. 
Отсюда 


|122’ | =|2|.|2’|, Агв гг’ = Агиг- Агв г’. 


33 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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Аналогично, для частного чисел 2 и 2’ (2’ = 0) находим: 


а 2 АЕ — Ар" 
|= ЕЕ Агр г’. 


Из формулы произведения получается формула для степени с натураль- 
ным показателем п: 


2” —= г" (с05 п0 {- [п п), 
в частности, при г =1, приходим к формуле Моавра (А. 4е Моуге): 
(с0$ 0 [51 0)” = со$ пб - зщ пб. 
Наконец, для корня п-й степени из г имеем 


Уг=У7 (ета), 


й -— 
где г есть арифметический корень из г. Полагая здесь поочередно, 


например, 
9 —=0, 9--2л, 0-1 4т, ..., 0-2 (п — 1), 


й -— 
мы получим п различных значений корня У: (конечно, считая 2 = 0); 


при других значениях 9 будут уже лишь повторяться эти же значения корня. 

454. Комплексная варианта и ее предел. Рассмотрим последовательность 
{гв}, состоящую из комплексных чисел 2) = хи - уш (п=1, 2, 3,...) 
и переменную 2, принимающую эти значения в порядке возрастания номеров. 

Предел такой комплексной варианты определяется в тех же терминах, 
что и в случае вещественной варианты [23]: 

Постоянное число с=а-И называется пределом варианты 
2 = ги, если сколь мало бы ни было число е`>0, для него существует 
такой номер М, что все значения г с номерами п> М удовлетворяют 


неравенству 


Пт 2 = с или 2. —с. 


При этом пишут 


Точио так же переносятся на. рассматриваемый случай определения 
бесконечно малой и бесконечно большой величин. 

Отметим, что теперь не может быть речи о стремлении варианты к бес- 
конечности определенного знака, поскольку комплексным числам 
знак вообще не приписывается. Если ги есть бесконечно большая, т. е. 
12. | = -Е со, то говорят, что 2 —> сю (без знака!). 

Рассмотрим, например, варианту г = г", где г есть комплексное число. 
Если при этом р |< 1, то 2, —0, если же |2|`> 1, то 2; -—» оо; легко видеть, 
что при |2| =1 (но 2 =Е 1) для варианты 2, предела вовсе нет. 

Для комплексной варианты легко непосредственно передоказать основ- 
ные утверждения теории пределов, почти дословно повторяя прежние рас- 
суждения. С другой стороны, все эти утверждения автоматически переносятся 
на случай комплексной варианты на основании следующей простой теоремы: 

° Комплексная варианта ги = хи + ушё стремится к пределу с =а-+ И 
тогда и только тогда, когда вещественные варианты хп и ук стремятся 
соответственно, к пределам а и 6. 

Ее доказательство сразу следует из неравенств: 


[х,—@| | _ —_ 
ОЕ — 
= Ус, — 4-ГО 6—1 — 41+ ув — 61. 
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Таким образом исследование комплексной варианты может быть заменено 
исследованием двух вещественных вариант. В ‘частности, этим путем можно 
доказать для комплексной варианты и принцип сходимости [39]. 

Рассмотрим теперь бесконечный ряд | 


.- 


У и=а-е-{ ... + - ... 
п=1 ь 


с комплексными членами св = ав | 8. Суммой ряда и здесь называется 
предел частичной суммы 


у 
Е=1 
Так, например, для геометрической прогрессии 
со 
У 28=1-+2--22- ... +27-1-- ... 
п=0 


(где = — комплексное число, отличное от 1), частичная сумма равна 


п—1 
1 — 2" 
с.- У, 
0 1—2 , 
К =0 
отсюда ясно, что при |2|<1 ряд имеет сумму 
_ 1 
1 ' 


а при | 2| ==! у него (конечной) суммы нет. 

Все основные понятия и теоремы пп? 362, 364 (с их доказательствами) 
сохраняются. 

Исследование ‘комплексного ряда может быть сведено к исследованию 
двух вещественных рядов, на основании теоремы: 

Сходимость комплексного ряда 


3 св — 2 (ав -- 81) | (С) 
п=1 П=1 


к сумме С= А-- В! равносильна в6ходимости двух вещественных рядов 


©о оо 
Уж № и УЬ 68), 
п=1 п=1 
соответственно, к суммам Аи В. 


Это утверждение, очевидно, есть лишь перефразировка теоремы, дока- 
занной выше в терминах варианты. 


Теперь докажем теорему, аналогичную теореме п” 377. 
Если сходится положительный ряд 


У [Св |, (С*) 
1=1 


составленный из модулей членов ряда (С), то и этот последний ряд 
также сходится. 


33* 
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Действительно, ввиду очевидных неравенств 


сходимость ряда (С“) влечет за собой сходимость обоих рядов 


{©.®) 


У, | | И У | 9 |. 
п=1 


п=1 


Отсюда [377] следует, что сходятся ряды (А) и (В), `а тогда — по предыдущей 
теореме — сходится и ряд (С). 
` В случае’ сходимости ряда (С*), ряд (С) называется абсолютно схо- 

дящимся; отметим, что при этом, как мы видели, и ряды (А), (В) также 
сходятся абсолютно. 

Благодаря этой теореме, для комплексных рядов сохраняет свою силу 
например, признак Даламбера [377]. 

На абсолютно сходящиеся комплексные ряды переносятся теорема п? 387 
о перемещении членов ряда и правило п° 389 о почленном умножении рядов. 
В первом случае доказательство осуществляется сведением к вещественным 
рядам, а во втором —в принципе может быть сохранено прежнее доказа- 
тельство. 

Наконец, аналогичным образом можно на комплексный случай перенести 
основные понятия и теоремы из теории двойных рядов. 

455. Функции комплексной переменной. Пусть комплексная перемен- 
ная г = х-|+- у{ принимает всевозможные значения из некоторого множества 


Х = 42}, которое геометрически интерпретируется, как область (открытая 


или нет) в комплексной плоскости. Если с каждым значением 2 из области 2 
сопоставляется одно или несколько значений другой комплексной пере- 
менной ® = и-[ 9/, то последнюю называют (соответственно, однознач- 


ной или многозначной) функцией от 2 в области № и пишут: 
= /(г) или ш= (2), ит. п. 


Примерами однозначных функций (и притом — во всей комплексной пло- 
скости) могут служить: |2|, 2" или вообще —целая рациональная 
функция, т. е. целый многочлен 


Со2" -- 6121—1 —- ‚оо -|- Сп-— 12 —- Съ 


с произвольными комплексными коэффициентами Су, с1, ..., Си. Дробная 
рациональная функция, т. е. несократимое частное двух многочле- 
нов, также однозначно определена во всей плоскости, но в точках, отвечающих 
корням знаменателя, она обращается в бесконечность. В качестве примеров 


т 
неоднозначных функций назовем Агр г, уг. Ниже, в 457—460 мы изучим 


другие важные функции комплексной переменной. 
В последующем, если нг оговорено противное, мы будем рассматривать 
однозначные функции. 


Если и = и - о есть функции от 2 = х-Ру{в области № = {2} = {х--у!}, 
то ее составляющие и, %, очевидно, также будут функциями от 2 или — что 


[2 * 
то же — от х, у в соответствующей области %’ = <(х, у)} (которая геоме- 
трически изображается той же фигурой, что и Х): 


и=и(х, у), ч=9(х, у). 
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Например, для вещественных функций %==|2| или № = аго г имеем, соот- 
ветственно: 


м ааа . Та НЕ ыы 
и=ух *? или и = агс == и = 0); 
для функции @ = 2" = (х-- уд», очевидно, , 
и = хп — О 2у?--..., 
— —1 _пт—(и— 2) —3\,3 
и = пхпт-—1у 1.5.3 а а 


Пусть с будет точкой сгущения области %. Говорят, что функция 
® =](2) при стремлении = к с имеет предел С*, если для каждого 
числа е `>0 найдется такое число 8 `> 0, что [1(2) — С|<:, лишь только 
[2—с| < 6 (игз (). 


Записывают этот факт, как обычно: 


Нт = Ит /(2) =С 
2> с 2>с 


^ 


Легко перефразировать это определение для случая, когда с (или С) есть со; 
можно выразить его и «на языке последовательностей». 

Если с =а-- М, С = А- ВЬ то [как нетрудно’ вывести из п? 454] пре- 
дыдущее соотношение равносильно таким двум: 


Ит и (х, у) =А, Им 9(х, у) =В 
д > а т» а 
и>6 Уу>5 


Непрерывность функции 7(г2) в какой-либо точке 2у = хо-- у 
области 2 определяется равенством: 


Ит Л (2) =7 (2). 
2> 2 


Она, очевидно, равносильна непрерывности обеих составляющих и (х, у), 
у (х, у) в точке (хо, Ус). 

Таким образом, вспоминая только что приведенные выражения для |2| 
и составляющих 2”, видим, что эти функции непрерывны для всей плоскости 
комплексной переменной. Аналогично, агб2 оказывается непрерывным по- 
всюду, исключая отрицательную часть вещественной оси. 

Конечно, непрерывность может быть устанавливаема и непосредственно 
из комплексных соображений. Например, для функции | 2| она сразу следует 
из неравенства 

21 — [2011 = |2 — 20|. 


Для функции 2” имеем: 
=" — 20 = (2 — 20) [Еее - го"... +25"). 


При достаточной близости 2 к 2% значения = будут ограничены некоторой 
постоянной: |2| = М, так что 


|2” — 2% | < иМ"-\.|2— 25|, 


откуда и следует ИВ заключение. 


* Здесь си С — комплексные числа. 
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Легко теперь доказать непрерывность целой и дробной рациональной 
функции (в последнем случае — исключая корни знаменателя). 

Определенне производной для функции ш=Х(г) в точке 2 = 25 
имеет тот же вид, как в обычном дифференциальном исчислении: 


Ра Е —_ ив Л(2о-- А2) —У (20) К 1 (2) — Л(2о) 
он ини — 


Например, для функции № == 2” имеем 


у п 


=" го... +2871, 


< —20 


так что, переходя к пределу при г -» 2%, получаем снова знакомую формулу: 


7 „.п-1 
К = П20 . 


Формула п° 94 для производной обратной функции и все правила диф- 
ференцирования пп® 97, 98 переносятся без изменений. Аналогично устана- 
вливается и понятие производных высших порядков. 

Упомянем еще о рядах: 


У д = ... (+ ..., 


П=1 


членами которых являются функции от комплексной переменной г в одной 
и той же области ®. 

Здесь, прежде всего, может быть установлено понятие равномерной 
сходимости, в тех же терминах, что ив 428. В случае комплексных 
функциональных рядов, убеждаться в равномерной сходимости так же можно 
по налнчию положительного мажорантного ряда, так как признак Вейер- 
штрасса сохраняет силу и здесь. Из теорем о функциональных рядах 
нам понадобится в дальнейшем теорема о почленном предельном 
переходе в равномерно сходящемся ряде 433, теорема 4; доказывается 
она так же, как и выше. 

Теперь мы обращаемся к рассмотрению, в частности, степенных 
рядов, которые в теории функций комплексной переменной играют исклю- 
чительно важную роль. Им мы посвятим особый п°. 

456. Степенные ряды. Пусть имеем ряд 


со 
> съ" == со-Е с12 Е со? -- ... сп" - ..., (1) 
п=0 


ГДЕ Сц, С4, Со,... — постоянные комплексные коэффициенты, а г — перемен- 
ная, изменяющаяся во всей комплексной плоскости. Совершенно так же, 
как это было сделано в 379 [или 380], для него может быть установлено 
существование такого неотрицательного числа Ю, что для |2| < А (если 
К`>0) ряд (1) абсолютно сходится, а для |2| > К (если ^<- о9) ряд 
расходится. Таким образом, если отбросить случай А =0, мы имеем при 
Ю =-{ с® ряд, сходящийся на всей комплексной плоскости, а при конечном 
Ю— ряд, сходящийся внутри круга, описанного около начала радиусом А, 
и расходящийся вне этого круга. Вместо промежутка сходимости 
здесь появляется круг сходи мости, и термин «радиус» впервые оказы- 
вается оправданным. 
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Например, как легко убедиться с помощью признака Даламбера, 


ряд 
[2 @) 
2ъ 
У 
п =1 


абсолютно сходится при любом комплексном значении 2, в то время как 


ряды 
оо [©.) ео) 
уг, У. = 
? п?’ п. 
о 1 1 


имеют радиусы сходимости А = 1. 

На границе круга сходимости поведение степенного ряда может быть 
различным. Например, из только что приведенных трех рядов — первый 
расходится во всех точках окружности |2 | = 1, ибо нарушено основное 
условие сходимости — общий член не стремится к нулю; второй ряд во всех 


точках этой окружности абсолютно сходится, так как сходится ряд 
®о) 


1 8 
У: наконец, третий ряд, если положить в нем = = с0$ @- 15110, при- 


1 


нимает вид 
в.) 


| | 
с0$ п я пл 
Иен 


1 


и (исключая случай 0 =0, т. е. 2г=1) сходится [385, 2)], но неабсо- 
ЛЮТНо. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если коэффициенты степенного ряда — вещественные 
числа (как в приведенных примерах), то ясно, что радиус А «круга схо- 
димости» на комплексной плоскости совпадает с прежним радиусом ‹про- 
межутка сходимости» на вещественной оси. 

Перечислим теперь дальнейшие теоремы о степенных рядах, которые 
переносятся на комплексные степенные ряды. 

Теоремы 15 и 2° п® 437 сохраняются полностью, так что внутри круга 
сходимости сумма степенного ряда (1) является непрерывной функ- 
цией от 2. 

Что же касается теоремы Абеля [437, 6°], то теперь мы изложим ее 
в такой форме: 

Если ряд (1) сходится в некоторой точке гу окружности |2 | = А, 
то при приближении точки г к точке 2% изнутри вдоль по радиусу 


имеем. | 
[Ф®) ©.) 
ПИ № 6.2" = № 650 * 
2> 2 п=0 п=0 


В частном случае, когда го = А, можно считать, что г = есть вец>- 
ственная положительная переменная, и доказываемое равенство представится 
в виде 


оо ОО, 
1 р АР ра свЮП. 
у -> ИВ-0 п—=0 п 0 


* Можно доказать это равенство и при более общем законе приближе- 
ния 2к 2%, на чем мы, однако, не будем здесь останавливаться, 
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Если положить с = аи -+ вы, то оно распадается на такие два равенства: 


т У йа" == ро аи", т > дыр" == х „КП. 


г> 8-0 > В-0бп 


Так как ряды в правых частях сходятся, ввиду предположенной сходимости 
ряда | 


со 


Ус св К” = У (аи - 61). К", 


п=0 


то для доказательства этих равенств остается лишь сослаться на обычную 
теорему А беля. 

Переходя к общему случаю, обозначим через 65 аргумент числа 25. 
Тогда можно положить: 


2о = А (с0$ в 2151 6%), 2=7(с0$ в 19 4%), 


и подлежащее доказательству равенство напишется так: 


ФФ) ©.) 
Нт У, св (с0$ пб -- #- эп пб) г? = У) си (с03 пб - Е п ибо) К”. 
> В-0 по п-=0 


Если множители в скобках отнести к коэффициентам, то вопрос, очевидно, 
сведется к уже рассмотренному случаю. | 

Теперь (не ссылаясь на общую теорему о дифференцировании рядов) 
непосредственно докажем, что внутри круга сходимости степенной ряд 
можно дифференцировать почленно, т. е. если для |2|<Ю положить 


со Фе) 
7 (2) = У сиг", то Г’ (2) = № пси" -1. 
х п=0 п=1 


Прежде всего, отметим, что и радиус сходимости последнего ряда также 
есть А, в чем легко убедиться, например, с помощью теоремы Коши- 
Адамара. 

Остановимся на определенной точке 2%, | 2, | < Ю. Имеем: 


2 (2) — У (зо) у Е Вы у Е. О) 
п=1 


2 — го г — 20 
п=1 


Если взять р между |2. | и А, то можно считать и |2| < р; тогда 


ыз —2 —1 —1 
[св (2” + гг"... +25 )|<л- |6. |." : 
со ` 
Ряд р п |с.|р"-1 сходится, ибо р меньше А, который (как мы указали) 
1 : 


со 
служит радиусом сходимости и для ряда У, псиг"-!. В таком случае, при- 
1 
меняя признак Вейерштрасса, заключаем о равномерной сходимости 
ряда (2); в нем при 2-2, можно перейти к пределу почленно, что и 
приведет к требуемому результату. 
Отсюда уже вытекает, что предложения 8 и 9 п 438 также переносятся 
на комплексный случай без изменений. 
Таким образом, внутри круга сходимости сумма степенного ряда 
непрерывна вместе со всеми производными. Иными словами, если мы раз- 
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лагаем функцию в ряд по степеням г, то расстояние от начала до ближайшей 
к нему точки разрыва функции (или какой-либо ее производной) является 
естественной границей для радиуса сходимости этого разложения. 

В случае прогрессии 


1 
5 7 
ра — ...- (—1)”7гт- ... = 
такой точкой будет 2 = — 1; она лежит на вещественной оси, поэтому 
и раньше было ясно, что радиус сходимости разложения функции 1 
не может быть больше единицы. Иначе обстоит дело с прогрессией 
а 24 —... + (Пат... а В 
1 - г? 


Ее сумма терпит разрыв в точках г = 7 мнимой оси, на расстоянии 
единицы от начала; оставаясь на вещественной оси, вдоль ‘которой функция 


Г Непрерывна вместе со всеми производными, нельзя было уяснить себе, 
[ 
почему радиус сходимости ее разложения равен единице. 
Подобного рода примеры, когда переход в комплексную область помо- 
гает выяснить истинные причины тех или иных особенностей разложения 
вещественной функции от вещественной переменной, мы встретим и ниже. 
В заключение упомянем, что все правила действий над степенными 
рядами [445], теорема о подстановке ряда в ряд [446], о деленни рядов [448] 
и, наконец, об обращенни степенного ряда [451] сохраняют свою силу и здесь; 
доказательства, носящие формальный характер, в полной мере годятся и для 
комплексных степенных рядов. 
457. Показательная функция. Мы видели в 404 (11), что при произ- 
вольном вещественном х имеет место разложение 


х х? 3” 
© — — — — 
ее =1 5+... +2... 
Если заменить в этом ряде вещественную переменную х комплексной 


©.) 
© 27" 
переменной г = х-Р уг, то получится ряд 1 -|- ь т» про который мы уже 
1 
знаем [456], что он сходится, т. е. имеет определенную конечную сумму 
во всей плоскости комплексной переменной. Его сумму и принимают, 


по определению, за значение показательной функции её при любом 
комплексном г, т. е. полагают 


2" 
п! 


7 о 

= + -.- + а (3) 
Это определение, как мы видели, не противоречит обычному определению 
для случая вещественного показателя, и является естественным его обоб- 
щением. , 

Если воспользоваться правилом умножения степенных рядов, то, как и 
в 390, 6), легко убедиться, что при любых комплексных значениях ги 
=’ будет 

ее’ = е"+*', (4) 

так что это характерное свойство показательной функции 
оказывается соблюденным и в комплексной области. 
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Функция 62 непрерывна во всей плоскости, больше того — она имеет 
производные всех порядков; почленно дифференцируя определяющий ее ряд, 
получим Г 
(е*)’ = е?, 
как и раньше. 

Пусть г = х-{+ Ур, где хи у — вещественные числа; заменяя в (4) г на х, 
а г’ на у/, будем иметь И 

| 6? = 67.6. 


Займемся теперь 0с0бо степенью е! с чисто мнимым показателем. Если 
в основном определении (3) подставить у? вместо г, то получим 


и — о и 
в а Е 
21-1 


— 18 
- (—1) би Ру 1... 
или, отделяя вещественную часть от мнимой, 
и — из У” | 
е = (1 Е ++...) + 


2п-|-1 


уз п _У 


В этих рядах мы узнаем разложения созу и пу [404, (12) и (13)] и, таким 
образом, приходим к замечательной формуле 


©? = с0$ у [51 у, (5) 
которую впервые установил Эйлер; отсюда, например, 
| к. 3®, 
2 . т 2 ° 21$ 
еб = е’=—|1 ©” =-—1 @° =ы1| 


Итак, если г = х-|- у, то 


е2 — е® (с0о$ у 1 зу) *; (6) 
мы видим, что 
е? = ей @®) = |е*|, у=1[(2г) = Агв ее. 


Так как ех`>0 при любом вещественном х, то е? отлично от нуля 
при любом комплексном 2. 

Заменяя в (5) у на —у, путем сложения и вычитания обеих формул, 
получим соотношения 


ей -- е—' ей" — 
сов у = ———— 


оу, (7) 


выражающие тригонометрические функции от вещественного аргумента 
через показательные функции отчисто мнимых аргументов. Мы еще 
вернемся к этому замечательному факту ниже. 

Если в равенстве (6) заменить у на у--2п, то значение правой (а зна- 
чит, и левой) части равенства не изменится; иными словами, 


213 
2+2 — де, 


* Можно было бы положить и это равенство в основу определения по- 
казательной функции от комплексного аргумента; тогда (4) вытекало бы нз 
теорем сложения для косинуса и синуса. 
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и показательная функция оказывается периодической, с чисто 
мнимым периодом 211. 


Легко показать, что, кроме периодов вида 2Ак! (Ё — целое), других пе- 


риодов функция е2 иметь не может. В самом деле, если ©? 1“ —= е?, то (полагая 
2 =0) е® = |. Пусть, скажем, « = а -|- В, так что [см. (6)] е* (со$3 - {п 3) = 1; 
отсюда ©“ =] иа=0, а затем: созВ =1, $п 8 =0, следовательно, В = 2х, 
ч. и тр. д. 


аа 
Теперь лишь, когда мы знаем, что е=""? — 1, становится понятным, по- 


х ь 
чему разложение функции >= —1 8 степенной ряд [449 (12)] имеет радиус 


ь х 
сходимости 2п; хотя на вещественной оси у функции = | НТ 0со- 


бенностей, которые могли бы это мотивировать, но на мнимой оси есть точки, 
гле функция обращается в бесконечность, и ближайшими из них к началу 
как раз и будут точки г = 2], лежащие от него на расстоянии 2^. 

_В связи с обобщением показательной функции на случай любого ком- 
плексного показателя, вспомним 0б одной интересной функции, которую мы 
рассматривали в 138, 407: 

1 


де ® (< 0), (0) =0. 


Невозможность разложить ее по степеням х в какой бы то ни было окрест- 

ности нуля, несмотря на непрерывность самой функции со всеми произвол- 

нымн вдоль вещественной оси, включая точку х = 0, становится непосред- 

ственно очевидной при переходе к комплексной переменной г = х- у/. 
1 


= — 


© = 3 
Действительно, функция е ® (2520) при 2->0 не имеет даже предела, ибо, 
например, при приближении г к нулю вдоль мнимой оси, когда г = уё и у->0, 
будет: 
1 1 


1, 


е * =е” = 0. 


458. Логарифмическая функция. Возьмем любое комплексное число 1, 


отличное от (0, и поставим себе задачей найти число г, удовлетворяющее 
уравнению: 


©? = м 


(при м =0 это уравнение, как мы знаем, не имеет решений). Такое число 2 
называется (натуральным) логарифмом ш и обозначается символом 


2 = пи. | (3) 


Если 1 = (со$ 0 -|-/ 50) и положить 2 = х-- ур, то, ввиду (6), урав- 
исние (8) распадется на такие: 


е® =, созу = с0$0, пу = $10, 
откуда 
х= ши*, у=0- Ак (Е — целое). 


Мы приходим к заключению, что логарифм ш (при м = 0) всегда существует; 
он равен 
Сам = Ш [м | -- 2. Аг м = | № |-- 2. аге № -- 22 (9) 


———-—_ 


* Здесь имеется в виду обычный натуральный логарифм положитель- 
ного чысла г, 
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и, таким образом, оказывается многозначным. Впрочем, это легко было 
предвидеть, исходя из периодичности показательной функции. Взяв А = 0, 
получим так называемое главное значение логарифма: 


п = Ш | № | | 2. аг \, (10) 


которое характеризуется тем, что его мнимая составляющая содержится в про- 
межутке (— т, п]: 

—п< /[(шч) =^. 
Например, имеем 


101 =0, [11=2%^ё Ш(—1=л, Ш(— = О2А--П ль 


_ п ‚АВЕ 
= [п 2 5 


При переменном формула (10) выражает главную ветвь много- 
значно09й логарифмической функции [п м. Другие ветви получаются 
при различных целых значениях А по формуле 


[п = пи -Р 2Ал. 


Легко видеть, что функция (10) непрерывна на всей плоскости комплекс- 
ной переменной #, за исключением начальной точки и отрицательной части 
вещественной оси. Разрыв при % = 0 неустраним, ибо при % — 0, очевилно, 
п м — со. Иначе обстоит дело с отрицательными вещественными значениями 
#5 = < 0. Разрыв здесь создается, в некотором смысле, искусственно из-за 
нашего условия брать аг?' в промежутке (— т, ж]. Когда и = и -- 9 —> шо при 
и > 0, то агр и —> п = агв у, если же при этом и< 0, то аг; ш-—>=— мп. Если бы от 
главной ветви: п во второй четверти мы перешли к другой ветви: 
ши-- 2! — в третьей, то непрерывность была бы восстановлена. Таким 
образом, желая избегнуть многозначности и расчленяя многозначную функ- 
цию на однозначные ветви, мы тем самым для каждой отдельной ветви создаем 
разрывы. Наоборот, одна ветвь в другую переходит непрерывным образом. 
В этой связности различных ветвей многозначной функции и заключается 
замечательная особенность комплексной плоскости, не имеющая аналога 
в многозначных вещественных функциях, определенных на вещественной оси. 

По общей теореме о производной обратной функции, имеем (исключая 
точки разрыва) 

1 1 1 


(1) === —. {099 


—а—тр ИТ. Д. 


ь Заменив % на 1-щ, рассмотрим функцию г = Ш (1-- %).(щ == — 1). 
огда 


со 


со 
з в 
2 № (1+) _ > г —— ®_ 
е` = е =1+е=1+,,2., так что № = Г 
| ы 


Отсюда следует, что для достаточно малых (по абсолютной величине) значе- 
ний % функция г = т (1 №) разлагается в ряд по степеням чм: 


2= Ш -{ сои? -|- сю ... сии" -- 
Производная от этой функции по и представится рядом: 
По -Е “)] = 1- 2029 - Зем? ... - пелит-1-- 
в то же время, ввиду (11), она выразится и так: 


Пл (1 -- Г = в = Тю и — ... + (— 1) "1 
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Сравнивая эти два разложения, видим, что 
Я, Зее ыыы, Пн 


1 1 _1 1 
о, а, +. = (— 0", ... 


откуда 


Итак, окончательно, в окрестности нуля имеем разложение: 


0 _1 0” 
шт) = — + — ... + (—1)” а, (12) 
Легко проверить, что полученный ряд имеет радиус сходимости А =]. 
Мы видели, что при достаточно малых 2, его сумма будет главное зна- 
чение логарифма: 1п (1 -- &); будет ли это так и во всем круге | м |< 1? 
Так как ряд (12) формально удовлетворяет равенству 


10 из 
+5 - ... 
[2 =] —- 0, 


то они фактически ему удовлетворяет, покуда сходится. Таким обра- 
зом, во всем круге |%|< 1 сумма ряда (12) наверное представляет собой 
одно из значений [п (1 -- №); весь вопрос теперь в том, всегда ли это 
будет именно главное значение. 

Если | % |< 1, так что точка, изображающая число 1 -- и, лежит внутри 
круга радиуса 1, с центром в точке &=1, то агв (1-- “) лежит между 


_—5 и 57: ‚ другие значения Аг (1 -- и) лежат в промежутках 


_ 5т __ Зп (-5 _ 7 
(->. 5), 39: с), ... 


(5 бл [2 9х 

5. 5). (3. 5)... 

Мнимая составляющая суммы ряда (12) и есть Аг (1-Н ) [см. (9)]. Для’ 
достаточно малых %=и-- { она дает главное значение агй (1 -|- %&), 


у." к 
т.е. содержится между — 5 изу; в то же время, как непрерывная функция 


отцич, она не может перескочить в другие указанные промежутки, сле- 
довательно, при всех |1%|< | равна именно главному значению аг8 (1 -|- ®)). 
Этим доказано, что равенство (12) имеет место во всем круге |ш|< 1. 

Заменяя в (12) и на — м и вычитая полученный ряд из ряда (12), полу- 
чим полезное разложение *: 


1, 1% 0 п-т, 
Е о ЗИ ... а (13) 


которое годится для |Ш|< 1. 

459. Тригонометрические функции и им обратные. Мы знаем [404 (12) 
и (13)|, что при вещественном х функции с0$ х и яп х представляются 
. следующими рядами: 


хп г хп- 
хто, их Ут. 


_% Так как мнимая составляющая разности Шт (1 + и) — т (1 — м) лежит 
1% 
1-м. 


между — т и т, то эта разность дает именно главное значение п 
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Естественно функции с052 и 912 для любого комплексного г опре- 
делить с помощью аналогичных рядов: 


оо. со 
ь >21 ь 2>21-—1 
р —__ 1\®8_°__ ва — в-1 ОВ 
ны т, 2 2 сы.  @9 


сходящихся на всей плоскости переменной 2. 

Этот способ введения тригонометрических функций для нас уже не нов: 
в 443 мы воспользовались им даже в вещественной области (для того, чтобы 
обосновать эти важные для анализа функции без обращения к геометрии). 
Подражая проведенным там рассуждениям, можно было бы и здесь устано- 
вить для косинуса и синуса теоремы сложения, формулы приведения, свой- 
ство периодичности, а также правила дифференцирования их — но уже для 
комплексных значений независимой переменной. 

Впрочем те же результаты можно получить и другим путем, установив 
связь тригонометрических функций с показательной. Именно, при любом 
комплексном 2, обобщая сделанное в 457 для г = ур, можно вывести, что 


[ср (5)] 


а отсюда [ср. (7)] 


е- 2% — с0$ 2 + 1. $1 2, 


6211 е-2 е+ — е-5 
сое", чта= ———. (15) 

Эти формулы целиком сводят изучение тригонометрических функций к изу- 
чению показательной функции. [Их можно было бы положить в основу опре- 
деления тригонометрических функций вместо (14)]. Предлагаем читателю, 
исходя из формул (15), наново доказать упоминавшиеся выше свойства ко- 
синуса и синуса, а также установить, что 1) с0о$г2 и $п2 не имеют других 
пернодов, кроме 2т (Е — целое), и 2) что все корни этих функций веще- 
ственны. 

Если в (15) взят г = у? (у — вещественное), то найдем 

у у У е-И 

ее, ур 1 =. В у. (16) 
Таким образом устанавливается непосредственная связь между гипер- 
боличёскими функциями от вещественного аргумента и тригонометриче- 
скими — от чисто мнимого. Любопытно отметить, что с0$ у? есть веществен- 
ное число, всегда большее единицы. 

Теперь, воспользовавшись тгоремами сложения, можно написать, что 


0$ Уё == 


с0$ (х -- уй) = с05х - с0$ уё — зах. эт ув 

п (х - уг) = зах. с0$ уй-- созх . $ у 
или [во внимание к (16)] 

с0$ (х - уй) = созх. спу — 7. Зах. $В у, 

п (х-- уй) = зах. спу-- 1. созх . зп у, 


н тем разложить косинус и синус на их составляющие. 
Функции ги с! 2 определяются формулами 


$ г 1 ей—е-я 1 
тория (2*(#+5)"). 
052 _, ей -|- е-# 
хх ей —е-й 


(252 т), 


СЫ г = 


причем оказываются имеющими период тм. 
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Разложения, полученные в 449 для 1х и х. с вх, сохраняют свою силу 
и после подстановки комплексной переменной г на место вещественной х. 
Сходство разложений для х- се хи х. С! х становится совершенно поият- 
ным, если учесть получающиеся из (16) соотношения 


12 у =1{. Шу, св у = —{. су. 


Из функций, обратных тригонометрическим, мы остановимся на арктан- 
генсе и на арксинусе. 
Ввиду того, что тригонометрические функции приводятся к показатель- 
ной, естественно ждать, что обратные им окажутся связанными с логарифмом. 
Начнем с указания, что & =1{52г не принимает значения 1 (в этом 
легко убедиться, рассуждая от противного). Пусть и=- 1 тогда уравнение 
61 — р-и 1 е2>м— 1 


— ‚г 


ве=- 624 -|- = { е32з —- | 


может быть решено относительно 2: 
] 1-м 
Ай 


1 ш 
|1 — м’ - 2 1] — №71 


— 
— 


Таково выражение для обратной функции Агс№ и, очевидно, бесконечно 
многозначной, вместе с [п. 

Если для логарифма взять его главное значение, то получим главное 
значение арктангенса: 


1 м 
агс{0 № = т п о. 


(Ш = 0, 


которое характеризуется тем, что его вещественная часть содержится в про- 


уме (=. =). 
межутк —5,2): 


—5 <А(асш и) < 5. 


Остальные значения получаются по формуле 
Аг ® = агс!® м -- Кпк (& — целое). 
Заменив в ряде (13) ш на 11, придем к разложению для главной 


ветви арктангенса 


ага р # = м 3 -... - ( 1) ит оу 


которое действительно для | |< 1*. 
Обратимся, наконец, к решению уравнения 


относительно 2: 
6342 — 21. 22 —1=0, ей =щ- УТ — и, 
откуда 
| —_ 
2 = Агсят 1 = [п (ша Ут”) 


и здесь получаем бесконечно многозначную функцию. 


* При % = {1 функция агс1о м обращается в с. 
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Ограничимся для логарифма его главным значением: 
1 а. 
=- ш (1+ Ут —ч?). 


При и = -- 1 или — | радикал обращается 8 0, и мы получим, соответственно, 


у" у" 
2= э Или —-), что и примем за главное значение арксинуса. 
Пусть теперь ш-= -Е 1, и нам предстоит выбор из двух значений г. Оче- 
видно, 
(ш-- УТ — и?) (и— Ут =—1 
так что 


м у! — ая) + --т(и— 1 — 1?) = т, 
следовательно, и 
(ти (чи УГ =) + ^ (т п (в! — УГ) === 


в то время как мнимые части разнятся лишь знаками. Так как каждая из 
вещественных частей не выходит за пределы промежутка (— т, «|, то лишь 


2 
арксинуса принимаем за главное. Исключение представится лишь в слу- 


к и" 
одна из них будет содержаться между — — и 5` ; соответствующее значение 


к д 
чае, когда обе вещественные части равны 5 ИЛИ —э, тогда за главное 


принимается то значение, которому отвечает положительная мнимая часть *, 
С этой оговоркой можно сказать, что гл ное значение аркси- 
нуса определяется условием 


К" ия 
—> = А (агсзт и) = 5. 
Легко проверить, что остальные значения выразятся формулами: 
Агсзт и = ‘агсзт и -- 2т, 
Агсзт и = (28 -|- 1) к — агсзш м (Е — целое). 


В заключение, упомянем о разложении агсзт м по степеням №. В обла- 
сти вещественных переменных мы уже видели, что для ряда 


хзп-1 


хз п-1 
у=х—щ+... СО = 
[выражающего $1пх], о будет ряд 
— 1 1.3 у5 (2п — ТН у?” +1 
о арт и Е 


{выражающий агсут у; см. 440, 3)]. Так как и в случае комплексных пере- 
менных коэффициенты определяются совершенно одинаковым образом, то 
ясно, что в результате обращения ряда 


— 23 25 а 221-—1 
= ..о - (— 1) @в= т" 


* Например, агсуш 2 == 5 ит (2 У 3). 
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должен в Рад 
1.3 5 — Пи шп! 


1 (2п — Пн 
ие + И С ТО 


Его радиус сходимости К =1*; при |ш|< Тон дает одно из значений 
Агсзт и. Покажем, что это будет именно главное значение агсзш и. 
Действительно __ не превосходит 


1.31 би 1 т 
[211+ 9+4 Е, ТЫ Не 5 


откуда и вытекает требуемое заключение. 
460. Степенная функция. Пусть 24 и В будут два комплексных числа, 
из которых а = 0. Тогда общее определение степени аб будет такое 


ь о Тпа __ 26 (па+2Кт1) 


а =е (Е — целое), 


так что степень оказывается вообще многозначной. При А =0 полу- 
чается так называемое главное значение степени 


а8 — ео ша. 


Для отличия общее выражение степени, следуя Коши, иногда обозначают 
так: ((а))5. Таким образом 


( (2) )? = а0. е?*" (Е — целое). 


Если 6 равно целому числу, то второй множитель обращается в еди- 
ницу: в этом случае степень будет иметь лишь одно значение. Когда 6 есть 


несократимая рациональная дробь с (> 1), то степень будет иметь ровно 4 


различных значений. Наконец, при всяком другом значении 6 степень будет 
иметь бесконечное множество значений. 


Например, 

27 — 2112 — с0$ (п2) 1. зи (ш2), ((2))*=2.е-2" (в — целое), 
ПЕ —— ‚  Заит . 
д = #1 о — (ДУ =е а (Е — целое). 


Если т есть любое постоянное комплексное число, то степенная 
функция ( (г) )"* вообще многозначна. Ее главная ветвь есть (2 = 0) ** 


т 


2 п. а 2. 


— 6 
Из соотношения: 
(1 + 2)" = а ыы 


совершенно так же, как в п° 447, 2), можно получить биномиальный 
ряд 


па” те и. 


.П 


* При & = -Е 1 нарушается непрерывность производной арксинуса: 
У1— “2? | 
** Иногда при г =0 полагают 2" = 0, если А (т) > 0. 
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Этот ряд сходится при любом комплексном т, если |2 |< 1*, и воспроиз- 
водит, как видно из самого способа его получения, именно главное зна- 
чение степени бинома. Исследованием его занимался Абель. 

461. Примеры. В этом п? на нескольких примерах мы покажем, какие 
услуги оказывает вещественному анализу комплексная переменная и элемен- 
тарные функции от нее. 


1) Последовательные производные функции у = а легко вычи- 
сляются, если представить ее в виде: хе 1 
_ 1 1 1 
ОТ ЕО т): 
Именно, 


о —1 1 1 в 
О Е 
„сте ае-ао _ 


2 (| 1)” 
([—-1)"`ш— 1)! п(п— 1 (п — 2) ] 
а ли ...|. 
(хз 1)" 1.2.3 
РВ Е 
х- 1 - (х 1 


Одновременно, очевидно, получаются и последовательные производные 
функции агсюх [ср. 116, 8) и 118, 4)]. 

2) Формулы Эйлера, выражающие косинус и синус через показатель- 
ную функцию, могут быть многообразно использованы. Например, желая 


найти сжатое выражение для суммы 


можно свести дело просто к суммированию геометрической 
прогрессии: 


п : : . 
е?® — от) 72 — о(п+И а 


п. 
| | 
Я а и пит В и 
1 


1 1 
} 22 ал в (++ ) = т 2 -(п+-—) = 
А 1 ия 1 1 = 
=: —-— д > 2 ты —— 2 
@ — ее" е — 6 
1 ( (п+-> а (ина) 1 ( — 2} и. : 
15 и _ 
тЫ 1. 1 ге 
1 ( п 
д : 
о ("+ 5) х ] 
— 1 2" 
2 3 2х 


* При 2 = —1, если не сама степень (1 -- 2)", то достаточно далекие ее 
производные терпят разрыв; исключение представляет лишь случай, когда 
равно 0 или натуральному числу. 
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3) Целые положительные степени зшх и со3зх, а также произведения 
таких степеней можно представить линейными комбинациями синусов и 
косинусов кратных дуг. Выполнить это легко с помощью тех же формул 
Эйлера, развернув выражения 


657 — 2-2 \п ез е-м\п 
ты ‚ созпх = нивы я 


по биному Ньютона. Например, 
$15 Хх = =. (252% — 5е3 —- 10ех+ — 10ег-2 -- 5е-324$ — е—521) — 


652 — е-524 63% — е-38 е®{ — =) 
а 10—————_— 
21 ь И т 21 


= Е (5х — 5 п 3х -{ 19 5х); 


её - ей 4 Ге? — е-21 м 
о 21 = 


(©2291 ЕЕ е-227)3 (ея -- е-=1) = — 


&| — 


с054 х Ч? х = 


— ря 


— ре (26% — Зея -- Зе-25 — е-621) (её е- 27) = 


— я (2724 4 еб — Зе. — Зе {- Зе- 1 Зе-32 — е-52 — в-151) = 


=—а ($1 7х -- $15 — З зщ Зх — 3 9 х). 


Можно установить и общие формулы: 


(а) т ый Е | о52мх — 240$ (2—2) х + 


О оф х— ие 


сео. еО 1, 
2 1.2 
(6) пох СЫ { зп 1) х— Оп — 0+ 


2+2 
т 1.2 2 


(в) со? х = т т } с0$ пх -- п с0$ (п — 2) х-- 


п (2 — З)х-... + (—1 ОЕ вх}, 


7 сих + ве 


причем в формуле (в) последний член имеет вид; 


1 ее о, и ОЖ... @ 2) 


5‘ Т.2. ы Е абы сы 


смотря по тому, будет ли п= 2% или 2-1. 

Подобные преобразования выгодны при интегрировании [ср. 287]. 

4) На комплексные функции от вещественной или комплексной пере- 
менной распространяются простейшие формулы интегрального исчисления 
(относящиеся к разысканию первообразных). 


34% 
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Пусть требуется найти интегралы: 
| еах со; фх ах, Г еах $11 фх ах. 
Эта задача равносильна нахождению интеграла: 
[| саа (соз 6х | Е 3т 6х) 4х = Г © +02 | х, 


который — по элементарной формуле — равен 


1 раны)» — с03 рх 15 р рад — 
а-и -- а+-ы — 
_ @ 50$ 6х | фып вх РЕ СОНИ и | 
а? 6 а? Е 6? | 


Приравнивая порознь вещественные и мнимые, получим искомые интегралы 
[ср. 271, 6)]. 
Формулу для вычисления интеграла типа 


[ Р(х) - еа> 4х, 


где Р(х) — целый многочлен [271, 4)], можно распространить и на случай 
комплексного 4. Тогда к ней приведутся не только интегралы 


[Г Р (х) соз 6х ах, | Р(х) эт дх ах, 
но и интегралы 
| Р (х) еа® соз 6х ах, [ Р (х) еа® зп 6х ах 
[271, 4); 289]. 
5) Связь между логарифмической и обратными тригонометрическими 
функциями объединяет многие формулы интегрального исчисления, казавшиеся 


совершенно различными, и позволяет устанавливать новые формулы. Напрн- 
мер, интегралы 


а Е я ар 
2—4? 22а х-а х-- а? а а 


ах м ах х 
—_—_ = (Хх а? х2) И Й ———_ = агс п — 
] уму У : 


ИЛИ 


приводятся один к другому заменой х на 441. 

6) Отделяя вещественную и мнимую части в известных комплексных 
разложениях, можно иной раз просто получить интересные разложения 
в вещественной области. 

(а) Возьмем, при |2 |< 1, прогрессию 


[$] 

& 
= Ул 
1—2 

=1 


и положим 2 = (с0$ 0 | {п 0). Справа получим ряд 


[© ®) 
У, г" (соз пб -- 1 5 пб), 
п—1 
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а слева — выражение | 
г (с0$ 0 --1519) _ #0850 — 172 + гп 9 х 
(1 —^с0$ 0) — “310 1 — 2^с0$0 г? '1—2ис0$0 г? ` 


Приравнивая вещественные и мнимые составляющие в обеих частях равенства 
(и сокращая на г), придем к разложениям: 


со 
080 — У 
ее а гп-1с05 п0 
1 — 2/7 с0$ 0 - г? , 


п=1 
со 
зп 0 = У, н 
ТШ— Яо бий — 24” "МИ. 
п=1 
[Ср. 440, 11)]. 
6) Аналогично поступив с логарифмическим рядом: 


ши—2)=— У =- (121<1), 


П=1 


получим для Г |1 [ср. 440, 11)]: 


1 у с0$ пб 
— — и — — 
511 (1 2г с0з 0 -- г?) гп , 


П=1 


со 
гп 0 \ $1п 19 
РОН ® 
РУ РА п 


п=1 
Пусть 0< 0 = л; так как при г=1 ряды справа продолжают сходиться 


[385, 2)], то можно, воспользовавшись теоремой Абеля [437, 6°], перейти 
здесь к пределу при г->1— 0. Слева получим в первом случае: 


5. т (2 —2с0$ 0) = ш2 зи ‚а во втором: агсёе (85) — агс1ю (в - . `) = 
= . Итак, имеем: 
0 < 9 0 — 
\\ со п п — п п 
25 У, Ре, ТИ (06а). 


п=1 п=1 


[В третьем томе курса мы встретимся со многими замечательными 
тригонометрическими разложениями]. 


7) В п° 447, 8) мы имели разложение 


©) 
1 
ЕН | УР х ‚ а, 
У1— бах а? Е в ( ) 
в=1 
где Р‚„(х)— многочлены Лежандра. Изменяя х между —1 и +1, 


положим здесь х == со$ 6: 
1 ФФ) 
(1 — 2а с05 0 -- а?) *=1-- УР, (с0$ 0) - ап, 


п=1 
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Заменим теперь 2с0$0 на е#--е-%; мы получим 
1 1 


(1 — 2 с0$ 0 -- а?) 2 = [1 — а (ей --е-М) а? 2 = 
1 1 


1.3 | 
= (1 + уе {балет ка +5 ае-й Ч рале-в 


Перемножив эти два ряда по обычному правилу и приравняв коэффициенты 
при а? в обоих разложениях, мы придем к выражению для Р» (со$ 9): 


21 — ПН (2п— 3)! 1 -1 —(п- 0: 

Р 9 — 27 — ОВ ви —п9 | п-й _ (п-1)й 

в (с0$ 8) В т") Торо ’Э (е а. Е 
2—5) 1-3, (п—2); а 
а ана" не и-9®) |... 


Скобки теперь можно заменить последовательно на 2 с0$ 110, 2 соз (п— 1) 0, 
2 со$ (п —2)0 и т. д. Так как все коэффициенты здесь положительны, то 
совершенно очевидно, что наибольшего значения это выражение достигнет 
при 0 =0, т. е. при х = с0$0 =1. Таким образом, воспользовавшись сооб- 
ражениями из области функций комплексной переменной, мы нашли 
интересный результат, всецело относящийся к вещественной области: при 
изменении х в промежутке [—1, 1] все многочлены Лежандра 
6в0его наибольшего значения достигают на конце х =1. 


$ 6. Обвертывающие и асимптотические ряды. 
Формула Эйлера — Маклорена 


462. Примеры. В $ 9 предыдущей главы мы познакомили читателя 
с некоторыми важнейшими определениями ‹обобщенной суммы» для расхо- 
дящихся рядов, причем сами частичные суммы ряда всего менее 
были пригодны для приближенного вычисления такой «суммы». Сейчас мы 
вновь займемся расходящимися рядами, но совсем в другом плане: мы по- 
кажем, что при наличии определенных условий и в извест- 
ных границах именно частичные суммы расходящегося ряда 
могут служить превосходными приближениями для числа, в том или ином 
смысле ‹породившего» этот ряд. Для того, чтобы читатель ощутил наперед 
практическую важность применения расходящихся рядов в приближенных 
вычислениях, достаточно упомянуть о том, что этим методом привычно 
пользуются астрономы для предвычисления положения небесных тел, причем 
точность получаемых результатов оказывается вполне удовлетворительной. 

‚ Мы постараемся сначала выяснить нужные нам идеи на двух простых 
примерах. 

1) Рассмотрим логарифмический ряд 


Хх? ХЗ | _1хв. хХП-1 
ео... 0 


п 

Хорошо известно [405], что этот ряд сходится и представляет функцию 
(1-х) лишь для —1« х=1. Вне этого промежутка (например, для 
х`>1) ряд будет расходящимся и лишен суммы. Однако и для значе- 
ний х›>1 функция п (1-- х) продолжает быть связанной с отрезками этого 
расходящегося ряда, ибо, по формуле Тейлора, 


2 3 . ъ 
О и и 
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где «дополнительный член» г„(х) может быть взят, скажем, в форме 
Лагранжа [126] 


не 1 1 8-1 
С рае а т (08, < 1. 


Оказывается, что дополнительный член абсолютно меньше первого: 
отбрасываемого члена ряда и имеет одинаковый с ним знак (как и в слу- 
чае сходящегося ряда лейбницевского типа!). Итак, если заменить значение 
ш (1-х), при х > 1, отрезком расходящегося ряда (1), то мы имеем удобную. 
оценку погрешности (и даже знаем ее знак). Этого достаточно для того, 
чтобы можно было воспользоваться ыы отрезком для при- 
ближенного вычисления числа ШИ- Хх) 

Конечно, при О х = 1, с возрастанием п до бесконечности погрешность. 
стремится к 0, а при заданном п, но х-»0, будем иметь даже 


Ги (Х) 
хъ 


гв (Хх) = 


—>0, т.е. ги (х) = 0 (х”), 


т. е. погрешность будет, по сравнению с сх, бесконечно малой тем более 
высокого порядка, чем больше п. При любом фиксированном х>1 
оценочный член сам растет до бесконечности с возрастанием п, и не может 
быть речи о том, чтобы — для данного х — за счет п сделать погрешность 
произвольно малой. Однако, как показывает сама: оценка 


ХП-А 
Гв (Хх о 
п ( )1< п-- 1 
при х» достаточно близком к 1, все же можно сделать погрешность. 
произвольно малой Если х фиксировано, но близко к 1, то члены. 
ряда (1), даже при х›>1, будут сначала убывать по абсолютной величине 
именно, покуда отношение | 


хп+1 хп п 1 
ТО В бы Т, 


а затем лишь начнут возрастать. Выгоднее всего оборвать ряд на члене 


с номером п=Е : так — при данном х — получается наилучшее: 


х—1 
приближение для числа ш (1-х). 

В изложенном примере рассматриваемый ряд (1) все же для —1<х 1 
был сходящимся. Второй пример поучительнее в том отношении, что здесь 
рассматривается постоянно расходящийся ряд. 

2) Положим теперь (для х`> 0) 


ты К 
о УХ Е. 


К=1 
где 0<с< 1 (ряд сходится!) 
При < х имеем 


если же Ах, то этот ряд расходится. Тем не менее, формально под- 


ставив это разложение в ряд, определяющий функцию Р(х), объединим 
подобные члены и получим таким путем ряд 


а А О (2). 
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где 


®®) 
Ав = (— Ве. №2 вП- 10. 
Е=Е 


Легко убедиться, что ряды, определяющие коэффициенты АД» все схо- 
дятся. Но предшествующий ряд явно расходится, ибо 


А» 


пп-кп 
хо | о 


| Ав | >= пп-6" и — 


хх 


а последнее выражение при п -» со стремится к сю. 
Для написанного расходящегося ряда (2) п-ый отрезок будет: 


ъ со п со 
А, я — 11-1 рп у 
Зоо = У У 
э=1 


=1 К =1 Е=1 


так что «дополнительный член» 


—_ —_ ПЕР, АПСЁ 
то (9) = Ро) — $, (9) = 1" У ры. 
К=1 
И здесь имеем 
< 1 А 
тет У ее. идя 00. 


Е=1 


Снова налицо привычная особенность ряда лейбницевского типа, хотя рас- 
сматриваемый ряд и расходится. Конечно, приближенно приравнивая 
Е(х) частичной сумме 5» (х) этого расходящегося ряда, при фиксиро- 
ванном х, заведомо нельзя получить произвольную точность, 
но можно добиться любой точности при достаточно боль- 
шом х. Для рассматриваемого случая сохраняет силу замечание о том, что 
наращивание числа сохраняемых членов выгодно (в смысле увеличения 
точности) лишь до тех пор, пока члены по абсолютной величине убывают, 
Ап+1 


А, ой 


Очевидно, при фиксированном п, дополнительный член г» (х) стремится 
к 0, если х- со. Более того, так как при этом 


т. е. 


9 Ат. 1 => 0 
Х , 


то 


гв (Х) = (=). (3) 


так что ги (х) оказывается бесконечно малой выше п-го по- 
рядка. Чем больше членов расходящегося ряда (2) мы удерживаем, для 
приближенного представления функции Е (х), тем более высокого порядка 
малости, при х-> со, можно ждать от погрешности этого приближения! 
463. Определения. Перейдем теперь к общим формулировкам и опре- 
делениям. 
Пусть дан числовой ряд 


У = м - а, -- + ... а -Н @и+1 |... (4) 
0 
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(а) Если его частичные суммы поочередно то меньше, то больше 
некоторого числа А, т. е. если дополнительный член, опре- 
деляемый формулой 


А=а а... авг, (5) 


оказывается знакопеременным, то говорят, что ряд (4) обвер- 
тывает число А. 
Простое равенство 


Г = @в+1-- Гл-+т 


делает очевидным, что это определение равносильно такому: 

(6) Ряд (4) называется обвертывающим число А, если, во- 
первых, этот ряд —знакопеременный и, во-вторых, дополнитель- 
ный член г» формулы (5) меньше числа а,-1 по абсолютной величине и 
имеет одинаковый с ним знак *. 

В предыдущем п’ мы уже имели дело с такими рядами: ряд (1) явно 
был обвертывающим для ш (1 -- х) (при любом х > 0), а ряд (2) — обверты- 
вающим для функции А(х), определенной в 2) (тоже при х > 0). 

Заметим, что в случае расходимости ряда (4) он может одновременно 
обвертывать и бесконечное множество чисел А. Например, ряд 


о о 


с частичиыми суммами 1, —1,1 -11... 
из чисел промежутка (—1, 1). 

Свойство обвертывающего ряда, сформулированное в определении (6), 
часто делает его ценным средством для приближенного вычисления числа А, 
но само собою ясно, что далеко не всякий ряд, обвертывающий число А, 
может служить для этой цели. 

Пусть, вместо ряда (4) с постоянными членами и числа А, имеем 
функциональный ряд 


очевидно, обертывает каждо> 


ы 


У а (4) = 4% (2) а1 (+... + (о Ра +... = © 
0 


и некую функцию А (х), причем все функции а, (х) и А (х) заданы в одной 


и той же области .4. Только что приведенные определения числового ряда 
обвертывающего данное число, естественно распространяются и на случай 
функционального ряда, обвертывающего данную функцию. Не останавливаясь 
на этом, мы дадим новое определение, относящееся специально к случаю, 
когда члены ряда, подобно (6), содержат еще параметр х, область измене- 


ния которого .4” имеет в качестве точки сгущения конечное или бесконечное 
число «. Как всегда, дополнительный член г„(х) определим равенством 


А (х) = а (х) а! (х)-- ... + ав (х) - гь (Хх). 


(в) Ряд (6) называется асимптотическим разложением 
вблизи х=о функции А(х), если, при любом фиксированном п 


‚Ги (Х) Е 
Пт о = 0#*, 7 
д = ш@п (Х) (р 


* Мы сохраним термин ‹обвертывающий» и в том случае, если пред- 
положенное в определении выполняется лишь для достаточно больших п 
(скажем, для п == по > 1). 

** При этом, естественно, предполагается, что а„(х) отличны от 0 
(по крайней мсре, для х, достаточно близких к о). 
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Этот факт записывается так: 


А (х) > 4% (х) -- 41 (х)-- ... Нав (х)-+ ... 


Ввиду 
ы Гп (х) = ав+1 (Х) Е Ги-+1 (Х) 
гп (Х) авы. | тва] 
аи (х) ап (х) @п+1 (Х)1’ 
как следствие из (7), получается, что 


@ав+1(Х) _ | 
о — 


Легко доказывается такое утверкдение: 


Если ряд (6) обвертывает функцию А(х), причем выполняется (8), 
то названный ряд служит и асимптотическим разложением функ- 
ции А(х) вблизи х =. 

Действительно, имеем 


[ии (х) 1 = [@в+1 (Хх) |, 
так что 
гп (Хх) ата (Х) 
ап (х) ав (х) 


Тогда из предположения (8) непосредственно вытекает (7). 
` Оба ряда (1) и (2), приведенные выше в виде примеров, служат асим- 
птотическими разложениями соответствующих функций, первый — вблизи 
Хх = 0, а второй — вблизи х == сю. 

В последующем изложении нам, как правило, предстоит иметь 
дело с асимптотическими разложениями вида 


= 


х 


ла а а а 
Асю Ут ера... +... (9) 
п=о 


вблизи х = оо. Напомним, что смысл написанного соотношения состоит лишь 
в том, что, как бы ни было фиксировано п, всегда 


или — подробнее 


И [Аш в |= я (10) 


х-> © 


Таким образом, для «больших» х имеет место приближенная формула 
@п 


А-а +... +, 


‹качество» которой характеризуется равенством (10). 
Если переписать это равенство так: 


Шт [Аша ... АЕ а», (10°) 


2 -—> © 


то станет ясна единственность асимптотического разложения, вида (9), 
функции А(х),— конечно, в предположении, что она вообще допускает такое 
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разложение. По формуле (10*) все коэффициенты а, последовательно 
определяются вполне однозначно! 

Обратное утверждение, однако, неверно: различные функции могут 
иметь одно и то же асимптотическое разложение. Например, известно, что 
е-%. хп>0 при х-—`оо; поэтому, очевидно, все функции вида А (х) + С.е-® 
будут иметь то же асимптотическое разложение, что и функция А (х). 

ЗАМЕЧАНИЕ. Иногда для удобства мы будем писать 


Яап 


В (2) 29 (++). У" 
п=0 


И 
хп 


где В (х), $ (х) и ф(х) — функции, определенные в .47, разумея под этим, что 


В (0—5 4 
$ (2) на ты 


464. Основные свойства асимптотических разложений. Говоря об 
‹асимптотических разложениях», мы здесь и впредь разумеем разложения 
вида (9) *. Все рассматриваемые функции предполагаются определенными 


в области .47 с точкой сгущения -|- с®. 


1°, Если 
х а к Ь 
А (х) о У, =., В (х) Я, (11) 
п=0 п=0 
то, очевидно, и 
аи в 
А (х) + В (х) "=, 


п=0 


т. е асимптотические разложения можно складывать и вычитать. 
почленно. 


2°. Покажем теперь, что асимптотическое разложение произведения 
А (х).В(х) может быть получено путем формального умножения — 
по «правилу Кош и» — разложений (11). 

Имеем, при любом п, 


а а а 1 
А (х) = @ а: ... + +0(-т) 
н 
|, |, [и 1 
Вы ++... +58 +0(5м). 
Перемножая, получим: 


АВ то... о (м). 


где 


т 
Ст = У, бт 
$=0 


* Теория таких разложений была развита Пуанкаре (Непг! Ро!псагё), 
который дал важные приложения их как в теории дифференциальных урав- 
нений, так и в небесной механике, 


540 ГЛ. ХИП. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ [464 


Это и равносильно утверждению 


А(%). В (4) У 7". 


п=0 


которое подлежало доказательству. 
Если отождествить В (х) с А(х), то получим асимптотическое разложе- 
ние для квадрата: [А (х)]?. Так же может быть получено асимптотическое 


разложение для функции [А (х)]", где т — любое натуральное число. 
37. Далее, пусть дана некоторая функция Е(у), аналитическая в точке 
у =0, т. е. разлагающаяся в окрестности этой точки в степеиной ряд: 


Р(у)= У ув --Ну-- ву... вый... 


т=0 


Кроме нее рассмотрим функцию А(.х), допускающую асимптотическое раз- 
ложение без свободного члена: 


АА + а (12) 


так что А (х) > 0 при х -» с®. В таком случае, по крайней мере для доста- 
точно больших х, сложная функция : 


Р(А(х)) = — Вт [А (х)]" 


имеет смысл. 
Функция Р(А(х)) тоже допускает асимптотическое разложение, 
которое может быть получено из предыдущего разложения, если вместо 


каждой степени [А(х)|" подставить ее асимптотическое разложение и 
формально выполнить приведение подобных членов. [ср. 446!]. 

Заметим, прежде всего, что в окрестности точки у =0 функция Р (у) 
имеет непрерывную (а следовательно — ограниченную), производную, и для 


любых двух точек этой окрестности, у и у, будет выполняться неравенство 
18 (0) —20)1=2.1у—у| — (Ё= соп&). 


Обозначим п-й отрезок ряда (12) через А„ (х): 


Я 


Ао +... +5 


хп ° 
При фиксированном п, для достаточно больших х, обе функции А(х) 
и А„(х) попадут в упомянутую только что окрестность, так что 
|" [Р (А (х) ) — Р(Ав (%) )] | = 2. ТА (%) — Ав (х) |= хи [7 (х) 1-0 


при х -> ©®, и 


РА) = Рь +0 ( © 


хн 
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С другой стороны, на основании известной нам теоремы п° 446, для доста- 
точно больших х: 


Е (Ав) = + Увы (4, "= 


т=1 
В в.а Ва:  Вназ - 2вала, -- Вза! 
а Иа. г а. 
а 1\. 
(1 


ввиду предыдущего соотношения такое же равенство может быть написано 
для Р(А(х)), что и доказывает справедливость асимптотического 


разложения р 
РА ее, 
зе ны ВИ — у не Не | ее 


хз д” 


о котором была речь. 
Например, если взять 


ре В У”. 

в =е=1+ Уж, 
7 =1 

то окажется, что 


2 3 
а а а 1 а 2а,а а 1 
А (2) с 1 2 | 3 Гы 1 
ь : Е 21 а .. 


Интересным приложением этой теоремы о подстановке ряда в ряд 
является [как и в случае сходящихся степенных рядов, 448] деление асимп- 
тотических разложений функций В(х) и А(х), в предположении, что 
свободный член 4 второго из них отличен от нуля. Так как, по сравнению 
< п° 448, здесь не приходится привлекать никаких новых идей, мы не будем 
на этом останавливаться. 

4°. Обратимся к интегрированию асимптотического разложення. 

Пусть функция А (х) непрерывна в промежутке „4? = [а, - со) и допу- 
скает асимптотическое разложение 


а 43 
ЕЕ ... —- ...у (13) 
начинающееся членом, содержащим — Гогда для этой 


х? ° 
функции существует конечный интеграл от любого х>а до -- со *, и 


* Напомним [см. стр. 284], что интегралом функции /(х) от а до -- © 
называется предел 


оо А 
4х = 1 
] Л(х) ах рый ло 4х. 
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этот интеграл (как функция от х) в свою очередь имеет асимптоти- 
ческое разложение 


п 


те в „1 
Г лсоах о р -- о; и а» ЕЕ еж (14) 
НЯ 


которое из (13) формально получается почленным интегриро- 
ванием. 
Действительно, полагая 


дно = УК, = А Ан) 


при произвольно взятом = ->0 и любом фиксированном п, для достаточно 
больших х будем иметь 


ПР. [ ив (х) |< =. (15) 
Если Хх, то 

х ее х 
Г лодах= ль дая+ | тодая= 
НЙ 2 н 

х 

= и: ) + гь (х) ах 
= Е ЕТ ъ ь 

м1 \х о. ы . 


При Х -» со, получим 


со 
Ы аа 1 аз \ @ъ 
] Пато НР 51° —- —=Г—{^Ал-1(х), @6) 
т : 
где 
Хх со 
Юи-1(х) = т Г" (х) ах = Г» (х) ах. 
Х-> о 
НЯ НЯ 
Так как, в силу для достаточно больших х, 
х Хх 
ах 1 1 
| п-сдах < лен ян) 
НЫ ` : 


то, переходя к пределу при Х -> со, будем иметь (для указанных х) 


1-1 (2) 1-Е, 


так что | 
Нт х8-1Ю-1(х) =0 
4 -> © 


а это, вместе с равенством (16), и доказывает справедливость асимптотн- 
ческого разложения (14). 
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Можно показать, что наличие в асимптотическом разложении функ- 
а 
ции А(х) члена = (при 41 = 0) сделало бы невозможным существование 


конечного интеграла для этой функции от х до - сю. [См. ниже 474]. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Любопытно отметить, что формальное почленное диф- 
ференцирование асимптотического разложения, ‚вообще говоря, недо- 
пустимо. Для примера рассмотрим функцию Р(х) =е-= эп е®. Так как, при 
любом п, 

ит АР(х)- хп =0, 
2- с 

то Р(х) 20, т. е. асимптотическое разложение функции Р(х) состоит 
из нулей. Между тем для производной РЁ” (х) =е-® эп е® -|- с05 е® такое 


разложение вообще невозможно, ибо не существует даже предела Шт Р”(х). 
хх > со 


465. Вывод формулы Эйлера — Маклорена. Эта формула играет важ- 
ную роль в анализе; в частности, ею нередко пользуются для получения 
конкретных обвертывающих и асимптотических разложений. Мы дадим се 
вывод и укажем приложення. 

‚ Будем исходить из формулы Тейлора с дополнительным членом 
в форме определенного интеграла [318]: * 

т 
Або) = Го В) — Усков" (кои у Е о 


где дополнительный член 
Ро-+ В 


гы т в / УЕ (2) ЕВ 1)" пе Дн (Хо  #й —2). — 4. 


Фо 


Возь\ем здесь, вместо /, поочередно функции 


1 у , р” _2 $—9 
т хо ав, Л(х), ВУ’ (х), ВТ” (х), ..., В"? 7-9 (х), 
одновременно заменяя 2 соответственно на 
т т—1т—2, т—3З,..., [. 
Мы получим систему т равенств: 
2 -+В 


ж] г) ау (хо-Но- Л (код еле (жо)-Е.. НА д 
АЛ (хо) = ву (хода Л" (жд. че г Ито (жи 
й АТ” (хо) = 1?" (хо)-.. Я ИУ (хора 


® . ® ® ® ® ® ° . ® ® . ® ® ® ® ® ‚ . . . . ‚ . . ® ® ° ° . ` * . ® ® 


* Мы здесь и впредь, не оговаривая этого специально, всегда пред- 
полагаем существование и непрерывность всех упоминаемых производных. 


7—1 
И. ие. (о) -ЕРт-—1 Ат-1 
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Исключим из этой системы все производные в правых частях; для этого 
сложим почленно первое равенство со всеми остальными, умноженными 
соответственно на числа А:, Ао,..., Аж_т, Которые мы выберем так, чтобы 
было 


и ран 
2 т 2 2) 


Е Ра = 5] Аз... Ат: =0 


В результате найдем: 
2+ В 
Л (хо) = т] Л (2) аЕ-- А1 АЛ (хо) | Ай АЛ” (хо) ... 
о 


А (18) 
где 


Г = — Ро — 161 — 4208 — ... и. 
В 
1 р т 
=) (А — 2): ее 1 ее (т ПЕ —_-+ 
. 122 т-2 


и а ме 


или — короче — 


в 
г=-Т | щ-+в-Э Фт (2) 42, 09 
$ 
где положено 
йг т—1 ТЕ Е А рт-1 19 
Чт (2) = = А, (т — (т— 1 И (тр а Е т-1 . г. ( ) 


Очевидно, из системы линейных уравнений (17) коэффициенты А1, Ао,. 
... Аж-1 Однозначно определяются один за другим, и притом неза- 
висимо от выбора функции { и чисел ху и й. Впрочем, эти коэффициенты 


х 
нам уже известны — это коэффициенты м разложения -„— по степе- 
ням х [449 (12)]. Действительно, если вспомнить символические уравнения: 
(В-1"— 8 =0, 
р удовлетворяют числа 8, то легко убедиться в том, что именно 
числа -ы: и будут решениями уравнений (17). Из сказанного о числах 3, 
в п° 449 явствует что 
В1 1 Вар- 1 
АНН ев 1 
А! = и > 5, Азр- —1 = (@р— ТУ! О для р> 
В (20) 
2р —1 р 
Аз = = (— 1)? 
= Ору = @Ру 


где Вр есть р-ое число Бернулли. 
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Пусть функция /(х) рассматривается в конечном промежутке [а, 8]; 
— а 
положим А = ГАО п — натуральное число, и, взяв за ху поочередно 


числа 
а ар а-21,..., а (п 1)й=Ь— 1, 


для каждого промежутка [а- (1—1) 1, а 1] (1=12,..., п) в отдель- 
ности напишем равенство типа (18), с дополнительным членом (18*), и все 
эти равенства почленно сложим. Мы получим: 


п ь и 
Ула-тю=У лю -т [ак лил® + 


1=1 й 
-- Ао [Л (6) — Л’ (а... + Ав” [т (5) — 7®-9 (а)] | В, (21) 


где дополнительный член 


п Г 
к=—-- У, авы 
$=10 
ь в 
=-тУ [ле -ды т) 


Эта формула и есть формула Эйлера— Маклорена, и притом — 
с дополнительным членом (которого авторы ее, разумеется, не писали). 
Числу т можно давать различные значения, начиная с 2. 

466. Исследование дополнительного члена. Сначала сделаем некото- 
рые замечания относительно функций $ (2). 

Прежде всего, дифференцируя (19), получаем: 


% (г) — Яъ-1 (2) -- Ат_ 1", (22) 
Далее, каково бы ни было т =2, имеем 
Фт (0) =0, фт (№) = 0. (23) 


Первое ясно по самому виду многочлена ф (2) [см. (19)], а второе следует 
из последнего равенства системы (17). | 

Докажем теперь такое утверждение: функция чак(г) (четного 
порядка) не может принимать в промежутке [0, #й] какое-либо зна- 
чение больше двух раз. Допустим противное; тогда ее производная [см. (23)] 


/ 
Фок (2) = %5,_1:(2) (ведь А», _ 1 = 0!), кроме концов промежутка [0, 1), обраща- 
лась бы внутри промежутка в 0 — по теореме Ролля — не менее двух раз. 
’ 24 — 5 
В таком случае производная фе, _1 (2) ЕЕ Фок_› (2) | Аз, _›й”-? — по той же 
теореме — должна была бы обращаться в 0 внутри промежутка [0, й] не 
менее трех раз, т. е. функция Фок. (2) принимала бы внутри этого проме- 


жутка одно и то же значение: — Ак_.й?"-? не менее трех раз. Так, посте- 
пенно понижая порядок функции фох на две единицы, мы пришли бы к заклю- 
чению, что функция фо (2) = > 22 — 5 (квадратичный двучлен) прини- 
мает некоторое значение не менее трех раз, что невозможно! Этим наше 
утверждение доказано. 

Из него вытекает такое важное следствие: функция ок (2) сохра-_ 
няет знак в промежутке (0, В), ибо, обращаясь в 0 на концах проме- 
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жутка [(23)], она внутри промежутка больше уже в 0 обратиться не может. 
Легко установить, какой именно знак сохраняет функция ох (2): для малых 
значений 2 (а, значит, и повсюду между 0 и #Ё) этот многочлен имеет 


знак младшего члена До ой?" 22? (Аз,-1= 0), т. е. — так как Аор-о== 
— (1? Вь-1 
\2 — 2)! 

Таким образом, две последовательные функции четного порядка, 
Фор (2) И Фок-.о (2), сохраняют — каждая — определенный знак в (0, В), но 
знаки их противоположны! Это замечание нам сейчас понадобится. 

Возвращаясь к дополнительному члену РА, будем считать теперь т чет- 
ным числом, т = 2, и предположим на этот раз, что производные Г) (2) 
и 72+?) (2) в промежутке [а, 6] обе положительны или обе отрица- 
тельны. | 

Из выражения для А, дважды интегрируя по частям, с учетом (22) и (23) 
последовательно получаем: 


— знак (— 1)^. 


Ь р 
1 
к=--- У Г взь(еуе («НВ —2г)аг= 
0 


а 
й 


ь 
1 5 т 
-ТУ (дым ие) ива 
а 


0 


р 
—: я Анк У [7-9 (в) — 1819 (х)] — 


ь ГЕ) 
1%“ 
СВ 2 ] фак (2) ЛО" (х--в— 2) 42 = 
а 0 


г Дов"! [42*-9 (5) вре (а)] а 


п 
1 
№ 2 ] фак ча (2) АИ (х-й— 2) 4 = 
ао 


— Дов?" 1 [12-5 (6) в. (а)| и 
й 


| 
1 
=» ] ыы ив 94 
а 


0 


Так как подчеркнутые суммы интегралов в силу сделанных предположений 
имеют противоположные знаки, то первая из них имеет тот же 
знак, что ц выражение 


2—1 (К -—1 2—1 
АТИ (6) — Ри (а)] 
и меньше его по абсолютной величине. Таким образом, окончательно 


В = Кок = 0. Азьй" [УТ (5) — 1 (а) 


—=0. (1-1 ОИ У (6) — 7 (д) 


(0(<9<1. (2) 


467] $ 6. ОБВЕРТЫВАЮЩИЕ И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЯДЫ 547 


Если предположить теперь, что все производные УСК) (2) четного по- 
рядка сохраняют в промежутке [а, 6] один и тот же знак, и написать, 
вместо конечной формулы (21), бесконечный ряд — учитывая вдобавок зна- 
чения (20) коэффициентов Аж, — то получится бесконечный ряд Эйлера-— 
Маклорена: 


Ь ь 
Улеоет [еда Тиле 9-й = 


9 ви + ... + 
РН ое ы 
и = 2-3 [ЛеК-3) (6) — 7-3 (а)] -|- 
О-о-о... (24) 


Этот ряд, вообще говоря, расходится (так что знак = поставлен здесь 

условно!). В силу сделанных предположений, он — по крайней мере, начиная 

с третьего члена — оказывается знакопеременным. Учитывая еще (21*), 
ь 


можно сказать, что написанный ряд обвертывает сумму У, Л(х), стоя- 


а 
Ь 


1 е 
щую слева. Если переставить эту сумму и интеграл г 1 (х)ах, изменив 


[#1 
при этом знаки всех прочих членов на обратные, то получится ряд, обвер- 
тывающий названный интеграл. 
Частичные суммы этих рядов позволяют иной раз с большой точностью 


6 
ь э 
вычислять сумму ра. зная интеграл, или интеграл + ‚ зная сумму. Ко- 
а 


а 
нечно, в0 всем этом основную роль играет тот факт, что нам на- 
перед известна оценка дополнительного члена! 
467. Примеры вычислений с помощью формулы Эйлера — Макло- 
рена. 1) Поставим себе задачей найти приближениое значение суммы 900 (!) 
слагаемых 


4=995 1050 
аа 
1 — ры 
$=100 100 
положив / (г) = _ ‚ а = 100, $ == 1009, А =1. Так как 
, Ию | и ы^ 2 и Е 6 АУ —. 24 у _ 120 
Г ==, Л (2) = 5, Л (2) = 24’ 7 (2) = 5, 1 А 
и, вообще, р 
5 
ПРА) = кн, 


то условия на счет производных четного порядка соблюдены. 


35° 


[467 
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Мы продолжим разложение до члена, содержащего ]””, так что в до- 
этом случае формула Эйлера— 


полнительный член выйдет уже у 


Маклорена дает: 
1000 1000 
< 1 ах 1/1 1 
о |] я Ня (то) + 
100 100 
1 | 1 6 1 1 12 | | 
+5 (оз -— тоя) — 25 (тоя — тоя) + ®° зоо (тб — тоя) © < 1 < 1. 
Так как 
1000 


ЕЕ — [п 10 = 2,302 585 092 994 045.. 


100 
1/1 1 
я (т => тв) и. 


7-1 1 
= ( т торт = 0,000 008 25 
6 (11) = 0000000000 083 325 
ИВ 756 (105 100] 
2307 093 342 910 720 


2 [1 
ра (т05—1 то < 0,000 000 000 000 004, 


1 
то с точностью до (4. МОЖНО Положить 


1000 
у - —2 307 093 342 910 72. 
100 

1 

а=0, 0=1; 


2) Вычислим теперь ас. =|1п2. Здесь (2) =} =’ 


возьмем й = ы (п = 10). Имеем 


2 ы 6 
№” (2) = пт, 1 (2) = ая’ 


120 


, 1 
Т (2) = а’, 
а 2) 


24 
“А =иа, ХУ (2) 
(28)! 
(1 -- 2)" ь 


и, вообще, 
(а) = 
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так что наши условия снова выполнены. Воспользуемся видоизмененной 
формулой Эйлера — Маклорена, оборвав ее. и на этот раз на члене, 
содержащем /!”: 

1 


[1-4 1 1 1 
оао 


0 
6 12 в 
Ем о а о т а ей 
—(— 5) 90! — 1) + то (1 ге) . оО 64 
(0<9< 1, 
Находим, далее, 
т.т 
ООО. = 0718771 403 


—-5('-2)=— 002 


20 о 
оо (1 1) — — 0,000 625 
1200 — т)= 
6 1 
тают (!—16) = + 0.00000 78 
0,693 147 184 
12 
в. ото (1 — 151) < 6.000000 00м. 
| 
Поэтому с точностью до 5.108 Получаем: 


1 


° ах 
тер = ша = 080314718. 


3) Покажем, наконец, как с помощью формулы Эйлера — Макло- 


рена может быть приближенно вычислена сумма бесконечного ряда, схо- 
дящегося, но медленно. В виде пример остановимся на ряде: 


< 1 
> =. 
Положим в общей формуле (21) и = 
| 
(Хх) =, в =1, б=а- пи, 


где аи п пока любые натуральные числа. Интеграл и производные вычи- 
о легко; подставляя вместо Аж их выражения, получим: 


Зе яя ая Е 


К—1 1 | 
—&Сс0 еде — ант | 05, <1. 


(а- 
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При фиксированных аи КА, перейдем здесь к пределу, устремив п к -| с. 
Легко убедиться, что множитель 0, тоже стремится при этом к некоторому 
пределу 0, 0—0 = 1, и в результате: 


©.) 

® 1 ] 11 1 ] ] 
о ав авы ан 
$=0 > 


ко 1 р 1 
(.е-Е (—1) Вир Е (1) "Вьет. 


Возьмем теперь конкретно а=10 и Е = 10; воспользовавшись извест- 
ными значениями чисел Бернулли [449], окончательно найдем: 


9 
16 3 1 ] 1 1 
ЕЯ о а 
ы бот -+тю 5. 817.05. 1 
$=1 
Е 569 7 3617 43867 174611 
п. 0н 455. 081 105 85.107" 133.108 '55. 07. 


Вычисления проведем с 19 знаками после запятой: 


9 
6 У > —= 9,238 606 386 999 244 142 1 
1 
Сю = 088 
= © — — 0,000 002 
= Е т= 0,000000014 285 714 2857 
- в — — 0,000 000 0002 
и — 0.000000 000 004 545 454 5 
— Ее — — 0.000 000 000 000 151 868 1 
тв — 0,000 000 000 000 007 
— м — — 0,000 000 000 000 000 425 5 
а — —0,000000 000 000 000 033 0 


9,869 604 401 089 358 6217 
Если учесть поправки на округление и дополнительный член, то окажется 
что 
п? = 9,869 604 401 089 35862 
1 
с точностью ДО > и’ 


Этот пример очень поучителен: сумму п? сходящегося ряда мы 
вычислили с очень большой точностью по формуле Эйлера — Макло- 
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рена, по сути дела прибегнув к частичной сумме расходящегося ряда, 
обвертывающего число п?. Если бы мы захотели достигнуть того же, поль- 
зуясь самим сходящимся рядом, то пришлось бы взять больше миллиарда 
его членов! 

463. Другой вид формулы Эйлера — Маклорена. Вернемся к фор- 
муле (21) и (21’), но предположим, что производные функции Х(х) всех 
порядков существуют в бесконечном промежутке [а, -- со) и удовлетворяют 
условиям: 

(а) производные де”) (г). четного порядка все имеют в этом промежутке 
один и тот же определенный знак, 

(б) производные /(*-1 (2) нечетного порядка при 2-=-- сю все стре- 
мятся к нулю. 

Пусть число т четное: т == 2Ё. Числа а и й мы фиксируем, а $ =а + пв 
(вместе с 7) будем считать переменным. Дополнительный член А [см. (21'’)] 
представим теперь в следующем виде; 


ва й 
— -У, ] фак (2) Л (а-ав — г) аг-- 


1=10 
т 
ке. У, Г ыы ею авг 
+=п--1 0 
о В 


=-1У / ко иь фр + 
ао 


й 
|+ - У, [ фах (2) 72 (х-- в — 2) аг. 
ьо 


Объединив первую из этих сумм со всеми членами формулы (21), содер- 
жащими а, в одну постоянную: 
со й 
т 
>]. 
а 


0 


Сь = — А,/ (а) — Азй Л (а)— ... — Аза 3 (4) — 


>| -- 


явно не - от ы перепишем формулу (21) так: 


уиюто т Л Годах АЛ ла +. 


. о 2" 3-3) (6) -- А, (25) 
где 
г | 
1 ь о 
= ры Г фак (2) С^) (а-- № — 2) 42 = 
$=п-+10 
со й 
1% (2) — 
=- фах (2) Л") (6 -- № — 2) 42 = 
$=10 


оо 


[2 
= в. Г] око ив) аь 


| 
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Для обоснования проведенного преобразования нужно лишь еще убе- 
диться в сходимости использованных бесконечных рядов; начнем 


с ряда -- . Из (24) следует 


$ 


п-1 
о» Г Фок (2) 12 (а- 1в — 2) аг 


ыы 
< И ПАЗ (а) — 12-5 о 


9 


По свойству функции ок (2) [466] и в силу предположения (а), все сла- 
гаемые в числителе имеют один и тот же знак, совпадаю- 
щий со знаком знаменателя. Отсюда, переходя к пределу при п -» со и учи- 
тывая предположение (6), заключаем о сходимости ряда 


с В ой 
1 
КУ | чад У | ть а 242 
а 0 


$=10 


причем его сумма имеет тот же знак, что и выражение Да). 
и по абсолютной величине не превосходит его. Заменяя в проведенном рас- 
суждении число а на 6, убедимся в сходимости ряда 


о ов 
тУ | вые оф деЕтУ | аби 94ь, 
о 1 © 


1 


а также в том, что его сумма имеет тот же знак, что и выражение 


Азкв?®-!. 12-1 (6), а по абсолютной величине не превосходит его. 

Итак, мы не только убедились в сходимости примененных бесконечных 
рядов, но попутно установили, что дополнительный член А’ формулы (25) 
можно написать в виде: 


ее ы _1Вь „ок ы 
Ю’ — 0 р Дай?" 1 рее 1) (6) ыы 60. “р о р2К дей 1) (5) (0< 0 < 1). 
| (25*) 
Весьма любопытно, что постоянная Су в формуле (25), для которой — 
по самому способу ее составления — не исключена была возможность зави- 
сеть от указателя А, на деле от ЕЁ не зависит! Для того чтобы в этом 


удостовериться, достаточно сопоставить формулы (25) и (25*) с такими же 
формулами, написанными для А = 1: 


| | ( 
Ул = с ] Л(х) ах А.Л (6) - К', 


где И _ 
К’ =0. Ай.” (5) (0<0< 1). 
Имеем 
С. 8. Дов.’ (6) = Си- Аз (+... 
... Е Ак 2128-87283 (6) |- 0. Аз А2к-1у СЫ (6). 
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Если перейти здесь к пределу при 6 -> со, то — с учетом предположения (6) — 


получим: 
Су; = Са = С. 


Постоянная С, которую естественно было бы назвать постоянной Э й- 
лера— Маклорена для функции Г(х), кроме этой функции, зависит 
еще от выбора аи 1. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Переходя в неравенствах к пределу, нам следовало бы 
к знакам неравенства присоединить зиаки равенства и для множителя 0 
в (25*) писать 0 = 0 = 1. Что равенство нулю исключается, это сразу ясно — 
сумма бесконечного ряда с членами одного знака не может быть нулем. 
Если же предположить 9 = 1, то — при увеличении в формуле (25) номера Ё 
на единицу — имели бы А’ =0, что (как мы только что разъяснили) невоз- 
можно. Итак, на деле: 0% 0< 1, как мы и писали. 

Напишем вместо конечной суммы (25), бесконечный ряд. Мы получим 
ряд Эйлера — Маклорена в следующем виде: 


ь ь 
& Г 1 В : В 
у Г(х) = с+т | (ах — Л) о, ву (6) — в37"" (6)... 
а а 
1-8 _ Вк-т _ рэк (к -3) __ 1-1 Вк „эк-1.@к-1) 
[Знак == и здесь также имеет лишь условный смысл!] В силу предположе- 


ния (а), все производные 1-1 (6) с возрастанием 6 изменяются в одном 

направлении; а так как, по предположению (6), при 6 -» сою они стремятся 

к нулю, то все они имеют один и тот же знак. Отсюда [и из (25*)] заклю- 

чаем, что и в новой форме ряд Эйлера _—Маклорена обвертывает 
ь 


сумму УЛ(х), стоящую справа. 
( 


ЗАМЕЧАНИЕ. Сделаем, в заключение, пояснение относительно воз- 
можности определить саму постоянную С, фигурирующую в написанном 
выше разложении. Выбрав некое 5`> а, для которого и сумма и интеграл 
вычисляются без труда, можно для числа С получить обертывающий 
его ряд: 


ь [1 
с-Уло-т | поки ®—..., 


который во многих случаях и позволяет найти приближенное значение С. 
469. Формула и ряд Стирлинга. В качестве важного примера исполь- 
зования полученных в предыдущем п” разложений, применим их к вычи- 
слению 
п-1 
[п (п!) = шп-- У Ша, 


$=1 
Взяв а =1, й=Т и (заменив п на п — 1) ф=л, мы положим 


у 2 (т — 1)! 
(г) = ша, так что (2) = (ПИ и 
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и условия (а) и (6) выполнены. Мы приходим, таким образом, к асимпто- 
тическому разложению для Ш (п!) *: 


1 В ] В 1 
! не ты ба бе 
(т) + (п) ши про о. 
к-1 Вь ег 
ТО па’ а = -°. (26) 
Это — так называемый ряд Стирлинга; они явио расходится, ибо абсо- 
507 (2 — 2)! 


лютная величина его общего члена [449], равная стре- 


2?п” (Флп)Е-2 , 
мится К со. 

Из асимптотического разложения Шш(п!), как указывалось в 464, 3°, 
можно получить разложение и для самого факториала. Именно, подставляя 
вместо коэффициентов Вх их численные значения, получим: 


= (пт\” 1 1 139 571 
се -. ее 
ыы Узел (*} {1+ п 1 28812 — Б1840л — 548832044 — ие 
Если оборвать ряд (26), удовольствовавшись выписанными членами, но 
прибавив дополнительный член, то получнм формулу Стирлинга: 
1 В 1 В 1 
= в Е р БОЕ ВЕ 
(аб = С+ (пи п-т а ве... 


Ву Ву +1 1 


К—1 1 К 
РОО ао” вт оО ‘иен’ ©” 


которая, как увидим, уже вполие пригодна для приближенных вычислений. 
Положив Е =1, получим простой и важный частный случай формулы 
Стирлинга: 


1 0 
ш (п!) = С п —)шл—Щп--; 
потенцируя, ее обычно пишут в виде: ь 
7 — 
—(п 123 
п! = еб Уп (5. нР 
е 
Эта формула в п° 406 уже была выведена другим путем; там же мы нашли, 
что е’ =а= 7 2т, так что неизвестная нам до сих пор постоянная С оказы- 
ый 
вается равной -- шт 2л. 


Вычислим для примера п (100!) с десятью знаками после запятой — по 
формуле (27), взяв А = 2. Сложив всего пять чисел 


ут2== — 0918938533201 


(" рт 5) шл = 100,5 1100 =  462,81960 36918 03 
а ОбызыОО 

81-1 0.00083 33333 33 

В. 


128 36.10 _ 


кА 


0.00000 00027 77, 


* К сумме логарифмов прибавляется отдельно написанный шп. Число 1, 
получающееся в виде слагаемого при интегрировании, включено в С. 
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получим для |п (100!) значение 363,73937 55556, точное до — в (с учетом 


дополнительного члена и поправок на округление). Точность приближения 
можно еще весьма значительно увеличить, взяв больше членов и выписав 
в каждом из них больше верных знаков. Эта точностью будет возрастать — 
для данного случая — примерно, до 300-го члена (покуда члены по абсолют- 
ной величине продолжают убывать). 

ЗАМЕЧАНИЕ. Читатель на ряде примеров видел, что отрезки заведомо 
расходящихся рядов иной раз позволяют находить значения нужных величин 
и даже с большой точностью, Подобные ряды и в старину, и в наше время 
некоторые авторы называли «полусходящимися». Мы, однако, предпочли 
отказаться от применения этого термина, поскольку затрудняемся дать ему 
достаточно общее и в то же время точное определение. 


ГЛАВА ТРИНАДЦАТАЯ 


НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


$ 1. Несобственные интегралы с бесконечными 
пределами 


470. Определение интегралов с бесконечными пределами. 
ь 


В главе |Х было изучено понятие определепного интеграла Гл ах 


а 
для случая конечного промежутка [а, 6] и ограниченной 
функции /(х). Настоящая глава посвящена обобщению этого понятия 
в различных направлениях. Начнем с рассмотрения интеграла, распро- 
страненного на бесконечный промежуток. 
Пусть функция /(х) определена в промежутке [а, - со), т. е. 


для Хх а, и интегрируема в любой конечной его части [а, А], так 
А 


что интеграл Гл 4х имеет смысл при любом Аа. 
а 


Предел этого интеграла (конечный или бесконечный) при 


А—--со называют интегралом функции Г(х) ота до со 
и обозначают символом 


со А 
Г лодах= | Г лед ах. (1) 
а а 


В случае, если этот предел конечен, говорят, что интеграл (1) схо- 
дится, а функцию /(х) называют интегрируемой в бесконеч- 
ном промежутке [а, | со]. Если же предел (1) бесконечен или 
вовсе не существует, то про интеграл говорят, что он расходится. 
В отличие от изученного ранее интеграла в собственном смысле 
или собственного интеграла, только что определенный интеграл 
(1) называется несобственным*. 


* Мы уже сталкивались с понятием несобственного интеграла в п” 373. 
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| 
Рассмотрим примеры. 1) Функция Г интегрируема в любом ко- 
нечном промежутке [0, 4] (А>>0), причем имеем 
А А 


[аъ аге р 
1-м о Е 
0 


= агср А. 


$ 


$ у." 
Так как для этого интеграла при А -» -- со существует конечный предел >, 
то интеграл от 0 до -- со сходится и имеет значение 


2) Изучим вопрос, при каких значениях показателя /`> 0 существует 
несобственный интеграл 


со 
ах 


г (а>0. (2) 


Пусть А =Е1, тогда 
А А 


1 = 
Е (А * фа ^} 


а 
Это выражение при А-» со имеет пределом со или конечное число НН 


в зависимости от того, будет ли ^< 1 или ^`1. Если А =1|, имеем 


А А 


ах 


= пх | =тА— та 


а а 


и при А со в пределе получается со. 
Таким образом, интеграл (2) при ^`>1 сходится (и имеет значение 


1 
ИЕ та"), а при ^=<=| расходится. 


Аналогично (1), определяется и интеграл функции Х (%) 
от — © до ав: 


Гусдах= ит [/одах (За) (3) 
к А’ >50 д, 
равно как и интеграл функции Г(х) от — со д0 | со: 


А 
Г усдах = |1 ло ах. 
А’->-—со 


те А>-о А" 


558 ГЛ. ХШ. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [471 


При этом сохраняется и терминология, введенная по поводу инте- 
грала (1). 
В последием случае, взяв любое а, можно положить. 


А а А 
[од ах== | Гедах- | годах, 
А' А' а 


и существование предела при А’-> — сю, А-»>-- со для интеграла 
слева, очевидно, равносильно существованию порознь пределов (1) 
и (3) для интегралов справа *. Таким образом, интеграл от — со 
до со можно определить и равенством 


оо 4 + оо 
Г годах = | Лодах- | Годах 


в предположении существования порознь интегралов справа. Опре- 
деление это не зависит на деле от выбора точки а. 


Примеры: 


0 
° ах | ах ; п. 
3) ] Ея = Шт | ва Иш  (—аг4е А’) = 5 


А’>-сх = А'>-< 
=— ОО 
+20 +9 0 
/® 
ах 
о ра == 
> —с 0 _—с 


471. Применение основной формулы интегрального исчисле- 
ния. В приведенных выше примерах интеграл по конечному проме- 
жутку вычислялся с помощью первообразной функции, а затем осуше- 
ствлялся переход к пределу. Можно объединить оба момента в одной 
формуле. 

Пусть. например, функция /(х) определена в промежутке 
[а, -- со) и интегрируема в каждой конечной его части [а, 4]. Если 
для /(х) при этом существует первообразная функция Р(х) во всем 
промежутке [а, -|- ©°), то, по основной формуле интегрального 
исчисления [308] 


А д 
Гуда =ЕА-Е@Ф=Е( |. 
а Ч 
Отсюда ясно, что несобственный интеграл (1) существует в том и 
только в Том случае, если существует конечный предел 


ит Р(4)=Р (©9), 


А> оо 


* Исключается лишь случай, когда оба этих интеграла равны бесконеч- 
ности, но разных знаков. 
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и тогда 
со 


[22 


Гус ах = Е (9) —Р@=Р() 


Аналогично, 


[лсд ах == Р 9) : Гу о 


если под ЁР (— ©) разуметь предел Ит Р(А’). Самая возможность 
А’->-—со 
вычисления двойной подстановки, связанная с существованием и 
конечностью фигурирующего в ней предела, свидетельствует уже 
о сходимости интеграла. 
Обратимся к дальнейшим примерам. 
[© ®) 
472. Примеры. 1) еб фхах (а>0). 
| 


Так как первообразная фупкция 


_  азшбх--0с0$ 05 фах 
Р(х) = — а? -- 62 ” Й 
Е (0 НЕ Е Е (<о) =0, то 
так что Р (0) = Розу =, 
со 
готик ах = я 
а? -- 62° 
0 
Аналогично 
Фо) ©.) 
рыпрх — асозбх а 
—ах ры А к и В 
] е с0$ 6х 4х = а @ аа. 
0 
2) ее р ан 
та [тузы ди 
ое) 


1 МХ тЫ 
зе 575. шов «УЗО ага (я У2—1) 


3) а 
№ Хх 


| 


Хх 


— 


к 
оо 


4) [ 5 хах. Пезвообразной функцией здесь будет — соз х, но двойная 
0 


2 
к 
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оо 


подстановка — с0$ х | не имеет смысла, так как со$х при х -> со не стре- 


© 
мится Ни к какому пределу: интеграл не существует. 


Г хшх 


С помощью интегрирования по частям и разложения на простые дроби, 
находим первообразную функцию 


хшх 


=] ия 


ах = 


1 шх 1 1 11 
= ч‘аржтя О Е: 


П 0 Ит А (х) = 
ри х->0 имеем Ит =, этот предел и принимаем за значение 

функции при х =0. С другой стороны, ЁР(-- оо) = 0. Таким образом, значе- 
ние интеграла есть — >. 

6) Для тела, полученного вращением гиперболы ху = 1 вокруг оси х, 
вычислить объем и боковую поверхность части, определяемой неравенством 
Хх 1. 

Конечная часть тела, отвечающая изменению х от 1 до А (АЗ!1), 
имеет объем и боковую поверхность 

А 


А 
Гах 1 1 
ИА=® |, Эд = 2 ту 1+ ах 
1 1 


Естественно за объем У и боковую поверхность $ всего (простирающегося 
в бесконечность) тела принять пределы этих величин, т. е положить 
оо \®.®) 


Рах ] ] 
1 1 


Однако, в то время, как первый интеграл сходится [470, 2)], и для объема 
получается конечное значение х, второй интеграл расходится, что указывает 
на бесконечное значение боковой поверхности. 

Для того чтобы убедиться в последнем, достаточно заметить, что 


А 
‘ах 
2 —- = 
$А> 2 | _ 2* ш А, 
1 


и $д стремится к со при А -+ оо. 

Г) Пусть в начале координат О находится масса т, которая притягивает 
материальную точку М массы 1, находящуюся на оси х на расстоянии х от 
О, с силой 

т 
Е = 52 
(по закону Нютона). Какую работу А произведет сила АР при переме- 
щении точки М вдоль оси х из положения, отвечающего х ==, в бес- 
конечность? 


472] $ 1. ИНТЕГРАЛЫ С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 961 


Работа, очевилно, будет отрицательной, так как сила направлена 
против движения. Распространяя на этот случай формулу (9) п° 353, найдем: 
со 


[Ф®) 
т т т 
д= | -тах=т — — —. 
х? х Г 
Г 


. 
При обратном перемещении точки М из бесконечности до расстояния 
х=г, сила ньютоновского притяжения произведет положительную 


| т о 
работу — Эта величина называется потенциалом рассматриваемой силы 


на точку М и служит мерой, накопленной в точке потенциальной энергии. 
8) Для работы, производимой газом при расширении его от объема У! 
до объема У. (У. > У\), мы имели формулу [354 (10)]: 


Пусть дана некоторая масса идеального газа, занимающая объем У, 
при давлении р1. Предположим, что газ расширяется до бесконечности 
и притом адиабатически, т. е. без теплообмена с окружающей средой. В этих 
условиях, как известно [361, 3)], имеет место формула Пуассона 


С 
ру" = с (сле =>!) 
съ 


Тогда работа, которая могла бы быть выполнена газом при таком расшире- 


нии, будет с за 


С 1 


— 
э 


о 


[1 
_В _ С | 
Ань = | СУ ЕЕ 
у, у, 
Принимая во внимание, что с = ра”, и подставляя это в полученную фор- 
мулу, окончательно найдем 
улу, р — ру! 


макс - ЕЁ” 


9) В задаче 8) п” 356 мы установили силу РЁ, с которой на единицу 
«магнитного заряда» действует конечный прямолинейный отрезок тока; 


За 
= | а! ый 
У ея) 


Рассмотрим теперь случай бесконечного (в обе стороны) провод- 


ника, т. е. положим 51 = — ©0, $ = -- со. Тогда 
-- оо 20 
а[ [ $ 2[ 
Е = ] (а? 5°)^ И па’ 


Разумеется, бесконечный проводник — это фикция; тем не менес 
полученный результат может оказаться полезным: в случае очень длинного 
проводника его выгодно приближенно рассматривать как бесконечный, 
ибо этим достигается значительное упрощение формулы! 

10) Если в электрической цепи с самоиндукцнией в момент времени { = 0 
ток силы / разомкнуть, то в ней возникает экстраток размыкания, 


подчиняющийся закону: В 
-т 


36 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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[см. 359, 4) (а); мы сохраняем здесь прежние обозначения]. Предложим себе 
вычислить полное количество дкоулева тепла (©), выделяемое этим током. 

Элементарное количество тепла за промежуток времени [& Ё- 41|, оче- 
видно, будет 


ао = Р?Ю . 4. 
Суммируя, за весь бесконечный промехжугок, получим: 
со со 2р 
о 2 гр 1 уу 
Я = РЮ. 4 = ЮВ. е = 10: 
0 


Отметим, что хотя практически ток через конечный промежуток вре- 
мени становится неощутимым, все же для определения полного количе- 
ства энергии тока, переходящей в тепло, приходится интегрировать по 
бесконечному промежутку. 


473. Аналогия с рядами. Простейшие теоремы. В последующем 
мы ограничимся интегралами вида (1): все сказанное о них легко 
переносится на случаи (2) и (3). При этом мы всегда будем пред- 
полагать, что функция /(х) интегрируема в собственном 
смысле между любыми пределами а и Аа, так что вопрос 
относится только к несобственному интегралу от а до сю. 

©о 


Между несобственными интегралами Ге Ах и числовыми ря- 


а 
со 


дами У» а, существует глубокая аналогия, которую полезно под- 
1 


черкнуть. 
Если процесс суммирования по п заменить процессом 
интегрирования по х, то аналогами будут 


общий член ряда подинтегральная функция 
ал 7) 
частичная сумма ряда собственный интеграл 
А 
М 
ха. Гл ах 
ь а 
сумма ряда несобственный интеграл 
\®.®) 
— 
Уа, [лсд ах 
1 а 
как предел частичной суммы как предел предыдущего 
при №-— со интеграла при А-+ с 
остаток ряда интеграл 


М--1 


> а» [д ах 
А 
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Мы перечислим простейшие теоремы о несобственных инте- 
гралах, сходные с теоремами п” 364 о рядах. Доказательство их — 
< использозанием указанной аналогии — предоставляем читателю. 


оо 


1°. Если сходится интеграл Г 1 Ах, то сходится также 


а 


интеграл Г 1 ах (Аа), и наоборот. При этом 
А 


со А со 
Ге ах = Гусдах-- | годах. 
а а А 


ФФ) 


2°. В случае сходимости интеграла Гл Чх имеем 


а 


[Ф.®) 
ит [Л(%) ах ==0.. 
А>< 1 
со 
3°. Из сходимости интеграла Г Г(х)ах вытекает и сходи- 


а 
а) 


мость интеграла Ге. ло Чх (с = сопз{), причем 
а 


со 


[с - 19 Ах ==с. Г лодах. 


а 


Наконец: 


©. ®) со 


4°. Если сходятся оба интеграла Г лсдах и | 2 (х) ах, то 


а а 


сходится интеграл | [Л (х) — = (ху ах, и 
а 


Гсо-кволах = [| Годах Тема» 


474. Сходимость интеграла в случае положительной функции. 
Если функция /(х) положительна (неотрицательна), то интеграл 


А 
Ф(А= | /(хах (4) 


36* 
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представляет собой монотонно возрастающую функцию от пере- 
менной А. Вопрос о существовании для нее конечного предела при 
А > со решается очень просто — на основании теоремы о пределе 
монотонной функции [п° 57]: 

Для сходимости несобственного интеграла (1)—в случае 
положительной функции У(х) — необходимо и достаточно, 
чтобы интеграл (4) при возрастании А оставался ограниченным 
сверху: 


А 
Й 1(х)ах = (1. = соп$%. 


Если же это условие не выполнено, то интеграл (1) имеет зна- 
чение со [ср. п° 365]. 

На этом основана следующая «теорема сравнения» для интегра- 
лов от положительных функций: 

Теорема 1. Если хотя бы при х—=А (Аа) имеет место 


Фр) 


неравенство Г (х) = © (х), то из сходимости интеграла (х) ах 
8 8 


а 
со 


следует сходимость интеграла | 7(х)ах или, что то же, из 


а 
со 


расходимости Г лодах следует расходимость Г = сд ах. 
а а 


Доказательство можно скопировать с доказательства теоремы 
1 п’ 366. 

Часто полезна следующая теорема, являющаяся следствием первой: 

Теорема 2. Если существует предел 


Ни 71%) 


хо & (х) 


—=А (0=К=— - о), 


со 


то из сходимости интеграла Г = сах, при К< со, выте- 
а 
со 
кает сходимость интеграла Г одах, а из расходимости пер- 
а 
в0го интеграла, при К>0, вытекает расходимость второго. 
[Таким образом, при 0 < К < -- с® оба интеграла сходятся или оба 
расходятся одновременно]. 
ДоказаТЕЛЬСТВО — Такое же, как и для аналогичной тео- 
ремы 2 п° 366 [см. 473, 37°]. 
Выбирая конкретную функцию для сравнения, можно отсюда 
получить частные признаки сходимости или расходимости интеграла 
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Гу Ах. Практическое значение имеет сравнение с функцией —, 
а 

которая интегрируема от а > 0 до с® при Х^ > 1 и не интегрируема 
при \=—1Р [п’ 470, 2)]. На этом построены следующие признаки 
Коши: 


Пусть для достаточно больших х функция }(х) имеет вид: 


1%) = р &>0). 


Тогда: 1) если ^>Т и ©(х) =с < - о, то интеграл ода 


сходится, 2) если же а и $ (х)=с>0, то этот ЗЕ 
расходится. 


Для доказательства надо воспользоваться теоремой 1; функцией 
с 
сравнения является — [п” 473, 3°]. 
х 


Если при х -—» со функция /(х) является бесконечно малой порядка 


ОО 


1 
1 >0 (по сравнению с =). то интеграл Гл 4х сходится или 


а 
расходится в зависимости от того, будет ли ХТ или ^=1. 
Здесь следует сослаться на теорему 2; роль функции #(х} 
1 


играет у. 
р х^ 


Примеры: 
3 


со 


1) а 1х О 
$ р" | ху ° 


Подинтегральные выражения при х ->оо представляют собою бескснечно- 
малые, соответственно, порядка 1/5 и 2. Следовательно, первый интеграл 
рАСхоиС, а второй — сходится. 


2) / ое , 4х, где Р(х) есть целый многочлен степени т, а О (х) — 


целый мн ОтОчЗЕН степени п`> т, не имеющий корней в промежутке [а, со). 

Для достаточно больших х подннтегральное выражение сохраняет опре- 
деленный знак. Поэтому (изменяя в случае надобности знак) можно приме- 
нить изложенные выше признаки. Подинтегральная функция является (при 
х со) бесконечно малой порядка п — т. Поэтому при п= т-- 1 интеграл 
расходится, а при п —= т -|- 2 сходится. (При п = т он, очевидно, расходится). 


475. Сходимость интеграла в общем случае. Вопрос о существо- 


вании несобственного интеграла Гл 4х, согласно определению (1), 


566 ГЛ. ХШ. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [475 


приводится к вопросу о существовании конечного предела при 
А -— со для функции от Л: 


А 
Ф(А= | дах. (4) 


Применяя к этой функции признак Больцано-Коши [58], 
можно условие существования несобственного интеграла представить 
в следующей форме: 

-- оо 


Для сходимости несобственного интеграла Гл ах * необ- 


а 
ходимо и достаточно, чтобы каждому числу => 0 отвечало 


такое число Ау>а, чтобы при А>Аи АА выполнялось 
‚неравенство 


А’ А А’ 
[$ (4) —Ф(А=| [| Лдах— [/фах|= Г годах < 
а а А 


Этот критерий позволяет с легкостью установить такое предло- 
жение: 


со 


Если сходится интеграл лед1ах, то * и подавно схо- 
а 


дится Гл АХ. 
а 


В самом деле, применяя изложенный критерий к интегралу 


со 


Го ах. который предполагаем сходящимся, видим, что для 


А 
любого = > 0 найдется такое Аз > а, что 
| р 
Глоах <ь, 
А 
А’ А’ 
лишь только 4’ АА... Но, очевидно, [ 7(х) ах | = Г [Л (х)|ах 
А А 


‘и, следовательно, для тех же А, А’ тем более выполняется не- 
равенство 


Г 
[ усдах | <ь 
А 


* В предположении, что в каждом промежутке [а, 4], Аа, фуик- 
ция /(х) интегрируема (в собственном смысле). 
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откуда, в силу нашего критерия, вытекает сходимость интеграла 


Го Ах. 


Отметим, что из сходимости последнего интеграла, вообще 


со 
говоря, не следует сходимость интеграла Плох ах. Это обстоя- 


а 
тельство дает основание особо отличать следующий случай. Если наряду 


со ®.Ф) 


с интегралом [ло ах сходится и интеграл Гис ах, то инте- 


а а 
со 


грал Гл Чх называют абсолютно сходящямся, а функцию- 
а 

1 (х) — абсолютно интегрируемой в промежугке [а, -- ©]. Пример 

интеграла, сходящегося неабсолютно, будет дан в следующем п°. 

По отношению к знакопеременной функции / (Хх) признаки 
п° 474 непосредственно неприложимы. Но можно попытаться с их 
помошью установить сходимость интеграла от положитель- 
ной функции |/(х)|: если эта функция оказывается интегрируемой,. 
то функция /(х) также будет интегрируема и притом абсолютно. 

Отсюда вытекает и следующее предложение, которое часто бывает: 
полезно: 

Если функция /(х) абсолютно интегрируема в проме- 
жутке [а, -- с5], а функция 2(х) ограничена, то и произведение 
их ](х). 2(х) будет функцией, абсолютно интегрируемой. 
в промежутке [а, — о]. 

Для доказательства достаточно сослаться на неравенство 


Л (4) 8) ==Ё. |1). 


— — ах. Здесь функция Л(х) = 


Пусть, например, даи интеграл ах 
у ) р р, р : Хх 


= ар а оказывается (абсолютно) интегрируемой, в то время как 2’ (х) = 


— с05 ах, очевидно, ограничена. Отсюда — абсолютная сходимость предло- 
женного интеграла. 


Как видно, для знакопеременной функции изложенные здесь. 
соображения —в благоприятном случае — могут установить лишь 
абсолютную сходимость. Если же интеграл от данной функции 
расходится или сходится, но не абсолютно, то различить эти случаи 
с помощью установленных здесь признаков нельзя. 

476. Признаки Абеля и Дирихле. Мы дадим сейчас признаки 
другого типа, основанные на применении второй теоремы о среднем 
значении [306]. Они аналогичны признакам Абеля и Дирихле 
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сходимости бесконечных рядов [384], ввиду чего удобно и их связать 
с теми же именами. Эти признаки позволяют устанавливать сходи- 
мость несобственных интегралов в ряде случаев, когда абсолютная 
сходимость отсутствует. 

Признак Абеля. Пусть функции }(х) и #(х) определены 
в промежутке [а, со), причем 

1) Функция Г(х) интегрируема в этом промежутке, так что 
интеграл (1) сходится (хотя бы и неабсолютно), 

2) функция Г(х) — монотонна и ограничена: 


|2 (х) [= (= с0оп$ ах < о). 


Тогда интеграл 
Гл вах (5) 
а 


сходится. 
Доклзат„теЕЛЬСТВО. [10 второй теореме о среднем значении, при 
любых А’> Аза, будем иметь 
А' 


& А’ 
Год водах = [Годах- в (А) [ дах, = 6) 
А А 3 


где А=#=< А’. Ввиду предположения (1), для произвольно задан- 
ного в ‚> 0 найдется такое Ау > а, что при А >> Аз будет 


8 А' 
лед ах «эт, У] тео х <эг. 
ь Е 
В связи с 2), это дает нам, при 4’> АА, 


А' в 


| Гл = сд ах [лсд ах 
А А. 


А' 


<|&(^)|- +18 (47|. | одах| < 


Е Е 
а 


что и влечет за собой [475] сходимость интеграла (5). 

Можно и в случае интегралов дать другую комбинацию условий, 
налагаемых на функции /(х) и 2(х), при которых сходится интеграл 
от их произведения: 

Признак Дирихле. Пусть 

1) функция ](х) интегрируема в любом конечном проме- 
жутке [а, А] (Аа), и интеграл (4) оказывается ограниченным: 


А 


] 19 ах 


= К (К==с015, а= А < о) 


476] $ 1. ИНТЕГРАЛЫ С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 563 


2) функция #(х) монстонно стремится к О при х > со: 
Нт 2(х) =0. 


$ > со 

Тогда интеграл (5) сходится. 

[Как читатель видит, прежнее условие (1) несколько ослаблено, 
ибо мы здесь не требуем сходимости интеграла (1); зато условие (2) 
заменено более сильным!] 

ДоклзаАТЕЛЬСТВО проводится как и выше, исходя из ра- 
венства (6), но в этом случае первые множители &(А) и #(А’) могут 
быть сделаны сколь угодно малыми, если взять А и А’ достаточно 
большими, а вторые множители ограничены числом 2К. 

ЗАМЕЧАНИЕ. И здесь признак Абеля вытекает из признака 
Дирихле. Действительно, для ограниченной монотонной функции 
2(х) необходимо существует конечный предел 


Е (6) = Шт 8 (4). 


Представив /(х). 2(х) в форме 
1(х) + 8 () = 1(%) + 8 (оо) | 1(х) + [в (0 — 8 (©) 


видим, что для второго произведения уже выполняются условия 
Дирихле [см. 473, 3°и 4?]. 


Легко видеть, например, что при ХА >0 сходятся интегралы 
[®.®) со 
Зах 05 Хх 
] и И Г Е ах (а>0). 
а а 
Пользуясь признаком Дирихле, мы полагаем /(х)= п х или с03х, 


1 
а В: 


А А 
| п х Ах | = | с03 а — с0$ А| = 2 и, аналогично, [ созхах|=2, 


Условия 1) и 2) выполнены, так как 


а а 


1 
и функция —х › монотонно убывая, стремится к 0 при х -> сю. 


В частности, отсюда при Х =1 вытекает сходимость интеграла 


ее) 


зах 
И ах 
х 


0 


(мы могли взять здесь 4 =0, потому что подинтегральная функция при х 0 
имеет конечный предел). Можно показать, что этот интеграл сходится 
неабсолютно, т. е., что интеграл | 


{© 


[ 15 | ох 
) х 
0 
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расходится. В самом деле, если бы этот интеграл сходился, то по теореме 
1 п” 474 сходился бы и интеграл 


со 


[ Ах (а>0). 


а 
ибо 511? х = |5алх|. Иными словами, сходился бы интеграл 


1 ] 1 — соз2х 
ия 
2 х 

(4 


прибавив к нему заведомо сходящийся интеграл 


[©.®) 


1 ] соз2х Е 
2 х 


[81 
мы пришли бы к заключению, что сходится интеграл 


©.) 


1 ах 
2 х’ 


чего на деле нет [470, 2)]. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Теперь, когда мы установили сходимость интегралов 


[© 9) ®Ф) 
п х с05 Х 
] 4х и Г 4х, 
х х 
[4 [63 


мы .можем, наконец, уточнить определение неэлементарных функций $%х 
{‹интегральный синус») и С лх (‹интегральный косинус»), о которых мы упо- 
минали в п° 289. Именно, полагают 


оо со 
их | ак=— /| 0 46 
Г 7 
ин НН 
(@>0) (2>0) 


Если, например, вторую из этих формул написать в виде: 


ИЯ Фе) 
неа | “и |] Е 
{ Ё 
1 1 


то — по известному свойству определенного интеграла [п° 305, 12°] — ясно, 


5 со; х 
что производная от с1х действительно равна — —. 


477. Приведение несобственного интеграла к бесконечному 
ряду. Мы знаем, что понятие предела функции может быть выражено 
двояко — «на языке =-6» и «на языке последовательностей» [52, 53]. 
Если к функции Ф(А) [см. (4)] применить второе определение пре- 
дела, то определение (1) несобственного интеграла может быть 
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истолковано так: какую бы ни взять последовательность возрастающих 
до бесконечности чисел [А„} (А„ > а), последовательность интегралов 


| Ап 
[ Л(х)ах? должна стремиться к одному и тому же конечному пре- 


а 
со 


делу *, который и дает значение несобственного интеграла | 7 (х) ах. 


а 
С другой стороны, вопрос о пределе последовательности 


[^, Аз 
{Г | тождествен вопросу о сумме ряда [362]: 
а 


АЛ 


а а 


Таким образом, можно утверждать: для существования несоб- 


со 


ственного интеграла Г лодах необходимо и достаточно, 


а 
чтобы — какова бы ни была варианта А, -› © (А, > а) — ряд 


оо 


А 
& 
У [ла щ=о 
п=1 А, 
сходился к одной и той же сумме, которая и дает значение 
несобственного интеграла. 

Отметим, что в случае положительной (неотрицательной) 
функции / (5х) — для существования интеграла достаточно сходимости 
указанного ряда при одном частном выборе варианты 
А, -— со. Действительно, тогда возрастающая функция (4) от А бу- 
дет ограничена суммой этого ряда и, следовательно, имеет конечный 
предел при А -> со [474]. 

Сведение вопроса о сходимости интеграла к вопросу о сходимости 
ряда представляется часто очень выгодным, так как дает возможность 
использовать многочисленные признаки сходимости или расходимости 
рядов. 


Ал 
* Достаточно предположить, что все последовательности { | 1 (х)ах 


& 


сходятся, чтобы отсюда уже можно было заключить, что предел у них будег 
один и тот же [53]. 
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® ©) 
° зшх 


Для примера рассмотрим снова интеграл ] 4х, о котором уже 


о 
‘была речь в предыдущем п®. 


Так как эп х при возрастании х принимает попеременно то положитель- 


ные, то отрицательные значения, меняя знак в точках пл (п = 1, 2, 3,...), 
то естественно именно эти числа взять в качестве Аз и рассмотреть ряд 
со ("П+Ик 
®& Зах 
№ ] ах. (7) 
х 
п =0 пк 
(п+1) = 
п х 
Произведя в общем члене оз = 4х подстановку х=лк | Ь 
пк 
получим 
® 
5тЁё 
Ба 
0 


Отсюда видно, что члены ряда имеют чередующиеся зиаки и по абсолютной 
велачине монотонно убывают. Далее, при п > 0, 


Зи 1 1 
ме < мт 
0 0 


и, следовательно, абсолютная величина членов ряда стремится к нулю 
с увеличением их номера. Ряд (7) будет типа Лейбница и, по известной 
теореме [331], сходится. Обозначим его сумму через /. Таким образом, для 
любого = > 0 найдется такое М, что при л >= М имеет место неравенство 


пк 


] их ах—/|<е (3) 


9 


Теперь уже завершить доказательство существования интеграла проще 
<на языке с-65». Пусть А > №л; тогда существует такое натуральное число ИП, 
что пот < АХ (т - !) т, причем, очевидно, по >= №. Так как в промежутке 

А 


от Поп до (п--1) т функция мох сохраняет знак, то интеграл [ будет 


0 
пт (пе 


содержаться между интегралами | и [ ‚ каждый из которых лежит, 


0 0 
в силу (8), между /[—е и /--е, Следовательно, то же можно утверждать и 
А 


об интеграле Г. Итак, окончательно, для А`> № имеем 


А 
Г м ах—1|«<ь, 
0 
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так что существует 


В $ 
хак = т ] ^ ах=1*. 
т Хх т Хх 


Мы уже знаем [476[, что этот интеграл сходится неабсолютно, 
©) 


[ шх | 
т, е., что интеграл —; 4х расходится. Этот факт также легко устано- 


0 
внть, обращаясь к представлению интеграла в виде ряда. Действительно, 
если бы интеграл сходился, то имели бы, как и только что, 


оо со (Пт 
5х | -У ] те Ге и 
] х о «=У ЕР" 
0 п=0 пк п=-0 0 
Но пк —= (п 1)л, так что 
к к 
п 1 2 
О СЕТЕ 
о 0 


между тем как ряд 2 У = расходится! [365, 1)]. 


478. Примеры. 1) Исследовать сходимость интегралов: 


агс4о х . 42 
® ] сх ах, (6) /] У2(е—а)(2— (2 >а>2>0) 


ры а? ь? — 
73 ше х 1\ ах 
“—е =) = 5). 
0 0 


РЕШЕНИЕ. (а) Подинтегральная функция при х -> --- со является бес- 
конечно малой первого порядка: интеграл расходится. 


(6) Бесконечно малая порядка 3/5: интеграл сходится. 


(в) При х-»>0 подинтегральная функция стремится к 0. Разлагая в ряд, 
видим, что выражение 


з о 5 
пел Е: . 


при х->-- со является бесконечно малой 2-го порядка: интеграл схо- 
дится. 


(г) Разлагая е=? 


в ряд, легко получить 


х 1 х? 
ее иерчет ИИ И  ВННЬ 


* Здесь (как и в предыдущем п”) нас интересует лишь вопрос о сходи- 


п 
мости этого интеграла. Ниже мы увидим, что его значение / = <. 
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1 
так что при х-—0 подинтегральное выражение стремится к —р. При 


х-> со оно будет бесконечно малой 2-го порядка. Интеграл сходится. 
2) То же для интегралов: 


(а) ||’ ах (м, @>0, о / ЕЕ сыт ах. 
я 2248 х2 — 


РЕШЕНИЕ. (а) Взяв любое ^`>1, имесм: 


хе 9 хАРь 
т Ва 
1/х е 


интеграл сходится. 
(0) Заметим сначала, что при х —> 0 подинтегральная функция стремится 
к 0. Взяв теперь снова ‘любое ^ >> 1, получим: 


ь „1 | 
= ->0 при х—- со; интеграл 


уг ве 1 х^ Уре — (ила) __ хо РАЯ 


сходится. 
(в) При х-1! подинтегральная функция имеет пределом 0. Пусть 


у 1 
1<^<.2, тогда отношение этой функции к —- можно написать в виде: 
х 


хшх Шх. 


ху ^^ к 


интеграл сходится. 
3) То же для интегралов; 


—=—->0 при х-» сю; 


“ шУх | с. 
ЕВЕ б р,—а2 | 
би (а>0), 9] хе“? созхах (виа>0) 


УкаЗАНИЕ. В обоих случаях имеем произведение ограниченной функ- 
ции на (абсолютно) интегрируемую. 
4) Исследовать сходимость интеграла (а > 0) 


а 


со "| а 
[ах | п (223) 43 == Й у | Ш (5х3) аз | Не 
1 о 1 | | 
Постараемся оценить порядок убывания при х -—> со «внутреннего» инте- 
грала. Полагая в нем [2х3 = 2; имеем; 
& 92273 
1 т = 


$ 62 хз 43 = ЕТ —— @ г. 
] а 2х и У 2 


о 


= Примем здесь без доказательства, что «виутреиний» интеграл пред- 
ставляет непрерывную функцию от х. 
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со 
эта 
Ввиду сходимости интеграла И" [476], найдется постоянная / такая” 
г 
что при всех А0 
А 
$ 2 


Следовательно, интеграл за (32^3) 43 по абсолютной величине не превос- 
0 


Г. 
ходит выражения ——. Отсюда вытекает абсолютная сходимость пред- 
Хх р 


ложенного интеграла. 
5) Установить сходимость интегралов (а, Ё, Х`>0) 


е) 
х. пах к 2х 
(а а) Ге ее Ах, (6) ] @ в” ах, 


(в) [ Нах 3 ду (с) Е а 
х ь х 


РЕШЕНИЕ. в всех случаях пользуемся признаком Дирихле. 


(а) д (х) = 


т Е го ‘для достаточно больших х монотонно убывает и при 


А 
х -> со стремится к нулю; интеграл | з ах 4х, очевидно, ограничен. 
0 
(6) 2 (х) =—, монотонно убывая, стремится к нулю при х-—со 
1(х) = 21 .зт9х, так что (если положить зах = 
А 31п А 
[усдах =0 [ 12 а | < 9е. 
0 о 


1 ье2 
(в) =(х) = | шх[.—, для достаточно больших значений х 


о шо 
так что г (х) а. очевидно, стремясь к нулю; и т. д. 
(г) г (х) = = Л (х) = зш (х-- х?), так что (полагая 2 = х- х?) 
А А-+.4? 
] и (хх?) ах = | Ут “2 
а а--а* те 
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Это выражение по абсолютной величине остается ограниченным, ввиду того, 
со 


п = 
т Ут 4г 


мощью того же признака Дирихле). 

6) Доказать следующее утверждение: 

Пусть функция Г(х) определена в промежутке [а, -- со) и имеет 
период «`>0, а функция 5 (х) монотонна в том же промежутке и стре- 
мится к 0 при х-—-+ со. Если интеграл (собственный) 


что интеграл 4г сходится (в чем можно удостовериться с по- 


ао 
[Г лодчх =, (9) 
а 
то интеграл (несобственный) 
[со в сдах (5) 
а 
сходится. Если же, наоборот, 
ао 
[ло ах = КО, (9*) 
а 


то интеграл (5) сходится или расходится в зависимости от того, схо- 
дится или расходится интеграл 


[ & (х) ах. (10) 


(а) Предположим сначала выполнение условия (9) и покажем, что инте- 
грал 


А 
ИО ах 


в этом случае остается ограниченным при всех А а. 
Ввиду 314, 10) и замечания в 316, очевидно, и 


а--Ео 
| (хх) ах=0 (Ё=1,2,3,...), 


а 


А— а 
и тогда, каково бы ни было А`> а, если взять А == Е (-—“). будем иметь 


А А А-Ко а-® 
[лсвах| = ] | =] ода = 


и требуемое заключение следует непосредственно из признака Дирихле. 
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(6) В предположении (9*), заменим Х(х) на о Так как эта 


функция удовлетворяет условию типа (9), то интеграл 


со 


] [сэ — + К] водах ее 


(9 ь 


по доказанному сходится. Отсюда уже ясно, что интегралы (5) и (10) схо- 
дятся (или расходятся) олноврем‹ пно. 


7) Если, например, положить Л(х) = 51? х в промежутке [0, -|- со} 
но =, то видим, что интеграл 


к 


к 
|, $11? хх = 590; 
о 
следовательно, интеграл 


(©. ®) 


| $12 х.2(х)ах 
0 


(при прежних предположениях относительно 5) сходится или рас- 
ходится одновременно с интегралом (10). 
Напротив, интеграл 


[©®) ®.®) 


] 
(1 эх) кочк=з Г совок. в (умх 
0 - 0 


сходится во всяком случае, независимо от поведения интеграла (15)! 
8) Исследовать сходимость интегралов 


ра 


а 
(а) ] 2°°°®. п (п х) - ‚ (6) ] ет 2. зп (1 х) - : 
о 0 


(а) Имеем 


2 к 2® 
[воз ‚„ зп (5х) 4х = [+ ] = 0, 
‘ 0 к 


о 


ибо второй из двух последних интегралов разнится от первого из них лишь 
знаком (подстановка г = 2п — х). В силу 6), интеграл (а) сходится. 
(6) На этот раз 
2п 
| еп. за (т х) ах > 0, 
0 
так что [см. 6)] — ввиду расходимости интеграла 
[Ф®) 
ах 
® 


(а>0) 
— интеграл (6) расходится. 


37 Г. М. Фихтенгольц, т. И 
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9) Исследовать интеграл 


ФФ) 
пх 
ГЕ ВИЯ 
о хе зпх 


на сходимость, в зависимости от значений параметра к `> 0. 
Имеем тождество 


их _ зшх $112 Хх 
х-- т х хЁ хе (хе -- зах) 


] ху, 
р" 
0 


как мы знаем [476], всегда сходится. Обратимся к интегралу от второго 
члена справа 
ФФ) 


2 
Й о а (11) 
ож (хе мах) 


$11? х $12 х 1 
о ЖИ) (хат) тм (м П’ 


Так как 


` 1 : 
то при >> интеграл от выражения справа, а с ним и интеграл (11), 


1 
сходится; при в = рассмотрим выражение слева: интеграл от него, в силу 7), 


ведет себя так же, как.и интеграл 


|®.®) 


ах 
ы хе (хе 1) во 


т. е. расходится, а с ним расходится и интеграл (11). 
ы 1 
Окончательно, предложенный интеграл сходится при и > 5 и расхо- 


1 
дится при и = 5. 


Пример этот, в случае в = поучительно сопоставить с признаком 


1 
р} ) 
сходимости Дирихле. Интеграл от первого множителя, $11 х, ограничен, 
в то время как второй множитель 


1 
хе -- зшх 


стремится к 0 при х-> оо. Нарушено лишь требование монотонности 
этого множителя, и предложенный интеграл оказывается расходящимся! 
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10) Исследовать интеграл 


[®.9) 
] х‘ах 
1-- хВ. 5102 х 
на сходимость, в зависимости от значений параметров а, В 


Обозначив Е функцию через Х (х), будем ое при изме- 
нении х между пл и (п- |1) т: 


а а 
(пт) ое И. 
1- [(п-- 1) м]8 5112 х 1-- (пт) 5112 х 
Интегрируя эти неравенства, учтем, что 
(п+|0х п 
феи бен 
1+ А $12 х 1 А $112 х УТА 
пк о | 


мы получим 
(п-+1)* 


пбла-+1 у(х) Е (п-+ 1) п а-- 1 


Ут а- 1 Ут- 88 


Теперь суммируем по п от 0 до со: 


пбде +1 (п 1)“ ле +1 а-+1 
= | Л(х) 4х = } 
у </ —-- у Ут. 


Так как оба крайних ряда сходятся или расходятся одновременно с рядом 


«В 


хи 


то это же справедливо и для интеграла. 


Итак, предложенный интеграл сходится при В`>2 (а --1) и расходится 
при о =? (&-- 1). 
11) ) То же — для интеграла 


оо 


х‘ах 
] 1-Е 8 | мп | (,8>0). 


Метод рассуждения тот же, что и в предыдущем примере. Вместо инте- 


грала (12) здесь придется рассматривать интеграл [см. 288, 14)]: 


п 


ах _ ш(А+У 2—1) 
ежи =2 У 2—1 А 


* Это легко вывести из 288, 10) или 309, 9). 


37* 
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Так как при А -» со 


ш(А+НУ 248—1). шА 
| У 2—1 А 
то сравнивать предложенный интеграл достаточно с рядами 


Кв Ш (п 1 , 
ве @+ Ус Ре 


т. е., в конечном счете, с рядом: 


ре 


(> ®) 
1 Шпл 


Ответ. При В`> «--1 интеграл сходится, а при 3 = а-+1 расходится. 

Примеры 6), 7), 9), 10), 11) принадлежат Харди (а. Н. Нагду). 

12) Произвести полное исследование случаев сходимости и расходи- 
мости интеграла: 


Г ах 
= | —_ 
$ 1-х. | зах 


в зависимости от значений параметров а и В (а, В `> 0). 
(а) Пусть а <= 1. Так как 


] 1 
—_—__——_———————_— 
х.|5тх 8 1 жа 
1 а |8 


то в этом случае интеграл расходится [474]. 
(6) Пусть «= В. Переходя к ряду [477], имеем в этом предположении: 


1 


сх (ПО 55 к со (П+)= 
а 
У ] тт ВР еее У Г " 
п =0 пк п =0 0 п=о0о о 
1 
Но длЯ О» 


в 
а 18 а дав И 
(пк —- #)* чае 2 (пЪ-Ё 1) п’ < (п-т (+5) | 
так что члены последнего ряда оказываются большими соответствующих 


членов расходящегося ряда 
со 
| У | 
21 п-1 * с 
0 


Итак, интеграл снова расходится. 
(в) В . Представим / в виде суммы /1-- /о, где 


® 
2 


х 4: 42 
и > Г. ++ (пт 2)‘ за 2’ -> И -- (пт — 2) маг’ 
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Затем, для 0о<2<5 и П—Ь 


| 

в =-1 
(пл - г)* зп 2 == (пп)* (- г) = п‘ с828, где с==2т в, 

откуда 


[а 


х 
т о 
= 


[т 4г —— ] 4г 
. 1 - (пл - 2)* м8 2 о 1 + псВгВ 


к 
7 


ст |1 р 2 
я ‚ где выс! г 
с ты 
0 


Таким образом, 


со 
л=э5+ с* У 
Т ::= 


Аналогично, и /.< со, так что интеграл сходится. 


(г) К случаю а >8_>1 приводится и общий случай, когда одновременно 
а иа > 3. Действительно, в этом случае легко найти такое 8’ —= 3, чтобы 
было а>8’›>1. Так как при уменьшении В сходимость лишь усиливается, 
то и в упомянутом общем случае налицо сходимость. 


Резюмируя все исследование, видим, что интеграл / сходится при одно- 
временном выполнении условий '`>1 и а > 3 и расходится во всех прочих 
случаях. Можно сказать и короче: если а`> тах (1, В), интеграл сходится, 
а при а = тах (1, В) — расходится. 


$ 2. Несобственные интегралы от неограниченных 
функций 


479. Определение интегралов от неограниченных функций. 
Рассмотрим теперь функцию /(х), заданную в конечном проме- 
жутке [а, 6], но неограниченную в этом промежутке. Пред- 
положим более определенно, что в любом промежутке [а, 6—1] 
(0 < 1<6 — а) функция ограничена и интегрируема, но оказывается 
неограниченной в каждом промежутке [р — 1, 6] слева от точки 6. 
Точка 6 носит в этом случае название особой точки. 

6—1 
Предел интеграла | 7()ах при т->0 (конечный или беско- 


а 
нечный) называется (несобственным) интегралом функции Х(х) 
от а до 6 и обозначается как и 


| 
Горах = 1 тт ‚Г уе 4х. а) 
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В случае, если этот предел конечен, говорят, что интеграл (1) 
сходится, а функцию /(х) называют интегрируемой в про- 
межутке [а. 6]. Если же предел (1) бесконечен или вовсе не суще- 
ствует, то про интеграл ее что он расходится. 


Пример. 1) Функция —=— 


- —Щ ограничена и интегрируема в любом 
промежутке [0, 1—1] (0<л<1 —. 


1—1 1—1 
ах 
] Ех = атс х | ==агсчт (1 --т). 
т — х? 
(0 
В точке х=1 функция обращается в бесконечность. Напомним, что под 
1 
этим разумеется лишь то, что при х—1 функция и стремится 
—х 


к бесконечности. Очевидно, в любом промежутке (1 — т, 1) функция неогра- 
ничена, т. е. точка х = 1 является особой. На практике обыкновенно при-. 
ходится иметь дело именно с такого рода особыми точками. 


ы м п 
Так как вычисленный интеграл при 1-».) стремится к пределу агсзп | = 5‹ 
то существует несобственный интеграл 
1—1 


1 
-— = т т 
а: о 
- у! х И 


Пусть теперь функция /(х) ограничена и интегрируема в любом 
промежутке [а--т’, 6] О< т’ <Ь— а), но оказывается неограни- 
ченной в каждом промежутке [а, а-|-т’] справа от точки а (особая 
точка). Тогда (несобственный) интеграл функции Г(х) от а д0 6 
определяется в 


Гл ах == р {оба (2) 


о ат, 


В общем случае, в промежутке [а, 6] может быть конечное. 
число особых точек С‹, С1, -.-., Ст_1, Ст» Вблизи которых функ- 
ция /(х) неограничена, между тем как в каждой части этого про-. 
межутка, не содержащей особых точек, функция ограничена и ин- 
тегрируема. 

Пусть (для простоты письма) таких точек три, причем две из 
них совпадают с концами а, 6 промежутка, а третья, с, лежит 
между ними. Тогда определение интеграла от а 00 6 дается 
равенством 


Глошк= 7 | тж Г” (3) 
о а с+ т | 


420 
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Взяв внутри каждого из промежутков [а, с], [с, 6] соответ- 
ственно по точке д, е, будем иметь 


С—тТа е Ь — та 
Г-/ +”. Г ГГ. 
+1 а+т| с+%з С++ ее 


Легко видеть, что существование предела (3) равносильно существо- 
ванию порознь пределов для всех четырех этих интегралов, так что 
определение (3) можно заменить таким: 


ь д с е ( 
Длодах = | Годах + годах | Годах-- годах, 
в а д с е 


в предположении, что все несобственные интегралы справа суще- 
ствуют *. Это определение не зависит от выбора точек д ие. 

По отношению к несобственным интегралам (2) и (3) сохраняется 
та же терминология, что и выше. 


Примеры. 
0 


2) Г У ‚ особая точка — 1, 
к 1 —х 


0 
ах Ду 
ара м — агс$ш (—1 + =5 
Лу хз о Ут 1’ чу 


1 


1 
+ 
3) Г ых, две особые точки —1| и 1, 
У!1—* 
—1 


1 0 1 
ит 55 


4) Исследуем, при каких значениях показателя > 0 сходится несоб- 
ственный интеграл 


[и 


ет (> а). (4) 
При \ = 1 интеграл 
Ь 
а Тома 
ея а 
а-+\ 


* За исключением случая, когда два из этих интегралов равны беско- 
нечности разных знаков. 
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1 
при 1—0 имеет пределом сю или конечное число (в): в зави- 


симости от того, будет ли ^`>1 или ^< 1. Если А = 1, то 
ь 
ах 
р. = ш (р — а) — пл сю (при п->0). 
ат 


(6—а)!-^, 


Итак, интеграл (4) при Х < 1 сходится и имеет значение : - Л 


а при ^ =1 расходится [ср. 470, 2)]. 
6) Аналогичный результат может быть установлен относительно инте- 
грала 
| 


ь | 
Де (> а, ^> 0, 


а 


который несущественно разнится от предыдущего. 


ЗАМЕЧАНИЕ. Полезно заметить следующее: если функция /(х» 
в промежутке [а, 6] интегрируема в собственном смысле (так что 
_ь 


интеграл Гусдах уже определен |, то предельное равенство (1) 
а 

[(2) или (3)| для нее все же имеет место. Оно непосредственно 

вытекает из непрерывности интеграла по переменному верх- 

нему (нижнему) пределу [305, 11°]. Таким образом, для несобствен- 

ного интеграла мы приняли за определение то равенство, кото- 

рое для собственного выполняется само собою. 

Наконец, рассмотрим функцию /(х), заданную в бесконечном 
промежутке, например в [а, —- со), и имеющую в нем конечное 
число особых точек *, вблизи которых она перестает быть ограни- 
ченной. Предположим. что в каждом конечном промежутке [а, 4} 

А 
интеграл [ 1(х)ах существует, как собственный или как несоб- 

а 
ственный, согласно данному выше определению. Тогда, переходя 
еще раз к пределу при А-+ со, можно равенством (1) [470] опре- 
делить несобственный интеграл в промежутке [а, -- ©]. 

В случае бесконечного промежутка точка -—= со играет ту же 
роль, что и особые точки, требуя подобно им дополнительного 
предельного перехода. На этом основании и точку — со также 
называют особой, независимо от того, будет ли функция /(х) 
при безграничном возрастании х оставаться ограниченной или нет. 


* Особых точек может быть и бесконечное множество, лишь бы 
в каждом конечном промежутке [а, А] (Аа) их было лишь конеч- 
ное число (которое может расти до бесконечности вместе с А). 
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480. Замечание относительно особых точек. Рассмотрим функцию /Л (Хх), 
определенную в конечном промежутке [а, 6], и предположим, что она в этом 
промежутке в собственном смысле не интегрируема. Тогда в проме- 
жутке [а, 8] необходимо найдется такая точка с, в каждой окрест- 
ности которой функция оказывается не интегрируемой (в собственном 
смысле). 

Действительно, если бы подобных точек не было вовсе, то каждую 
точку х промежутка [а, 6] можно было бы окружить такой окрестностью 5, 
чтобы в ее пределах функция была интегрируема. Применив к системе 
р. = {с}, покрывающей промежуток [а, 8], лемму Бореля [88], легко 
в таком случае разложить промежуток [4,6] на конечное число частей, 
в которых порознь функция интегрируема. Но отсюда вытекала бы ее ин- 
тегрируемость во всем промежутке [а, 68], вопреки предположению. 

Упомянутую точку с и естественно назвать особой: в ней как бы 
«сгущается» свойство функции не быть интегрируемой. Особых точек может 
быть несколько, даже — бесконечное множество; в случае функции Ди- 
рихле [300, 2)], например, особые точки заполняют сплошь весь проме- 
жуток [0, 1]. 

Ограничимся случаем конечного числа особых точек сц, С1, С,..., Ст. 
В этом случае природа «особенности», осуществляющейся в названных точ- 
ках, легко вскрывается: в окрестности каждой из них функция попросту 
неограничена (так что именно неограниченность и является 
причин0й неинтегрируемости в собственном смысле). Чтобы убе- 
диться в этом, достаточно рассмотреть случай, когда единственной особой 
точкой будет 06. 

Итак, пусть при любом т1>0 (1<6— а) функция Л(х) интегрируема 
{следовательно, необходимо — и ограничена) в промежутке [а, 6 — 1], но не 
интегрируема в промежутке [6 — т, 6]. Нужно доказать, что при этих усло- 
виях вблизи точки 6 функция не может оставаться ограниченной. До- 
пустим противное: пусть для всех х в [а, 6] имеем: 


Л (х) | = (1. = сопз! ). 


|5 
Задавшись произвольным числом = > 0, возьмем < 5. Для проме- 


жутка [а, 6 —\]|, в котором функция /(х) интегрируема, по числу 3 можно 


найти такое 0`>0, чтобы при разделении этого промежутка на части с дли- 


нами Ах,, «6 было 
У Е 


5’ 


где «‚, означают, как всегда, соответствующие колебания функции [297]. 
Можно предположить сверх того, что 8 < 1. Разобьем теперь весь про- 
межуток [2,6] на части с длинами Ах; 5, и пусть Ах;, будут отвечать 
тем частям, которые не выходят за пределы [а, 6 — 1], а Ах,, — остальным 


частям; из них только одна может выходить за пределы [а, 6 — 1] — если 
точка 6 — 1 сама не входит в состав точек деления. Тогда по-прежнему 


1 Е 
У “,, Ах,, < 3, 


$ 
< другой же стороны: 


ь\ ьл 
$" 


$’ 
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и окончательно 


Хачу <. 


А ‘этим обусловливается [297] интегрируемость функции /(.^) во всем про- 
межутке [а, 6], и точка 6 оказывается не особой, вопреки предположенному 
о ней. Этим и завершается доказательство. 

Таким образом, в случае конечного числа особых точек, их можно 
характеризовать именно тем, что вблизи них функция перестает быть огра- 
ниченной; это мы и возвели в определение особых точек в предыдущем п°. 


481. Применение основной формулы интегрального исчисле- 
ния. Примеры. Пусть функция /(х) определена в промежутке [а, 6] 
и интегрируема (в собственном смысле) в каждом промежутке 
[а, 5—1], в то время как 6 служит для нее особой точкой. Если 
для /(х) в промежутке [а, 6), т.е. для а=х < существует пер- 
вообразная функция Р (х), то 


6—т 6—т 
[ лоах=Ро-—9—ФЕ@=Р(® |, 


в 


и существование несобственного интеграла (1) равносильно суще- 
ствованию конечного предела ИНт Р (6 — т). Если последний суще- 
1>0 


ствует, то его естественно принять за значение Р (6) первообразной 
| функции при х —=6, достигнув этим непрерывности Р(х) во всем 
промежутке [а, 5]. Для вычисления интеграла (1) мы имеем тогда 
формулу обычного вида: | 


6 


ь 
Горах =Е®—Е@=Е()|. (5) 
а а 

Та же формула имеет место и в том случае, если особая точка 
лежит внутри промежутка или при наличии нескольких особых 
точек, но (это нужно твердо помнить) при непременном условии, 
чтобы первообразная функция Р (х), имеющая Х(х) своей производ-. 
ной всюду, исключая особые точки, была непрерывна и в этих 
последних. Существование такой первообразной обеспечивает суще- 
ствование несобственного интеграла. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Говоря о «первообразной» функции Р(х), мы 
могли бы понимать ее в еще несколько более широком смысле: Р (х) 
должна иметь своей производной /(х) повсюду, исключая не только 
особые точки, но и, быть может, еще некоторые точки в конечном 
числе, лишь бы и в них не нарушалась непрерывность функ- 
ции Е (х) [ср. 31]. 
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Заменив в основной формуле (5) $ на х, а /(х) на ЕР” (х), мы, 
как и в 310, можем написать ее в виде 


Е (= Е (а) [ Е’ (х) ах. 


Таким образом, по заданной производной Р”(х) восстанавли- 
вается первообразная функция Р(х), если только производная 
интегрируема, хотя бы в несобственном смысле. 


Обратимся к примерам. 
8 

ах 

ь |< 

и. И\ 


непрерывна и в этой точке, то интеграл существует: 
8 8 


/ ах 33| _9 
— —-х — —. 
Хх Е г 


—1 —1 


3 + 
‚ особая точка х = 0; так как первообразная функция эх ы 


2 
2) у не существует, так как первообразная [п | х? —1| обра- 


цается в со в особых точках х = +1. 


1 
Ф 
агс$1п х 1 
3) ] ————_х, особая точка х = 1; здесь первообразная -- (агс$ х)* 
. у! — х? 2 
к? 


непрерывна при Хх = 1; следовательно, интеграл существует (= з). 
1 


4) Гпхах, особая точка х = 0; здесь первообразная хх —х при 


0 
х->0 имеет пределом 0. Приписывая ей при х =0 именно это значение, 
будем иметь 


1 1 
[Г пхах=хшх—х | — 
0 ( 
2 
Ах 
5) к особая точка х =: 1; имеем: 
` х Уз — 2—1 
г 2 
а 
ее ася Е О 
УЗ 2—1 2х 2 4 


1 1 


К 
ах , ы 
6) Ем" особая точка И интеграл не существует, так как 
| 


первообразная ш шлх обращается в сю при х = 1. 
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482. Условия и признаки существования интеграла. Мы оста- 
новимся лишь на случае, связанном с определением (1), так как 
перефразировка для других случаев не представляет трудностей. 
Ввиду полной аналогии с несобственным интегралом, распростра- 
ненным на бесконечный промежуток [а, 5], мы ограничимся 
формулировкой некоторых основных предложений. Доказательства 
аналогичны приведенным выше. 

Для сходимости несобственного интеграла ()]—в случае 
положительной функции }(х) — необходимо и достаточно, 
чтобы при всех 1 > 0 выполнялось неравенство 


—пт 
Г лодах = ([. = соп$1). 


Теоремы сравнения п‘’474 формулируются и доказываются и 
в рассматриваемом случае почти в тех же выражениях. Приведем 
без доказательства вытекающие отсюда признаки Коши. 


Пусть для достаточно близких к Ь значений х функция 7(х) 
имеет вид: 


пои  ©>0. 


хх р 
Тогдл, 1) если ^<Т и #(х)=с < с, то интеграл Гл ах 


сходится, 2) если же \=1 и #(х)=с>0, то этот интеграл 
расходится. 


Более частная форма, удобная на практике: 
Если при х-—6 функция 1(х) является ОВО большой 


порядка ^>0 (по сравнению с —=): то интеграл Дл ах 


сходится или расходится в зависимости от того, ‘будет ли 
л< | ими ^=1. 


Примеры. 1) [= — — —__. Подинтегральная функция при х->1 
у! — * 
представляет Е ыы порядка 1/4: 
1 1 | 


РИЕЕННЫИ о иисаривиый 1 при х->1. 
уг ух Ухо у 4 
Следовательно, интеграл сходится. 
2 Г ОИК. РЕИИИЕ (22< 1). Бесконечно большая порядка о, 
}) Уи=а=Р2) 


Сай сходится. 
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1 
3) [= пхах Если в >0, Х(х) = х“шх-0 при х->0, интеграл 
0 


существует как собственный. При р < 0 подинтегральная функция обра- 
щается в бесконечность при х == 0. 


Если цв > —1, то, взяв Х под условием 1`>^|в| = — ц, будем иметь 
хх дур , 
а шх->0 (при х-—>0); 


1 


х ь 
так как интеграл в сходится, то и предложенный интеграл сходится 


0 
[по теореме, аналогичной теореме 2 п? 474] *, 
1 


Наконец, если и <= —1, то интеграл Гал расходится, тем более 


0 
расходится предложенный интеграл, ибо 


Хх шх 
^^ =Шлх- со (при х->0) 
Хх: 
[по той же теореме]. 
Дальнейшие примеры читатель найдет в следующем 1. 


Далее, применяя признак Больцано- Коши, имеем такое 
общее условие сходимости: у 


Для сходимости несобственного интеграла Г (х)ах (где 
а 
р — особая точка) необходимо и достаточно, чтобы каждому 
числу з > 0 отвечало такое число 80, чтобы при 9 < 1<ви 
0 < 1’ <6 выполнялось неравенство 


6—1’ 
1 (х)ах| < в. 
6 —* - 
Отсюда, как и выше, вытекает: 
ь 
Есля сходится интеграл Г |1 (х)| ах, то ** и подавно схо- 
| а 


дится интеграл Гус ах. 
а 


* Мы применяем к функции х”“шох признаки, предназначенные для 
положительных функций, ибо она приводится к положительной простым 
изменением знака. 

** В предположении, что в каждом промежутке [а, 6 — 1] (1 > 0), функ- 
ция /(х) интегрируема (в собственном смысле). 
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Обратное, вообще говоря, неверно. Поэтому и здесь особо отли- 
ь 


чают случай, когда наряду с интегралом Г 1(х)ах сходится и 


а 
ь 


[ '/(х)! 4х; тогда первый интеграл называют абсолютно сходя- 


а 
щимся, а функцию /(х) — абсолютно интегрируемой в проме- 
жутке [а, 6]. | 
Подобно последнему утверждению п”’ 476 легко доказать и здесь: 
Если функция }(х) абсолютно интегрируема в проме- 
жутке [а, 6], а функция 2(х) интегрируема в [а, 6] в собствен- 
ном смысле, то и функция }(х)`2(х) будет абсолютно 
интегрируема в указанном промежутке. | 
Связь с бесконечными рядами дается теоремой: 


Для сходимости несобственного интеграла Г (х)ах (где 
а 


р — особая точка) необходимо и достаточно, чтобы — какова бы 
ни была варианта а, — ряд 


с +1 
[ 1(х) ах (а =а. а=а, < 65) 
п=0 а, 


сходился к одной и той же сумме; последняя и дает значение 
несобственного интеграла. 


Дадим пример интеграла, сходящегося, но ‘не абсолютно. Положим 
для 0% х=2, 


| . п 2х т 
Л(х) = 2х. —- + 03 =, 


она непрерывна при х›>0, и единственной особой точкой для нее в про- 
межутке [0, 2] будет 0. С другой стороны, первообразной для /(х), как 
нетрудно проверить, является функция 


Е (х) = х?. “п 


у)" 
и , 


х 
которая имеет при х-—>0 пределом Р (--0) =0. Таким образом, интеграл 
2 


7.) 
— п. | =2 У 
лсдах \ и 2у3 
0 


0 
сходится. 2 


Для того чтобы обнаружить, что интеграл [ |7 (х) [4х расходится, при- 


0 
бегнем к представлению этого интеграла в виде ряда. Возьмем варианту 
#,-> 0, положив 


2 | 
ао = 2, аа п = У (Е =1, 2,3, ...). 
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Тогда 
< Чи-1 с “2-1 
х [кок У | мох 
п=1 а ЕК=1 ау 


В промежутке [азк, азк—4], т, е. для р а". Зи 608 —^. 

к, @зк-—1], Т. ©. — 75а = 2» 2 2 
имеют противоположные знаки, так что /(х) сохраняет определенный 
знак, и поэтому 


"к-1 бк-1 
] 11 (ху|ах = | Л(х) ах (аи) — Ра = т. 


Ч к 


(9.9) 
я 1 

Ввиду расходимости гармонического ряда У - расходится и рассматривае- 
1 


мый ряд, а с ним и предложенный интеграл. 
483. Примеры. Исследовать. на сходимость интегралы 


я 1 

6 ах ` ах 
1) (а) НА. (0) Е (в) И 
] У со$ $ — со 0 -- Ух (5 —е-*) . шх 


— 


4 


р 
| 0$ (— 5т 0 \Р 
(г)  еовах, (д) ПЕ 49 
о 


к 


4 
РЕШЕНИЕ. (а) Особая точка х = 0. Ввиду существования производной 
._ С0$Ф — С05 0 
ит ее. 
ф-> 6 <— 0 
подинтегральное выражение будет (при ф-»>0) бесконечно большой по- 
1 


— — $11 0 


рядка "а (относительно =) Сходимость. 


(6) Особая точка х =0. Так как 
ех —е-*х 


/ 1 
то порядок подинтегрального выражения (относительно =) будет ?/;. Схо- 


ДИМОСТЬ. 
(в) И здесь 
шх 
х—1 


—>1 при х-—1, 


| 1 
порядок (относительно т =) равен 1. Расходимость. 


(г) Если р>>0, то особой точкой является =/2, при р< 0 особая точка 0. 
В обоих-случаях подинтегральное выражение является бесконечно большой 


порядка |р|. Итак сходимость при |р|<1 и расходимость 
при |р| == 1. 
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(д) При р0 особой точкой будет — —^ ‚а при р< 0 особая точка 


® 
4 4 ° 


Ответ тот же, что и только что. 


1 
шх хо-Е— ха-1 
2) (а) Де тая ах, 
0 0 (а,6 > 0) 


— — 


2 2 
(в) [ляп хах, (г) Гора — #2140 (2—1). 
о 0 


РЕШЕНИЕ. (а) При х-—1 подинтегральная функция стремится к 0. 
Особая точка х =0. Пусть Ох Ах 1, тогда 


шх т Ашх к 
Ут дл | 


СХОДИ мость. 

_ (6) При х-—1, раскрыв неопределенность, найдем, что подинтегральная 
функция имеет конечный предел (= 6 — а). Особая точка х =0 (если хоть 
одно из чисел а, 6 меньше 1, что мы и предположим). Отношение подин- 


0 при х -— 0; 


тегральной функции к числителю равно Е (при х-0). Ввиду схо- 
1 


димости интеграла [ее — жа-9 4х сходится и предложенный интеграл. 


0 
(в) Особая точка х=0. Пусть О<«А< 1, имеем: 


п зах =( х 


и 
=) У П^лх. пух 0 при х : 
1/.х^ $ >) 7, (пр > 


СХОДИМОСТЬ. 


(д) Положим А = Я ® (< « = 5) ‚ особая точка 9 =. Пусть снова 


О<А< 1, тогда у 
[п | 51020 — 511? «| _ 

1/10 — в |^ | по — по 

Ж {Ш | $109 — по | {- № (51 0 -- $1 о)} 


0 — в 


А 
‚| 50 — пор 


стремится к нулю при 9 -+> ®; интеграл сходится. 
1 


1 
3) (а) ха —х)' ах, (6)  хе-а — х)-1шхах. 
|" 


0 
РЕШЕННЕ. (а) При а< 1 ‘особая точка 0, при < особая точка 1. 
1 
1 2 1 


Разложим предложенный интеграл на два, например, так: | = [ + Г ь 
у 0 1 


2 
Так как подинтегральная функция при х -»>0 является бесконечно большой 
(если а< 1) порядка |1 — а, го первый интеграл сходится лишь при усло- 


вии | -а< |, т.е. а›>0. Аналогично, второй сходится при 6 `>0. итак, 
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предложенный интеграл сходится в том и только в том случае, если одно- 
временно а > 0 и 6 >> 0. 
(6) По отношению к точке х =0 положение осталось прежним. Доста- 
1 


2 


точно рассмотреть интеграл [ и притом в предположении а <= 1 (при а > 1 


0 
интеграл существует, как собственный). Рассуждения те же, что и в при- 
мере 3) п° 482. Интеграл сходится при а_>0, как в случае (а). 
Что касается точки х = 1, то здесь положение изменилось, так как пх 
1 


при х->| ‘является бесконечно малой т порядка. Интеграл | 


1 
2 
существует при 6 > — 1. 
Окончательно, условия сходимости предложенного интеграла: а > 0, 
> — 1. 
к 


Е Г $118 —1$ 4$ 
) 1 А с0$Ф |” ° 
[9 


РЕШЕНИЕ. Так как случай < 0 приводится к случаю #`>0 подста- 
новкой ф=т— $1, то можно ограничиться предположением: А 0. Кроме 
того, для сходимости интеграла во всяком случае необходимо: п `> 0 — иначе 


при $—>0 (или ф-т) подинтегральная функция становится бесконечно 
большой порядка = |]. 


Если «1, то этого условия и достаточно. При А = 1 интеграл схо- 
диться не может, ибо при $-> п имеем бесконечно большую порядка 1. 
Пусть, наконец, #`>1. Тогда налицо еще одна особая точка: 


а = агссо$ (- +) ‚ при $ -> а подинтегральное выражение обращается в беско- 


нечность порядка п, значит для сходимости интеграла нужно еще потре- 
бовать: п 1. 


Итак, интеграл сходится, если 1) ОФ А<! ип›>0 или 2) 1 


и О<л< 1; в прочих же случаях — расходится. 
со 20 
® 


“ ха-1 шх | 
5) (а; ] ——— Ах, (6) —_—_х, (в) У кв-ле- ах. 
1 х | х? 
0 т 0 а 0 


РЕШЕНИЕ. (а) Особые точки: со и (при а< 1) также 0. Если разбить 
© 1 2о 


интеграл: Г=Г-+]. то первый сходится при а`>0 (бесконечно большая 
0 о 1 


порядка 1 —а<« 1 относительно х), а второй — при а< 1 (бесконечно малая 


1 
порядка 2 — >> 1 относительно =). Итак, интеграл сходится при О«<а< 1. 


| ®) 1 ©) 
(6) Особые точки со и о, [ = +. Взяв О< < 1, имеем 
0 0 ! 


шх. 1 «шх ааа: 250 
Еж ГЕ * о ПРИ Хъ 


38 Г. М. Фикхтенгольц, т. Ц 
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1 


[ сходится. Пусть теперь 1<в<.2, тогда 
[9] ` 
шх. 1 шх 
ри” же ра в >09 при Хх > 0, 
со : ©) 


значит, и Г сходится. Отсюда следует сходимость Г. 
1 0 


1 
(в) Особые точки оо и 0 (при р< 1). Й существует лишь при р 0 
0 


со 


(бесконечно малая порядка |1— р по отношению к +). ] существует 
| х . 


1 
каково бы ни было р, так как, взяв А^`>1, имеем 


хР-1е-®  дАНрЬ- 


— Иа = а —>0 при х-—> оо. 
©о 
[ существует при р 0. 
б 


В следующих двух упражнениях рассматриваемые в конечном (или 
бесконечном) промежутке [@, 6] функции предполагаются имеющими в нем 
(или в каждой его конечной части — если промежуток бесконечен) разве 
лишь конечное число особых точек. 

6) Доказать, что 

(а) если интегрируема функция /?, то и сама функция Х необходимо 
будет абсолютно интегрируема (про такую функцию говорят, что она ‹инте- 
грируема с квадратом»); 

| (0) если обе функции Л и & интегрируемы с квадратом, то и сумма их 

1-- # также интегрируема с квадратом; 
(в) при тех же предположениях и произведение {2 будет (абсолютно) 


интегрируемой функцией. , 
По теореме сравнеция все это просто вытекает из неравенств 


па-ЬА, чаи, «РЕ. 


7) Для функций указанного класса могут быть установлены те же инте- 
гральные неравенства, какие были выведены в п°321 в предположении 
интегрируемости рассматриваемых функций в собственном смысле. Например, 
если единственной особой точкой во всех случаях является $ (которое может 
быть и 00), то стоит лишь написать то или иное интегральное неравен- 
ство для промежутка [а, хо], где а«лх,<Ь, а затем перейти к пределу 
при хо-»>8, чтобы установить справедливость неравенства и для несобствен- 
ных интегралов. При этом из сходимости интегралов в правой части не- 
равенства вытекает сходимость интегралов в левой части, сходно с тем, 
что мы имели в 375, 8) по отношению к бесконечным рядам. 

484. Главные значения несобственных интегралов. Допустим, что 
в промежутке [а, 6] задана функция Л(х), которая имеет одну лишь особую 
точку с внутри промежутка и интегрируема (в собственном смысле) 


- 
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в каждой части его, не содержащей с. Несобственный интеграл от а до @ 
определяется равенством | 


| | с-1 (А 
Вов, +1 И 


> 0 а с+1 


причем предел должен существовать при независимом предельном 
переходе по 1 и по 1’. В некоторых случаях, когда этот предел не 
существует, оказывается полезным рассмотреть предел того же выражения, 
если и 17’ стремятся к нулю, оставаясь равными: 1’ = 1-0. Если 
этот предел существует, его о (по примеру Коши) главным зна- 


чением несобственного интеграла Г Л(х) ах и обозначают символом 


а 


| [1 | 
у. р. 1 Е Г. 


о 


[У. р. — начальные буквы от слов <Уаеиг рипс!ра!е», означающих по-фран- 
6 


цузски «главное значение»]. В этом случае говорят, что интеграл [ (х) ах 


а 
ь 


существует в смысле главного значения. Если интеграл Г Л(х)ах суще- 


а 
ствует как несобственный, то он, очевидно, существует и в смысле главного 
значения; обратное же, вообще говоря, неверно. Рассмотрим примеры. 
В 


1) Интеграл ] -а<е<и как несобственный не существует, ибо 


а 
выражение 
ст ь 
ах ах в —с 1 
Л ее Й и "а ВЕ 
а с+1' 


не имеет определенного предела, если 1 и 1’ стремятся к О независимо 
другот друга. В то же время, если связать 4 и 1’ требованием 1’ =\, 
то получим выражение 


с—* | 

 —с 
Д.Г ==“ а’ 
а с-+1 


на деле не зависящее от 1, так что главное значение интеграла существует: 


|1) 
\. р РВ ева 
[#2 


х—е ‘`е-а” 
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а 
2) Интеграл Дея (а<с<Ь, п=2) при п четном имеет беско- 
а 


нечное значение, а при п нечетном вовсе не существует, как несоб- 
ственный. у 


Рассмотрим выражение 


с-т ь 

Ах ах 
Л — о" + Г = 
а с+1 


1 1 1 1. 1 
== а ==. 


1 (@а— с)" (6—с)”! 


При л нечетном оно сводится к постоянному числу; таково же будет в этом 
случае и главное значение: 


ах 1 1 1 
ЕЕ Е — Е (п — нечетное). 


х 


— 


2 


| 46 
3) Рассмотрим, далее, расходящийся интеграл ] ре Г (0<^А<!1). 


0 , 
Особой точкой будет а == агсзт А, и при 8 а подинтегральная функция 
обращается в бесконечность 1-го порядка. Имеем: 

Е — $110 
1 — А зш 6 — УТ — 22 с0$ 0 


— 
— 


] 4 _ | т 
Е — 500 У! 


1 $п а — $110 
УЕ" 1 — с08 (а — 0) |" 
Поэтому 
р |= 1 ее вое], 
. в. т. п (а - 1) — па $1 а 


При 1—0 выражение под знаком логарифма в первом слагаемом стремится 
к 1 (в чем нетрудно убедиться, раскрывая неопределенность по правилу 
Лопит\уля). Окончательно, 


ны Ее 0<#< 1). 
Е 510 Ут Ё 


к 
©] 
== — р 
./ 40 и! у! - 
0 
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В некоторых случаях можно наперед установить существование главного- 
значения интеграла. Остановимся на одном таком случае. Пусть дан интеграз 
ь 


| ах 
Г (х) ' 


где функция /(х) непрерывна в промежутке [а, 8] и обращается в 0 в одной 
лишь точке с внутри промежутка. Предположим, что в окрестности точки с 
существует первая производная /”(х), не обращающаяся в 0 при х=с, 
а в этой точке существует и вторая производная /” (с). 


Так как 702) при х-»>с является бесконечно большой 1-го порядка, 


и притом меняя зиак при прохождении х через с, то предложенный интеграл 


не существует. Покажем, что он существует в смысле главного значения. 
Положим 
1 1 


тс = тое-9 "< 


эта функция для х 52 с непрерывна. Вблизи х=с имеем, по формуле 
Тейлора с дополнительным членом в форме Пеано [124]: 


его -ои оао М, 


где а (х) —>0 при х -» с. Тогда, очевидно, 
5 [77 (с) -- а (х)] . 
гого фо] 


так что +Ф(х) вблизи х =с остается ограниченной и, А лоВатьлЬНО, инте- 


$ (х) = — 


грируема даже в собственном смысле. Так как для функции Е 
интеграл существует в смысле главного значения [см. 1)], то это справедливо 
и относительно предложенного интеграла. 

С помощью этого признака, например, легко установить существование 
главного значения в примере 3). Другим примером может служить опреде- 
ление одной важной неэлементарной функции, так называемого ‹интеграль- 
ного логарифма»: 


Этот интеграл сходится лишь при О< а 1; при а >> 1 его понимают именио 
в смысле главного значения. 


Нетрудно распространить понятие главного значения и на случай любого 
конечного числа особых точек внутри рассматриваемого промежутка. 

Ло сих пор мы исключали возможность особенностей на концах. 
промежутка; можно этого не делать, если только при построении главных 
значений этих именно особенностей в расчет не принимать. 

4) Пусть, например, предложен заведомо расходящийся интеграл (а >> 0) 

2 


ах 
1 —х ь 
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`Особыми здесь будут точка х=Ти (если а< 1) конец промежутка х = 0. 
Легко показать, что в этом случае 


2 Ра? 2 
м 
У. ых = ит | Й 
0 > ° 


1+1 
приводится просто к интегралу | 


1 
0 


{при а< 1 — несобственному). 

В заключение рассмотрим еще одну разновидность «главного значения», 
которою нередко приходится пользоваться. Именно, остановимся на инте- 
грале, распространенном на бесконечный в обе стороны промежуток 
(— со, { с©), причем внутри промежутка мы не предполагаем наличия 


‘особых точек. Как известно, такой интеграл может быть определен предель- 
чым равенством 


+0 А 
Глсодах= И Гусоах, 
оо А'->-—с< А’ 


где предельный переход по А и по 4’ предполагается 
независимым один от другого. Может оказаться, однако, что 
в этом смысле предела нет, но существует предел, отвечающий част- 


ному предположению А’ = — А. Его также называют главным значением 
оо 
интеграла [ (хх) ах и обозначают символом 
—со 


\ 


4 оо 
У. р. Г усоах = ‚пт 


А 
т Гус ах. 
А 


Например, если функция / (х) нечетная, то ее интеграл в симметрич- 
ном относительно 0 промежутке (— А, А) будет равен 0, так что и 


{оо 
\. р. [Г (ах =0, 


+00 
хотя несобственного интеграла [ 1(х)ах может и вовсе не существовать 
— со 


{как, скажем, для функции $ х). 
Если функция /(х) четная, то 


А А - 
Глодах 2 [ебу ах, 
—А 0 
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предел для этого интеграла существует в том и только в том случае, 
А 


когда существует предел для интеграла Г 7 (х)ах,т.е. существует несоб- 


0 
, + со -+ со 

ственный интеграл Й Л (х) ах, а с ним и интеграл Г 1(х) ах. Таким обра- 
0 — со 


зом, для четной функции главное значение интеграла существует лишь 

одновременно с несобственным интегралом (и, естественно, равно ему). 
Любую функцию Л(х) (интегрируемую в каждом конечном промежутке} 

можно представить в виде суммы двух функций, четной и нечетной 


= РЕЛЕ „ уд 7-Я 


(сохраняющих то же свойство интегрируемости)Д. 
Из сказанного выше теперь ясно, что 


+ со + 00 
У. р. Г лодах = Г ф (х) ах, 


если последний несобственный интеграл существует. Например, замечая, что 


1 х ь ь 
нкЦцияЯ ———— СОСТОИТ ИЗ Четнои части ——— и нечетнои части ——— 
фу Г ж ГЕ т д2' 
сразу можно написать 
+ оо 
У. Г г ах = Й - Я 
Р ] ла“ = ] ТЕ =" 
— о — оо 


485. Замечание об обобщенных значениях расходящихся интегра- 
лов. В $ Эглавы Х[Гмы занимались суммированием расходящихся ря- 
дов, приписывая такому ряду — по тому или иному правилу — «обобщенную. 
сумму>2. Подобно этому, существуют методы, позволяющие в иных случаях ` 
и расходящимся интегралам приписывать «обобщенные значения». 
Собственно говоря, мы делали это и в предыдущем п° именно тем, что вносили 
некоторые упрощающие частные ограничения в предельные процессы, которые 
приводят к обычным несобственным интегралам. Здесь же мы имеем в виду 
уже существенно иные процессы, сходные с теми, какими мы пользовались 
по отношению к расходящимся рядам. Мы ограничимся двумя примерами 
таких процессов, которые служат аналогами метода Чезаро и метода 
Пуассона — Абеля для рядов. 

1. Пусть функция Х/(х) определена для х 0 и интегрируема в соб- 
ственном смысле в каждом конечном промежутке [0, х], но не интегрируема 
в промежутке [0, со]. Определим функцию 


Р(х)= Гл р. 
0 


и составим среднее ее значение 


ен 
1 
1 еда 
0 
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Если для него существует конечный предел 


2 


Е . 
Пт - Е (и) ав = 1 


2-> со 


то это число и рассматривают как ‹обобщенное значение» интеграла. 


Применим этот процесс, для примера, к известному нам расходящемуся 
интегралу 
со 


| п хах (5) 
ы 
{472, 4)]. Здесь Л(х) = чп х, Р(х) =1 — с0$ х, и 


мн 
а ыы В 
х->со Х - д эс 


В качестве «обобщенного значения» расходящегося интеграла (6) получилось, 
таким образом, число 1. 

Естественно, и здесь возникает вопрос о регулярности изложен- 
ного метода: приписывает ли этот метод сходящемуся интегралу 


Ге) ах, | (7) 
0 


имеющему по определению п” 470 конечное значение /, и в качестве ‹обоб- 
щенного значения» —то же число /. Покажем, что это именно так. 

По произвольному числу = >0, ввиду сходимости интеграла (7), най- 
дется такое ху >0, что для Хх: хо будет 


Е -—Л«5, где Ею) = | 04 
0 


Предполагая х > Ху, имеем 
х 2 
1 1 
1 [еоаш 1 лед — Паш = 
0 о 


т [ео — паы+ =). ЕП ащ 
0 


бо 


ак что 


2 м НЫ 
1 1 
теми 1 = ле — па +] |1 В (и) — ам. 
о 


9 Я, 
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Е 
Еторое слагаемое справа < 5 (по самому выбору числа хо); первое же тоже 


Е 
станет < 5, при достаточно большом х, и одновременно: 
ы т 


[коми —1 ов 


0 


Таким образом, действительно, 
| д 


т — Е (и) аи = 1, к 


х>< Х 


ч. и тр. д. 
|. На этот раз по заданной функции Л(х), для которой интеграл (7) 
не существует. введем в рассмотрение другой интеграл 


[®.®) 


Дегиу о ах. 


0 


Если последний интеграл при #`>0 сходится и существует конечный предел. 
[®.®) 


т ] г-*2} (х) ах = /, 


ф->ос 
0 


то этот предел и принимается за ‹обобщенное значение» расходящегося 
интеграла (7). 
Чтобы дать пример, рассмотрим вновь интеграл (6). Так как 


©) 


КЖ. __ | 
[ т 


0 


(472, 1)] стремится к 1 при А 0, то и здесь в качестве «обобщенного 
значения» интеграла (6) получается 1. 
К вопросу о регулярности второго метода мы вернемся ниже [520]. 


$ 3. Свойства и преобразование несобственных интегралов 


486. Простейшие свойства. Мы будем рассматривать функции 
интегрируемые (в собственном или несобственном смысле) в конечном 
или бесконечном промежутке [а, 6]. Таким образом, а и 6 могут 
означать не только конечные числа, но также и — со. Простейшие 
свойства несобственных интегралов, которые мы лишь перечислим, 
вполне аналогичны свойствам собственных интегралов [302—306] и 
получаются из них единообразным приемом. Так как несобственные 
интегралы суть пределы собственных, то обычно достаточно написать 
для этих последних равенство или неравенство, выражающее требуе- 
мое свойство, и перейти к пределам. 
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Здесь, прежде всего, также можно ввести понятие об интеграле 
по ориентированному промежутку и установить: 

1°. Если У(х) интегрируема в промежутке [а, 6], то она 
интегрируема в промежутке [6, а], причем 


[И } а 
Г усоах = — || Ледах. 
а |) 


| ожио принять это просто за определение интеграла 


ь 
] для случая, когда а > | 
а 
Далее: 
2°. Пусть Г(х) интегрируема в наибольшем* из промежутков 
[а, 6], [а, с] и [с, 6]. Тогда вна интегрируема в двух других, и 
имеет место равенство 


|1) [+ |1) 
[уодах= [ уодах-+ [ годах. 


3°. Если У(х) интегрируема в [а, 6] и с==соп$, то и с-/(х) 
также интегрируема, и 


| 


[ с. /(х) ах =с. Г дах, 


а 


4°. Пусть функции У(х) и 2(х)— обе интегрируемы в про- 
межутке [а, 6]; тогда интегрируема и функция У(х) = е(х), и 


ь ь ь 
Год водах == | /одах- || водах. 


При доказательстве** этого (и следующего) свойства следует 
иметь в виду замечание п” 479. Пусть, скажем, $ будет единствен- 
ной особой точкой для той или другой из функций /(х), Е2(Х). 
Тогда, написав равенство 


Плед водах = || Гфах-ы | водах @<ж<5, 


* Точнее: в том из промежутков, который содержит в себе оба других. 

** По отношению к интегралам с бесконечным пределом свойства 3°и 
4° уже упоминались в п° 473 и даже использовались в последующих п. 
Здесь они приводятся в более общей формулировке. 
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можно из него получить предшествующую формулу, переходя 
к пределам при х,-»6, как в том случае, когда все интегралы от` 
а до д несобственные, так и в том, когда один из них собственный. 

5°. Если для двух интегрируемых в [а, 6] функций У(х) и 
5 (х) выполняется неравенство }(х)= 2(х), то при а<6 


Глоба [| водах 


6°. Если функция 7(х) в промежутке [4, 6] абсолютно 
интегрируема, то (при а<5) 


| ь 
Г лоах =| 11 (х) | ах. 


7°. Если функция У(х) интегрируема в [а, 6], то при любом. 
х из этого промежутка существует интеграл 


Ф (= [фа (и 


и представляет собой непрерывную функцию от х. 

Пусть а < х,=6; докажем, например, непрерывность функции 
Ф(х) при х=ху слева. Взяв с между а и ху так, чтобы в про-. 
межутке [с, хо| не было особых точек, исключая разве лишь Ху, 
имеем для с < х=—=х 


Го и— [лом [ло (2) 


и достаточно установить, что 


> л,—@ 


т т, 
[т Г лаг = | Леа 
с с 
А это равенство имеет место [см. замечание п” 479] как в случае, 
когда интеграл справа — собственный, так и в случае, когда он 


несобственный. 


Если х=б=:- со, то непрерывность функции Ф(х) при 
х = -{ со понимается в том смысле, что 


д>+ о 


| ь 
Нт Ф(х)=Ф (+ оо) = | Д(@) аЕ. 
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8°. При тех же предположениях, если в точке х = ху функция 


1(х) непрерывна, существует производная для функции Ф(х) 
{см. (1)] в этой точке, и 


Ф’ (хо) = Л(%5). 


Для доказательства используется разложение (2), с ссылкой на 
аналогичное свойство собственного интеграла. 

Легко перефразировать свойства 7°и 8° для случая, когда пере- 
менным является нижний предел интеграла. 

487. Теоремы о среднем значении. Первая теорема о среднем 
значении в первоначальной форме [304,9°] существенно предполагает 
функцию /(х) ограниченной, а промежуток конечным, и потому не 
может быть перенесена на случай несобственного интеграла. В обоб- 
щенной же форме [304, 10°] ее перенести можно: 

Первая теорема о среднем значении. Пусть функции Г(х) 
и 2(х) обе интегрируемы в промежутке [а, 6], причем У(х) 
ограничена: 


т = /(х) = М, 


а2(х) не меняет знака; тогда и функция } (х)- 2(х) интегри- 
руема и 


|, ь 
Г ло водах =ь | & (х) 4х, 


где т в =— М. 

Существование интеграла вытекает из заключительной теоремы 
п° 475 и аналогичной ей теоремы п° 482. (Само же равенство 
доказывается формально так же, как и для собственных интегралов. 

Если функция /(х) непрерывна в замкнутом промежутке 
[а, 6], то за т, М можно взять наименьшее и наибольшее значение 
У (о) в [а, 6], и множитель 1 оказывается равным одному из значений 
функции /(х): 


5 — ь 
Гуд. водах = о. | водах, 


где с содержится в [а, 6]. Это верно и в том случае, если промежу- 
ток [а, 6] бесконечен, ибо теоремы Вейерштрасса и Боль- 
цано— Коши [85, 82] для этого случая также справедливы, 
в чем предлагаем читателю убедиться самому. 

Имеет место также [ср. 306, 14°]: 

Вторая теорема о среднем значении. Пусть функция (х) 
монотонна и ограничена в промежутке [а, 6], а функция 8 (х) 
интегрируема в этом промежутке. Тогда и функция 1 (х). 8 (Х) 
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также интегрируема, и 


ь Ё [ 
Г лсд. кодах = Го [ водах -- 0 | Ед 4х. 
а | а 3 


(4=—#=5) 


Остановимся для определенности на случае, когда @ конечно, 
6 —=- со и других особых точек для #(х) нет. Существование 
интеграла вытекает из ‘признака А беля. 

Без умаления общности можно считать функцию Г (х) убывающей. 
Ввиду ограниченности ее, существует конечный предел 


ДС оо) = Им Х(х). 


2+ +< 


Тогда 1* (<) = № (&) — РС со) == 0. Для конечного промежутка 
14а, А] имеем [306,13°]: 


А 7 
Глокофах=Р® [| вах в<л<А. 6) 


А 
Непрерывная в промежутке [а, -- со] функция [ г(х)ах от А имеет 


а 
конечные границы т, М, так что [см. (3)] 


А 
п.л @=< [ло яфахж= м.) 


и, в пределе при А-» - ©, 


{со 


т. *@) = | лфафах=м.Г @). 


Отсюда 
+ соо 


] Го) вах =. Л (@), тэ М. (4) 


А 
Но непрерывная функция [ водах достигает своих границ т, М 


а 
и принимает любое содержащееся между ними значение, т. е. == 


Е 


=] 2(х)ах, где а=ё = сю. 
а 


Полагая в (4)/*(х) =/(х) — (+ со) и подставляя только что 
найденное выражение для (2, и придем к доказываемой формуле. 
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488. Интегрирование по частям в случае несобственных. 
интегралов. Пусть функции и=и(х) и 9ч==9(х) определены и 
непрерывны вместе со своими первыми производными во всех точках 
промежутка [а, 6], исключая точку 6 (которая может быть равна 
и -- оо). Тогда имеет место равенство 


| ( ь 
[Г по = шо — [ очи. 


а а а 


если под двойной подстановкой понимать разность 


Ити (х) о (х) — и(а)ч(а). 
а, 


При этом предполагается, что из трех входящих в равенство выра- 
жений (два интеграла и двойная подстановка) имеют смысл два: 
существование третьего отсюда уже вытекает. 

В самом деле, взяв а< хх. <, напишем обычную формулу 
интегрирования по частям для промежутка [а, Х,|, где все инте- 
гралы — собственные: 

2 


Г пад = ш (90) 90) — и(а) (а) — | о4и.. 


а 


Пусть теперь в этом равенстве ху стремится к 6. По условию, два 
из входящих в него выражений имеют конечные пределы при х -—+ хо*. 
Следовательно, имеет конечный предел также третье выражение, и 
доказываемое равенство оправдывается с помощью предельного пере- 
хода. 


489. Примеры. 


® х т и; 3 
р 2 р) 


| а | 0$ х х р 
ь/ пахах = хлшзшх —- Г х- зах ах = — вх х 
0 


— интегрированием по частям здесь удалось свести несобственный интеграл 
к собственному и тем доказать существование несобственного интеграла 
[ср. 483, 2) (в) Ту же особенность имеют и следующие примеры: 

1 


2) (а) Г тя 4х = [ пхазтшх = 


1 1 


Ее. к =— | Мах. 
х х 
о 


0 0 


м > 


—= Ш х. аг ох 


* См. замечание п? 477. 
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6) Аналогично 


шх р агс$1п х | 
4х = в ® 


у Ут 
п х° 4 с0$ х 0$ х 05 Хх 

ИЕ: ити == — р Ах (а`>0). 

& а 


Так как и двойная подстановка и интеграл справа имеют смысл, то этим 
снова доказано существование интеграла слева [ср. 476, 477]. 
Совершенно аналогично можно установить существование интеграла 


©. ®) 


ГА гео Ах (а, \`>0), если функция /(х) непрерывна и интеграл от нее 


ви 


го = [769 4х ограничен для всех х`> а. [Это вытекает и из признака 


а 
Дирихле]. 

Путем интегрирования по частям иной раз получаются рекуррентные 
формулы, с помощью которых затем уже легко осуществляется вычисление 
предложенных интегралов. Проиллюстрируем это на следующих примерах 
{пи НЕ РАНЫ числа); 


4) и ее 4. 


Имеем: 
[9%] [в %) 


Я о о =й 


{7 
откуда /в = 
а двойной подстановки здесь (и в дальнейших примерах) 
создает преимущество для применения формулы интегрирования по частям 
именно к определенным интегралам (а не к неопределенным). 
©) 


5) Ев = | е`“® за? хах (а>0). 
о 
Прежде всего, интегрируя по частям, найдем: 
[© ®) \е®) 
1 
Ви = — 42 эт” х| + ги 12 За 1х со$ х 4х. 


Так как двойная подстановка равна нулю, то, снова прибегая к интегриро- 
ванию по частям, получим далее: 


[®,®) 


И. мб ы: п(п—1 и ее 
Рь = —- уе > пп 1х с05 х +75 |. 42 5118 2 хсо3? хах— 


со 
п ат п ` 
—п. [| а хах. 
0 
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_ Если заменить здесь со? х на 1 — $11° х, то легко прийти к рекуррент- 
ной формуле: 
п (п— 1) 


Ви = —м—— 
п п? -- а? 


у Ев-э. 


1 
Так как Ро = аи Е та. то окончательно для случаев нечетного 


и четного л найдем соответственно: 


2—1! 
Еэк—1 = о И.. И 
(1-- а?) (32 - а?) ... ФЕ — 12 -{ а?) 
2! 
Езк = 


2 (28-2 а?) (42 + а?) ... ФЕ а?) ° 
6) Легко распространяется на случай несобственных интегралов и 


обобщенная формула интегрирования по частям [311 (7)]. 
Пусть, например, предложен интеграл 


[©.$) 
к= | г +02 [и (х) ах, 
0 


где р>О0и 1[.(.х) означает так называемый л-й многочлен Чебышева — 
Лагерра (Е. Гариегге) 


рые бо * 


ах" 


Пользуясь упомянутой формулой, будем иметь 


[®.®) 
—ро а” (хте-") 
ах 
0 


(0,1, 24%). 


со 
ах" ь ах" | 
| ®®) {®.9) 
п, —-рх | 
ср | хе бе дер" | хте-@+0тах 
| 0 
и, окончательно [(см. 4)]: и 
К=——^—.п 
(р 1" +" 
Аналогично устанавливаются результаты: 
©. 9) 
_ 0, если А=ЕП 
Ге [и (х): Ёь (х) ах = (11, если = п. 
0 


490. Замена переменных в несобственных интегралах. Пусть 
функция /(х) определена и непрерывна в конечном или бесконечном 
промежутке [а, 5) и. следовательно, интегрируема в собственном 
смысле в каждой его части, не содержащей точки 0, которая может 
быть и -- со; эта точка, по предположению, является единственной 


особой точкой для функции /] (Х). 
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Рассмотрим теперь монотоннб возрастающую функцию 
Хх =2 (1), нэпрерывную вместг со своей производной $’(2) в про- 
межутке [х, В), где В может быть и -- со, и допустим, что $ (а) =а 
н $Ф(3) =6. Последнее равенство надлежит понимать в том смысле, 
что Им ф (2) =. 
1>В 


При этих условиях имеет место равенство 
ь В 
Го ах = [19 0)- + аь (5) 
а Г. 


в предположении, что существует один из этих интегралов (суще- 
ствование другого отсюда уже вытекает). Второй интеграл будет либо 
собственным, либо несобственным — с единственной особой точкой В. 
По теореме об обратной функции [83] ясно, что и { можно рас- 
сматривать как монотонно возрастающую и непрерывную функцию 
от х в [а, 6): Е=0(х), причем Пт 9 (х) =В. 
х>5 


Пусть теперь хо и & будут произвольные, но соответствующие 
одно другому значения хиЁи из прсм-жутков (а, 6) и (а, В. 
Тогда с помощью замены переменной в собственном интеграле будем 
нметь 


Хо 5 
Гл ах = [Л (1) - $’ (2) 4. 


Если существует, скажем, второй из интегралов (5), то станем при- 
ближать произвольным образом хук 6; при этом & ==8 (хо) 
устремится к В, и мы установим формулу (5), одновременно с дока- 
зательством существования интеграла слева. 

Наше рассужденле одинаково применимо в случае монотонно 
убывающей функции $ (2), когда «> В. Так же исчерпываются 
и другие возможные случаи распределения особых точек. При рас- 
становке пределов в преобразованном интеграле всегда следует 
помнить, что нижний предел а должен соответствовать нижнему 
пределу а, а верхний предел В — верхнему пределу 6, независимо 
от того, будет ли в < или > В. 


ах 
491. Примеры. 1) Интеграл ыы < 1< ло) под- 
римеры. 1) р Л Уе=те=») (< 1 < хо) 


1 р 2 
я, х = — в а приводится к интегралу 
1 


становкой х = 


0 Ут, 
Е а 
/ ам а—#й) Г Ууа—#— #8) 
Уз 


39 Г. М. Фихтенгольц, з. Ц 
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Здесь а=х, в = с, а=—.—,В=0. Несобственный интеграл преобра- 


| 
Уж 
зуется в собственный. 
2) Вычислить интеграл 


] ах 
У У<—а4)6-—х 
подстановкой 

х = а с05? $ -- 6 п? ©. 


УклзаАниИЕ. Здесь а =0, В = и искомый интеграл приводится к 


у 5 
© , 
собственному интегралу 

к 


9 
|= 


0 


3) Для установления сходимости интеграла Гао хх выполиим в нем 
0 


|.) 


о и а 
замену переменной; х =УЕ ‚ ах=———. а=а=0, 6 =8 = сю. Мы по- 


$1 Е 
лучим заведомо сходящийся [476 илн 489, 3) интеграл ЧЕ — ДЁ, следо- 


вательно, сходится и предложенный интеграл. Интересно а что под- 
интегральная функция в нем при х -» с® не стремится ни к какому пределу, 
колеблясь между —1 и |. 


Ф»э) 


Аналогично исчерпывается вопрос о сходимости интеграла Г со хх. 


9 


В следующем примере устанавливается более общий результат. 
4) Доказать, что интегралы 


со со 


[эп (ах, [сз (1(х))ах 
Ч а 
сходятся, если /^ (х) монотонно возрастает и стремится к сю при х -» ©ю. 
Прежде всего, /’(х) >0 для достаточно больших хи Л(х) монохонно 


возрастает; будем считать, что это имеет место уже начиная с х =а. С по- 
мощью формулы конечных приращений получаем 


Л = Ло Л = Л (а) НР’ (х), 


следовательно, сама функция /(х)-»> со при х-> со. Введем новую пере- 
мепную #& = 7 (х), так что 


х=8(@), 4х = 2" @) 4 [а= (а), В = ©], 


если через © обозначить функцию, обратную Л, Но производная д” (#) = 


ыы 
Г (<) 


491] $ 3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 611 


мопотонно убывает и ст; омится к 0 при {> сю. Поэтому преобразованные 


интегралы 
С со 


| эт ё. д” (6) ав Г оз. д” (Ё) а 
Га) Г(а) 


по признаку Дирихле сходятся, а с ними сходятся и предложенные ин- 


тегралы. 
оо 


ах [его сходимость мы уже 


5) Для вычисления интеграла Г цы 
р 1-- х2 
| 


со 1 со 
установили в 483, 5) (6)] разобьем его на два: = [+ Г. Во втором из них 
0 0 1 


1 
сделаем подстановку х = г (а=1, 6= о0, а=1, В=0) и придем к ре- 


0 
шх тё шх 
Доки [шие Г. 
1 


откуда следует, что предложенный интеграл равен 0, 
6) Пусть дан несобственный интеграл 


Ре уе“ ы 


подстановкой х = зтё (г =0, 6=1, а=0, 8 = 5) он приводится к соб- 


зультату 


ственному интегралу 


7) Вычисление иитеграла 


[ср. 472, 2)] может быть очень упрощено применением целесообразных под- 
становок. 
Прежде всего, к нему приводится интеграл 


©о 


] ах 
1 
© 


6.> 
[Зее 


612 ГЛ. ХПИ. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [491 


1 
подстановкой х = г (а=0, 0 = со, а == сс, В =0), так что можно написать 


ры +=) ах 
2 1 ия . 


о 


Если теперь прибегнуть к подстамовке х — == =2 (а=0, 6 = | со, а = — с, 
8 = - оо), то сразу получим 


+2 + со 
[= — ] АНИ агс(о - | ЗЕЕ 
2. 222 27 Уу2 ви 2у2 ° 


к 


2 


48 и 
8) Для вычисления интеграла Г УР естественно положить { = У 9, 
19 


т. е. 8 = агро («= = 0, 0 = : ‚а=0,В == со); мы придем к только что вычис- 
оо 


к 


@ _ 
1+# 72° 


9) Установить формулы: 


ленному интегралу: 2 ] 
0 


1 
| к 
ы УЛ э=вутЕи ее 2 


агсз {п а 


Ут (0<а<1); 


(6) Го вет 


ы Дания _ 


_ ах ш (а-- 7 Г--а?) а>0): 
® Горит Е. 
Е ш (а У&— т) а>1 
ы Гане = "НЕО — 
=] (а = 1), 
агссо$ а 
ве РТИ (0<«<1). 


Указание. Во всех случаях воспользоваться подстановкой Абеля 
{284 | 
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10) Вопрос о сходимости интегралов 


со со 


= еее > аъ А>е) 
А 


хшАх х.Шх. И” (шх) 
а 


сразу решается, если подстановкой 
= шх, и = м (ах) 


привести их к интегралам 


`со со 

РЕ 
А ' А. 

па п 


— оба сходятся при ^>1 и расходятся при Х = 1. 

В следующих упражнениях под /(и) разумеется произвольная непре- 
рывная для и >> 0 функция. 

11) Доказать, что 


ДЕ дих = ша ГИ 2): (а`>0), 


х 


если только интегралы сходятся. 
Уклздание. Прибегнуть к подстановке х == ае\ (а = — сю, В = -|- оо). 
12) Доказать, что (при р > 0) 


(а) лотков) | хе = 0, 
0 


й 4 
(6) лее их ркя = 0, 
о 


если только интегралы сходятся. 


1 


о е ее) 
Например, для (а) имеем: [=/+] ‚ но 1=- Г. как в этом легко 
0 0 1 о 


1 


убедиться подстановкой х = —-, ит. д. 


13) В предположении, что сходится интеграл справа, доказать формулу 


ГАЗ (ау (А, В>>0). 
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Подстановка у=Ах— 9 (а= — сю, = 0, а=0, В =-- со) дает 


> 


-- со 


со . 
Г 1 (у?) ау = /] | (А*— =) |-(А+-в)4= 
0 | 


-_со 


4 “ 2 
-^] 7[ (4*—- =) кв ] 7 (4*—) |. ее 


Но последний интеграл подстановкой х = — 
р = 0) приводится к 


9 
А (8) 
так что ни — и 
лоб А | 7[ (А*—=) их. 


Отсюда (ввиду четности подинтегральной функции) и вытекает требуемая 
формула. 

13) В заключение, владея заменой переменной в несобственных инте- 
гралах, вернемся к одному незавершенному выше вопросу. В п° 439, 1) мы 
исследовали на непрерывность функцию 


(9) = Ури, 


но нс установили ее поведения в точке х = 0 в том случае, когда 0 = р 1, 


>11 ир-+9=-. 
Воспользовавшись формулой (10а) в сноске стр. 286, можно оценить 


сумму ряда снизу с помощью Е 


х & 
ие и 


‚. Полагая здесь Ё=х Ч Р.и, заменим это неравенство таким: 


2 


Ро ‚ ау 
Л(х)==х ТР |, ——__. 
ор 91 
х ТР 


При х->--0 интеграх стремится к конечному положительному пре- 
делу 


©/> 


ау 
ОР 
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а множитель при нем либо равен 1 (если р-- 4 =2), либо даже стремится 
к со при х-— 0 (если р-- 42). Так как / (0) = 0, то справа в точке х =0 
во всяком случае налицо разрыв; то же — и слева. 


-- оо 
ЗАМЕЧАНИЕ. Интеграл с бесконечным пределом Г Л(х)ах всегда 


а 
может быть надлежащей подстановкой приведен к интегралу с конечными 
пределами (собственному или нет). Например, еслн а>0, можно поло- 


1 
жить Хх: 


Наоборот, несобственный интеграл Г А(х)ах с единственной особой точ- 


а 
кой 6 всегда может быть приведен к интегралу с бесконечным пределом 


ы 1 
{без других особых точек). Например, полагая х = — р» получим; 


ь со 

Добоая= Г (ь-т)м. 

Г ыы 
а 


- 


$ 4. Особые приемы вычисления несобственных 
интегралов 


492. Некоторые замечательные интегралы. Начнем с вычисле- 
ния некоторых важных интегралов с помощью искусственных приемов. 
1°. Интеграл Эйлера (1.. Ешег): 


р 
= [па п х ах. 
0 


В его существовании мы уже убедились. Вычисление интеграла 
Эйлера основано на использовании замены переменной. Имеем, 
полагая х =2Ё 


т 
4 
ь 


г 
1=2 [што = 2-2 ар 4-2 | 1асозЁаЕ. 
| | | 


$ >| а 


у о 
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Подставляя в последнем интеграле # = о— и, приведем его к виду 
п 
2 

2 Г пяпиаи, так что, окончательно, для определения / получаем 


® 


4 
уравнение 
п 


1=1.т2--2/, откуда /=— И 2. 


К этому же интегралу, с точностью до знака, приводятся и со б- 
ственные интегралы [ср. 489, 1) и 2) (6)]: 


[а 


2 1 
х агсзт х 
Так а, 
1х х 
0 0 


2°. Обратимся к вычислению интеграла Эйлера- Пуассона: 
[®®) 
К = | 2 


0 


встречающегося в теории вероятностей. С этой целью предварительно 
установим некоторые неравенства. 

Обычными в дифференциальном исчислении методами нетрудно 
установить, что функция (1--Ве-? достигает своего наибольшего 
значения | при #=0. Следовательно, для {==0 будет 

(1-НДе-: < 1. 
Полагая здесь {== == х?, мы получим 
(1 — х2) “<Т и (1-х2)е-* < 1, 
откуда 
] 
1 — х? = -—— х> 0). 
ге“ <] ит (х> 0) 
Ограничив в первом из этих неравенств изменение х промежут- 
ком (0, 1) (так что 1 — х? > 0), а во втором считая х любым, воз- 
высим все эти выражения в степень с любым натуральным показа- 
телем п; это дает нам * 
1 
— хёп —п 2? — пал ЕН 
(1 х“) <е и е < аж. 
0<2<1 (2>0) 


* Для неравенств с положительными членами допустимо возвы- 
шение в натуральную степень почленно. 
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Интегрируя первое неравенство в промежутке от 0 до 1, а вто- 
рое — от 0 до- со, получим 


1 1 +20 +9 
__ ум — па сы ах 
[с х°) ах < ]. п? 4х <] е ее ах <] (1 Е хп . 


Но 
° - 1 —— 
] е-"® Цх = —-=.К (подстановка и —=Уплх\, 
0 Ут 
=_ 
2п!! | 
Г — х?”" ах не АЕ == АЕ (подстановка х == с0$ 0), 
и, наконец, 
® 
©3 -р. 
у ах гы Е 2п—Зи. р __ 
ар» = ] $117" --/ @Ё == т 5 (подстановка х =с№юр. 


[мы воспользовались здесь известными выражениями для | Уп”тх 4х, 


| "5 | а 


312 (8) Таким образом, неизвестное нам значение К может быть 


заключено между следующими двумя выражениями: 
2пН 21п—3! т 


У*- пеш <^< Ут’, 


так что, возводя в квадрат и преобразуя, получим 


п (2п!)? о п. (2п — 31)? (2п — 1) к \* 
2п -|- 1 "В — ИО <к< 2п— 1 (2п — 2!) .( ) 


Из формулы Валлиса [317]: 
(2п!!)? 
= == Им 
въ п 1 
легко усмотреть теперь, что оба крайних выражения при п -—+ со 


п 
стремятся к одному и тому же пределу 4’ следовательно, 


р 
К: =- и А = Г (так как К >> 0). 
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3°. Рассмотрим, наконец, интеграл 


[Ф ©) 
пх 
ее [ ах. 
Хх 
0 


Мы знаем уже, что он сходится [476; 477; 4189, 3)]. Представим 
интеграл в виде суммы ряда 


т 
(9- }-> 


к 
9. — 
72 


Положив у== 2 или 2 —1 и прибегнув, соответственно, к подста- 
новке х —= вк -|-Ё или х=рк—Ь будем иметь: 


сии. — 
$11 & 
Г =” т. ЕР 
2. 
ты 
С х 
г > 
и ри т 
я 
@в-1).-^ - 
Отсюда 
к к 
ет с и 
5т “1 З. 1 | 2 
=] : и Х < (+). 
0 --0 
Так как ряд 
со 
ы 


(—1\* ‘(ети 


р=1 ‘ 


у" 
в промежутке 0 == {== сходится равномерно, ибо мажорируется 


1 
сходящимся рядом — ‚ То его можно интегрировать по- 


- “в 


членно. 
Это дает пам право написать выражение для / в виде: 


1= [ ше. Е +Уе иерея) [44 


о" 
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Но выражение в квадратных скобках есть разложение на простые 


дроби функции [441,9)]. Таким образом, окончательно, 


Приведенный изящный вывод принадлежит Лобачевскому, 
который первым обратил внимание на нестрогость тех приемов, 
< помощью которых этот важный интеграл вычислялся раньше. 

493. Вычисление несобственных интегралов с помощью инте- 
тральных сумм. Случай интегралов с конечными пределами. 
Если функция /(х) в промежутке [а, 6] неограничена, то произ- 
вольными интегральными (римановыми) суммами пользоваться для 
вычисления ее интегралов в этом промежутке, разумеется, нельзя. 
Однако всегла можно так выбирать эти суммы, чтобы они — при 
дроблении промежутка — стремились к значению несобственного инте- 
грала. Мы установим это для простейшего случая монотонной функции. 

Итак, пусть функция /(х) в промежутке [0, а] (а > 0) положи- 
тельна, монотонно убывает и при х-—*0 стремится к-- сю; в то же 
время пусть для нее существует несобственный интеграл от 0 до 4. 
Разделив промежуток [0, а] на п равных частей, будем иметь 


ыы ы а 
Глоба =У ‚1 рая < [лба (4), 
и тем более | 
Гоа» < а). =. 


В то же время, очевидно, 


так что, по совокупности, 


0о< Гл. ( «) <) Л (х) ах. 
0 


= 
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Так как последний интеграл при п-»> оо стремится к нулю *, то 
окончательно 


В случае положительной возрастающей функции /(х), стремя- 
щейся к-- с® при х-»а, получается аналогично 


[лодах= Нт 4.5.110). 


п > <> п 


Наконец, изменяя знак ), легко получить такие же формулы и 
для монотонной отрицательной функции. 


1 
Рассмотрим примеры. 1) Для вычисления интеграла Г хах (с осо- 


0 
бой точкой 0) имеем: 
1 ы п, 
1 п! 
[ тхах= Нт — У Ш — = Ш Ш : 
п > © П п> < 
о у = 1 
п, 
Т 77, 4)] 1 Вы 
ак как то = Й — 1: 
[77, 4)] В =, то предыдущий предел равен — 1; таково, 


в действительности, и есть значение предложенного интеграла. 
2) В качестве второго примера возьмем более сложный интеграл: 


`- 


Ё°— а 


шзшлх ах. В этом случае 


п 
п-1 


ы п-1 5 
} к \\ ‚ Уп у п. ‚ чл 
[= зил Ах = Ит —- » [пуп -—— = Им -_Ш | ] Яй —. 
. п-> со 21 2п по 2П 2п 


у=1 у == 1 


Желая получить простое выражение для последнего произведения, рас- 
смотрим целый многочлен, получающийся от деления 27 — | на 2" — |, и 
разложим его на линейные множители, собирая вместе множители, отвечаю- 


* Он представляет собой разность между несобственным интегра- 
а а 


лом [= стремящимся к нему собственным интегралом Г. 


0 а 
® 
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щие сопряженным корням. Мы получим (при любом вещественном 2, отлич- 


ном от 1): 
п-1 
271 —] уп \2 о *жт]* 
а Е |. 


При 2-»>1 отсюда найдем: 


п-—1 
2 
п = П [(1— сов 7%) - $11? и [ие и, 
== = 


так что, наконец, 


Поэтому искомый интеграл оказывается равным: 


: у Ши— (п —1) 112 


| 2 
пах ах = р . 7 | 5 


< 
ре 


[ср. 492, 1°]. 


494. Случай интегралов с бесконечным пределом. Пусть функ- 
ция определена и интегрируема в промежутке от 0 до- со. Разла- 
гая этот промежуток на бесконечное множество равных промежуткоз 

{©.9) 
№ 
длины й >> 0, составим сумму У Ло», ‚.Й, напоминающую по своему 
= 0 
строению риманову сумму. Сходится ли этот ряд, будет ли его сумма 
++ со 


при й-—0 стремиться к несобственному интегралу Г убдах— 


вот вопросы, которыми мы займемся при некоторых частных пред- 
положениях относительно /(х). 

Предположим сначала, что /(х) положительна и, монотонно убы- 
вая, стремится к О при х-— -{ со. Тогда 


со (+ И 
Глоба У Г годах < в. Ул, 
У=0 уй у=0 


а с другой стороны, очевидно, 


Гл «>в. Улов Ув.) 


== 1 у=0 


* См. сноску на стр. 122. 
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так что 


‚.У/ ©) — / (хх ах < в. 10). 


*=0 
И 


Гловая= т. у РВ). (1) 


= 


Прнмеры. 1) Положим Л (х) =е-?®. Тогда 


со 

= 
[лсоах я Ит й. уе = т НИ 
о 1-0 — . 


>00 | —е 


2) Зная значение интеграла 
аа) 
„- 
— 7? у. 
Г. Т 4х = В: 
. 2 
0 


из других соображений, мы все же можем применить выведенную формулу 
и получим, таким образом, что 


ит й. у в-*”® = 2 ь 
->0 
У==0 
1 Вы 
Если положить е^”" == то й = У = -5 УГ —2 при 2->1. Отсюда — 


интересное предельное соотношение: 


Ни У 1 ата...) 


11-0 


_Т*= 
>) 


Может случиться, что требование монотонного убывания функ- 
ции /(х) выполняется лишь для х = А`>0. Это обстоятельство не 
мешает применению указаииого для монотопных функций приема; 


А 
нужно лишь озаботиться тем, чтобы отношение —- было целым. 


й 
Тогда 
1 
Пш у (УИ) В = Г ах (2) 
по самому определению и интеграла, а 
т У лем) - в == [Л ах 
й>0 А А 


— по доказанному выше. 
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Пример. 3) Пусть Х(х) = хе-®; эта функция монотонно убывает, начи- 
ная с х= |. Тем не менее. 


©.) 
Г хе ах = Ит 12 (е-в + 2е-2' | Зе-з® +. = 
. й> 0 
= Ши /2е-* (1 —е-")-? = ши е^ ( : г ;ы. =1, 
№0 в > 0 ев — | 


что легко проверить интегрированием по частям. 


Перейдем к более общему случаю, не требуя от /(х) пока ничего, 
кроме интегрируемости. Имеем 


‚ ©о А со 
Губдах = [ (ху ах + [/одах. 
0 о А 


При достаточно большом А последний интеграл по абсолютной вели- 
чине будет произвольно мал*. Каково бы ни было А, станем и 
здесь Л брать таким, чтобы А/й был целым. Тогда, при А = сопз+, 
как и только что, будет выполняться (2). 

Теперь ясно, что для справедливости равенства (1) достаточно, 
чтобы еще выполнялось условие: 


. У ле». 0, (3) 
Иа: ‚= | 


Действительно, тогда все слагаемые правой части равенства 


1 


ео) [. 5) 2. е) оо 
/-% /- х |+/-У 
0 у== 0 У =0 А А. 


$ = 
й 


при достаточно большом А и достаточно малом № будут про 
вольно малы. 

Условие (3) автоматически выполняется при ранее сделанных 
относительно /(х) предположениях, ибо 


о< У, 1760 -в < | 4х 
А 


ен 


в 


со 
* Он представляет собой разность между несобственным интегралом Г 


о 
А 


и стремящимся к нему при А -» со собственным нитегралом Г. 
о 
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Оно также выполняется, если /(х) = (х).%(х), где ох (х) (хотя бы 
для хх, > 0) удовлетворяет тем условиям, которые выше были 
наложены на /(х), а ф(х) ограничена: |ф(х) |= Ё. В этом случае 


‚__^ 


й 


МЕТ 90) =Р. Ус -в< Е. [бах 
ы А 
р 


ит. д 
ее) 
В ка $1 Хо, 
4) качестве примера рассмотрим нинтеграя а 4^; здесь 
0 
ф (х) = =, ф (х) = 5? х. Имеем 
со со со 
$11? х р АЛ $112 уЙ 1 №1 2 у‘ 
-— ах = Ш! й. = Им — ———. 
о п>о — (1) ьъой у? 
22 % == 


Для вычисления последней суммы сообразим сначала, что 


[Ф®) оо 
[У зп —— уЙ | у" п 2уА п— 21 ВИ й 
| ыы 72 2 по 

у=1 у—=—1 


(461,6) (6). Почленное ых ВИ для й-=0 допустимо по тео- 
реме 7 п° 435, ввиду равномерной сходимости ряда, составленного из произ- 
водных [по признаку Дирихле, 430]. Интегрируя, найдем выражение для 


(7) у" Ра 7.1 
интересующей нас суммы: э—‘ в. Отсюда наконец, 
со. 
$112 —й 
я ах = т лее. 
^ по 2 2 


0 
В других случаях выполнение условия (3) приходится проверять 


непосредственно. 
{3 


5) Пусть, например, предложен интеграл Г ах. Ограничимся (на 


к 
:т0 мы, очевидно, имеем право) значениями й=- и А=тл, где А, 
т — натуральные числа. 
Представим интересующую нас сумму в виде: 
Е (т+1-1 К(т+2)-1 


мч +. 


п=Ёт п=кт П=й (т + 1) 


Нетрудно убедиться в том, что слагаемые в пределах каждой конечной 
суммы справа будут одного знака, который меняется при переходе к сле- 
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дующей сумме. В общем, ряд справа будет типа Лейбница. Поэтому его 
сумма по абсолютной величине будет меньше абсолютной же величины пер- 
вого слагаемого. С другой стороны, так как Атй = тк = А, 


Е (т -1 ; я 1 } в 
ь пл Е | за , 
умы У < 
п=Ёт п=Ат 
в = 
ы 
= У, ТЯ ий |. =-х >, Зи. #. 
п=&т $„-0 


Последняя же сумма, как интегральная сумма для интеграла Г п х ах =2, 
0 
при достаточно малом А будет меньше любого числа С`>2, а тогда 
оо 
Уп пй С 
ии. |<. 
ПВ А 
п=Ёт | 
откуда и вытекает выполнение условия (3). 


Самое же вычисление предложенного интеграла, оправданное изложен- 
ными соображениями, проводится весьма просто [см. 461,6) (6)]: 


оо 


[9] 
] их их п У т пй ей А. 
х #0 п А +0 2 и 


0 п=! 


что выше [492, 3°] мы получили иным путем. 


495. Интегралы Фруллани. Рассмотрим вопрос о существовании 
и вычислении одного частного вида несобственных интегралов, обычно 
называемых интегралами Фруллани (@. ЕтоиПНап): 


ок ,5>0). 


|. Относительно функции /(х) сделаем слелующие предположе- 
"ия; 1°/(х) определена и непрерывна для х->0 и 2° существует 


конечный предел 
ЛС оо) = Шш /(х). 
х> + 


Из 1° ясно, что существует Ср 05 --_ -- ©) интеграл 


/ ИО Ра = [лев 2 — Гоа а 


БА ь8 
"1 (2) „| Л(2) Л (2) 
—] = „= | > 2 Г ав 
5 аб А 


40 Г. М. Фиктеигольц, т. И 
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редложенный же интеграл определяется равенством 


со [ТЯ ФА 
х) — Г (в 
О ти аа т Ге а. 
; р: 
0 а5 ад 


> 0 А -> + со 
Применяя к последним двум интегралам порознь обобщенную тео- 
рему о среднем значении, получим 
5 | У 


О (где 96=—#=— 5) 
[7 ео 
И, аналогично, 


ЬА 
а = у т (где оА = = 64). 
а& 
Так как, очевидио, #0 (при 6 -›0), а ц-›+ + со (при А-» -|- со`, 
то отсюда. | 
о ах) С сот 2. (4) 
(7 з 


Примеры. 1) В случае интеграяа 


имеем: А В 
1(х)=е-*, (0) = 1, 1 (+ со) = 0, 
так что значение интеграла будет п =. 

_2) Пусть предложен интеграл 


' 2 а% 
Дир. 4х (р,9>0).. 


Заменяя логарифмы частного разностью логарифмов, можно положить здесь 
/(х) =т(р-+ 4е-*), так что / (0) = (р-+9)и Л(-+- со) = тр. 


Я 
Ответ. и(1+ 4) 17 те 


3) Вычислить интеграл 


у 1с ах — агс! фх 
уе - _ ы ах. 


© 
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В этом случае | 
А(х) = ага х, 7(0)=0, ЛС оо) = 5 . 


к а 
Ответ. —- [п —. 
я. Г. 


П. Иной раз фуикция /(х) не имеет конечного предела при 
х-+ —- сю, но зато существует интеграл 


4- оо 

[ А. 45. 
2 2 

А 


Заменяя в приведенном рассуждении А сразу на -- со придем, 
взамеи (4), к результату 


о 


о ах уюте. (4а) 


Пример 4): 


> 


0$ ах — созбх ь 
И 
х а 


о 
[< 9) 
| 052 
ибо ицтеграл —; 42, как мы знаем, существует |. 
[3 я 
7. | 


ПГ. Аналогично, если нарушзна непрерывность функции 7 (х) 
при х=0, но существует интеграл 


А | 
[ ге 42 (Ах о), 
9 


то 
лю 4х == Г (+ во). — (46) 


0 


Впрочем, этот случай приводится к предыдущему подстановкой 


х=-. 

496. Интегралы от рациональных функций между бесконеч- 
ными пределами. В заключение рассмотрим еще один частный тии 
интеграла с бесконечными пределами: 


+02 


р. 
у Ос “* 


40 
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где Р(х) и О(х) — целые многочлены. Предположим, что много- 
член @(х) вещественных корней не имеет и что степень Р (х), 
по крайней мере, на две единицы ниже степени О(х). При этих 
условиях интеграл существует [474; 2)]; вопрос лишь в его вычис- 
лении. 

Если х) = -Н № (В =0; ^=1,2,...) суть различные корни 
многочлена ©(х), то дробь Р(х)/О(х) следующим образом разла- 
гается на простые дроби 


Р(х) __ А) А) 
еее... |. (5) 


А 


причем число дробей в каждой скобке равно показателю кратности 
соответствующего корня *. 

Распространяя на случай комплексной функции от веще- 
ственной переменной элементарные способы вычисления интегра- 
лов, видим сразу, что, при т > 0, 


оо со 
] ах о © 1 —0 
м @—х)т* и 
следовательно, 
-+ оо оо р | й Г 
Й г) дх Й У ——-ах= им ТУ ах. 
99) м ет п о м 4 Х— ХА 
С другой стороны, 
] __ . р я —@“) ] В. 
а лав“ — а. \* 2 —- — а \? ы 
А № (х—@а,) НА (х—а,) А 


] — == [(х — & В | {таг 2 
1 (в —а)’ № 
ао 

(Ва, В 


При й-› -- со первое слагаемое в последнем выражении стремится 
к О, а второе к -|-л{ или — т? в зависимости от того, будет ли 


В > 0 или В < 0. 


* В главе У [274] мы имели подобное же разложение, но там мы ста- 
рались избежать мнимости и, в случае мнимых корней, рассматривали дроби, 
зэнаменателями которых служили ст6впени квадратного трехчлена уже с ве- 
щественными коэффициентами. Здесь же мы мнимые корни трактуем так 
же, как там вещественные. 


В — й 
2 | агсю — А —- агсе я . 
В. В 
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Таким образом, приходим к результату: 


где при А) стоит знак плюс, если соответствующее 8, >> 0, и знак 
минус в противном случае. Эту формулу можно несколько видоиз- 
менить на основании следующих соображений. Умножим обе части 
тождества (5) на х. При х-»+ сою левая часть будет стремиться к 0, 
так как степень х.Р(х) все же ниже степени О (х). В правой части 
в пределе уничтожатся все члены с нелинейными знаменателями, так 


что и предел суммы остальных членов также 0. Отсюда » А, =0, 
| А 


так что РА А. если знаком (-) и (—) обозначить 
суммы тех А‚, которые отвечают В) >> 0 и В, < 0. Теперь получен- 
ную формулу можно переписать в виде 


+ со 
Р (х) ри к\(+) , | 
/ 9 (>) ах = 22мм. У, А). (6) 


Что касается вычисления коэффициентов А), то мы ограничимся 
указанием, относящимся к случаю простого корня х,, для кото- 
рого О (х,) =0, но ©’ (х,) = 0; ему отвечает в разложении (5) одив 


только член —^—. Если обе части равенства (5) умножить на 


А 
х —х,, то оно представится в виде 


Р(х) и да. 
оо =. В) 
Хх —х, 


где А (х) означает группу членов, остающихся конечными при при- 
ближении х к х). Переходя к пределу при х-— х., получим 


_ Р(*%,) | 
^^ — 7х) * (7) 


Обратимся теперь к примерам применения формул (6) и (7). 
1) На первом месте рассмотрим интеграл 


2т 
х 
1 х- 


гле т ин п — натуральные числа, причем т п. Все условия для 
применения установленной формулы здесь соблюдены. 


$30 ГЛ. ХИ. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 1496 


Корнями знаменателя являются числа 


(2-1) = . (АТ) х 
р 


()—0, 1,2, ..., п; м, ..., 2—1), 


чо лишь первые п из них имеют положительные миимые части. 


2-1 
Очевидно, х) == хо^*", где 


у: ы п 
Хо =— С0$ =—- и —. 
0 ия, 2п 


== 605 


По формуле (7), при ^=0, 1,..., п 1, 


х” 1 2т-ы 1 
А, == — НЕ 


НЕ хет-+у (2+1) 
о 2п » 2п у 


9 
{с учетом того, что х" = — 1). Суммируя прогрессию, получаем: 
| 2т+1 __ о @т-ь И (21+1 
о —^\№ 


п—1 
. х 
. ) р 1 у х(2т--1) (2-1) — — п. 
у =— — Эй п ] ЕЕ х* (ат -- 1) 
\=0 . 


з 21 
или, так как хо —= —\, 


1 хо 


О Е 
п |1 ту п 


д 
ле Пти — (2т 1) * 
о № 


Подставляя 
+ 1 
Хе "ТУ — соз 


Эт -1- 1 я. 
2п 2п 
©кончательно представим нужную нам сумму в виде 
1 | 


2т а 2т 1 - 
2п 


Отсюда же, по формуле (6), 
+ оо 


х’т п 1 
] та о ТЕ ВИЖ (т <п). 
— со эт — 5 — 
21 


2) Несколько более общий пример: 


{оо 
х2т кт’ 
1 х-п ах, 


где т, т’, п — натуральные числа и т, т’ «п. 

Условия выполнены, за исключением того, что знаменатель имеет ве- 
чцественные корни -Е 1. Это обстоятельство здесь не существенно, ибо эти 
корни имеет и числитель, так что дробь могла бы быть сокращена на ^® — 1. 
Зиредь эти корни не будем принимать во внимание. 
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Остальные корпи знаменателя суть 


Ап Лк Х 
0 Ге —— = 1 


(А =1, 2... 7—1... 21—11). 


Из них положительные мнимые части имеют первые п — 1. По формуле (7)». 


2т эт’ 
и —х) 1 27%’ --1 21-1 
и) 
—21.х) п 
гак что 
п-1 
Ул, У ( 2т' +1 __ жат+1) — У Х (2т'-+-1) А @т+ 1) 
— 2п Е | 
п 
А 1 А=1 


Полученное выражение последовательно преобразуется так *: 


у пи 1 х? ва > хп ыы Е _ 
Хх хат’ + ии 1 и & — 
оне трмн ] 
2п 1-е" +1 — | — т! — 
р 2841 _2т+1 27%" --1 2т’ в т 
аа " и" Е || 
— 9п 21-1 _ эт Пт т. Е т 
п мя | 


1 2т -|- 1 пи -- 1 
| — т [98 Пят |. 


Окончательно, 
+0 
бт Эт 1 2т/’ -- 1 
] о ах = я [—— ® — с. Е "| 
«00 


(т, т’ п). 


Заметим, что из этой формулы легко можно было бы получить и пре- 
дыдущий результат, если заменить л на 2п и положить т’ = т-+ п (при 


т« п). 


3) Наконец, рассмотрим интеграл 
+00 


® 2т | 
ря . 
| и ИН БЕЯ Ах, 
_* хт--2х® .с0$0 -- 1 


где «пи —т<@< г. 


* Учитывая, что Хх} = — 1. 
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Вводя угол 9’ =п— 0, 0% 0'’<2т, перепишем интеграл так: 
оо 


кат 
] хх . 05071 е- 


> ОО 


Для вычисления корней знаменателя положим х?? == 1, тогда # определится 
из уравнений 23—22. со0$ 6' те 1=0, именно, г == с0$ 0’- 1. 5 0’. Для х 
получаются две серии значений 


9/ 6/ 
Хх. = Хь.е*, где хо = с0$ — 1. За — 
у 0 ‚ ГД 0 т ЭП 


п к 
РИ 5—4 А. — — 
Е —= СО п 1 Е (У =0, ани й 1; 

0’ 07 


ее п... п— 1) 


и ХХ, =45-6”, где ху = с0$ о Е 


— ж у" 
= = с05— — {УИ —. 
п п 


При этом положительную мнимую часть будут иметь первые п из пер- 
вой серии и последние п из второй. 


Соответствующие корням х, (\ =0,1,... п—1) коэффициенты А, вычис- 
ляются по формуле (7): 


2т 


эт +1 
й х 1 д? 
ЕТС ВЕСИ РТК Би 
дп ("ху с0$ ) 4х (ху — с03 1) 
] ыы . (27% +1) у 


—4п. (соз 67 - ры 07) - д т 07° 
Суммируя эти коэффициенты и умножая на 21, получим * 


сов (РЕ 1). (7 —1)е 


21 1— (=")2т+1 
Эп° а 67 “ет > 
со (1 — лит ЕТ 
_ п 2п 2п х 
п. зи 0" 
1 
< 


[с а ИЕ х 
п п 


# 


Для второй группы корней х, (у=п, п-Е1,..., 2п — 1) аналогично по- 
лучится выражение, сопряженное с этим; их сумма даст удвоенную вещест- 
венную часть. После элементарных преобразований эта сумма сведется к 


ви [(1— 2%): 2% "Е *| 


а а = ® 
й п 9’. чп и к 


497] $ 4. ОСОБЫЕ ПРИЕМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 633 


Возвращаясь к углу 0 = — 0’, окончательно получим 


_, о $1п (1 Е“)! 
[ т 2п 
= же". со 0-1 . т 0. зп ыы т 


(тп, —т< 9 т). 


497. Смешанные примеры и упражнения. 1) Доказать существование 


интеграла 
оо 
ах 
и Й ИР 
ух ‚ (зп х) 


Особых точек бесконечное множество: х = пл (п=1, 2, ...). В любом 
конечном промежутке их конечное число, и интеграл сходится. Вопрос лишь 
о сходимости интеграла в бесконечном промежутке. 


Имеем: 
со (Пт га ® е т гы 
ах ах я 1 
1-У | = < У дак 
2 я а =) 212 
не РНР (х-- пм)“. (5ш х) ы (51 х) а п 


2) Если в сходящемся [478, 5) (в)] интеграле 


со 


Г пов а _ >00) 


0 


сделать подстановку # == е*, х = ть придем к интегралу 


-|- со 


] |х |. ми ех ах; 


— со 


последний, таким образом, сходится, несмотря на то, что подинтегральная 
функция при безграничном возрастании | х | колеблется между — сои -|- ©. 
3) Мы видели только что, что для сходимости интеграла 


Г 1(хуах (3) 


вовсе не необходимо даже, чтобы было 
Л(х) = 0 (1) (при х -> ©®) (9) 
Доказать, что, однако, 
(а) если существует предел 
Вт Л (х), 


бе «9. 


то — в случае сходимости интеграла (8) — этот предел необходимо равен 0; 
больше того, 


(6) если существует предел 


Ит х.У(х), 
х> о 
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чо н этот предел необходимо равен 0, т. е. 
г =о(-1), 10 
х .. 
(в) если интегрируемая в промежутке [а, оо] функция монотонно убы- 
вает, то это условие (10) необходимо выполняется. 
Доказательство [для (6) и (в)] сходно с доказательством аналогичных 
предложений для положительных рядов [375, 3)]. 
Отметим еще (тоже по аналогии с рядами), что даже для монотонно 


убывающей функции Г(х) выполнение условия (10) не гарантирует сходи- 
мости интеграла (8): примером может служить расходящийся интеграл 


ах 
= (@> 1. 


4) Распространить утверждение, доказанное в 6), 478, на случай, когда 
функция /(х) в промежутке [а, а-- «] интегрируема в несобственном 
©мысяе (при сохранении прочих условий» С помощью этого установить, 
что — в предположении, что &(х) монотонно стремится к 0 при х -> со — ин- 
теграля 


Г 11 | За х| +2 (х) ах 
0 


<ходится или расходится одновременно с интегралом 


[9$] 


Г & (х) ах, 
9 


3 то время как интеграл 
| оо 
Й 2 | зах]. 2 (х) ах 
0 


«ходится во всяком случае. 
5) Вычислить интегралы 


к 1 . |.) 
(а) [хм п х ах, (6) ] ах, (в) р. 
о | Ух 0 И" —1 


УклзлниЕе. а) Подстановкой х = = —{ убеждаемся, что интеграл при- 
п /2 


® 
водится К Г пупх ах =2 Г п за Рай 
0 


0 
®/з 
(6), (в) Интегралы приводятся к Г 1 51 14 подстановками х = $1 
0 


за ё” 
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6) Вычислить интеграл 


1 
= [уг Ш 
о 


7 ах. 


Имеем (полагая х = зп 8) 


к к 


2 
=? || 05? пс 048 = [ с0$ 20.11 0 49. 


9 о 


Интегрируя по частям, затем, получим: 


р. 2 
1 . 1 ] у п 
— . ——_ 0 —— и. 0 с чи 
-- я ] зи 20 ак еб 40 ] а 5 
и 


1=5: 5120. меш 


7) Найти интеграл 


К = 11| 511? 0 — 22| 49 (4—1). 


М] 
Положив а = зто н использовав тождество 
$112 @ — 5112 ® = 5 (8 —ю) $ (# + ©), 
получим, что 
п 


&) —- — 
т 


К = Г тать 0 = [пп 6 46 = — я. 
о 


— 


к 
®— — 
7. 


8) Вычислить интеграл 


— ам? 
в= | е ^ ах (а,6>0). 
9 


РЕШЕНИЕ. р формулой [491, 13)], имеем 
Я 5 [ "> ) а те ея | г-У' ах = 
в 3 


9 
о п -э у У аб, 
-э 


[См. 492, 5%], 
9) Вычислить интегралы 
4 6 и 
0$ бе 5 
% — _ ЕЕ ЕЕ аф, ыы я а 
п у? (с0$ 9 — с0$ 8) У? (коз? — сз 0) 2 (605$ — с05$ 0) 
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РЕШЕНИЕ. Обозначим с0$ @ через х и сделаем подстановку 2 == с0$ $; 


тогда 
1/12 3 Е: 
со ф= >, с0$ = ф = 5 ° (22—11) 


И 


(2 —1) 42 


1 [$ 
Л == УЕеея. л=— 
° ту У-а-д’ | иы 


Вводя еще раз новую переменную {Е по формуле УС-— > (1—2) = 
—#(1 — 2), получим: 
[© 9) 
м 
^ 2] 
2 в--2х —1 2 
0 {0 


Итак, Л ={1 и Л = с0$0. Ниже [51, 3)] мы установим более общий ре- 
зультат. 
10) Интегрированием по частям установить следующие результаты: 


0$ ах — созфх к 
(а) й —- НЯ ах = 5 (6 — а), 
0 


нь 


со 
— а __ „-—0 5 
(6) ая = У=(6—а), 
0 


х? 


(в) а ка) 


0 
11) Легко видеть, что [492, 3°, 494, 5)] 


® 
ый < при а > 0 
1 а 0 зы 
е ® 
у о. а < 0. 


Отсюда, так как 
со оо {© ® 
* зпах аа: | а (а В) х ев 
] миа] Ва ры ах}, 
о ‘0 0 . 
то, очевидно (если считать для простаты в и 8 `>0), 


к 
ее 5 при В < «а. 
За ах 
та совбжая = Ч В =а 
>. 
0 В >> а. 
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Этот интеграл многократно применялся Дирихле и известея под на- 
званием разрывного множителя Дирихле. 

К нему*приводятся многие другие интегралы. Например (если а, В, 1 > 0 
н а — наибольшее из них): 


к 
ее д при < В -1 
$1 ах. За Вх. пух, | 
Л х р 5 в=В-т 
о 
0 а>в--т 


{замена произведения двух синусов разностью косинусов), или (снова счи- 
тая а, В`> 0): 
> ‚ [ув при В а 
Г тах чаВх 2 
® у ах — 


ы ы а В а 


{интегрирование по частям). 
Последний результат может быть ыы следующим образом. 


Если а, “1, аа,..., @, >0и > Ма, то 
1 


во . 
Запах пах пах 
= ета зе, аая ке Е 
х х х 2 


о 


Доказательство проводится по методу математической индукции (интегри- 
рование по частям!). 
12) Вычислить интеграл 


ах 
ыы __ 
] (пах — 51 0х) =; 
0 
Уклзлдниге. ‚ороНАЕетрИроав по частям; использовать разрывный 
множитель Дирихле. Ответ: — -1а —6|. 
13) Вычислить 


У. р. и ея (а, > 0). 


т _ 


Решкние. Особая точка х =г, Пользуясь тождеством_ 
о ОАО | Ч. 1 
м хи х-г' 


сразу выделяем сходящийся интеграл 
[9 оо 


[в $] 
$тах а ау с05 ву 
дкесоваг. | аа — ина. / Су. 
р. у у у у 


г ‚Я 
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Затем, с помощью легких преобразований, находим 


7 —= 


Л] + Г зах 
ах = 
х—г 
г-{ 
со | со у 
= с0$ ох. | и ду паг. | т 4-2 сз о. из ау, 
Га ° г з 


тах 
ЕЕ 
/.Х—Г 
С 


получается, если в последием интеграле положить просто е = 0. 
Окончательно, , 


сю `®) 


Эх ах “зта 
У. р. = ах = 2 созаг. У Чу = п. созаг. 
мм | у 


14) Пусть функция /(х) (0 —= х< оо) удовлетворяет условиям 
А(х- =) =1Л (м) и Л(а—х)=/(х). 


В предположении, зто существует интеграл слева, доказать формулу 


эы|а 


] 1) ие ах = | Г(х)ах. 
© о 


[Опа принадлежит Лобачевскому и доказывается с помо`цью раз- 


] 
ложення функцин 
у и 5тх 


1(%)=1; вм. 492, 3°]. 
Применить эту формулу к вычислению интегралов: 


2 1 | 
о _ "== чих А ах (4=12...}; 


на простые дроби так же, как и в частном случае 


со 


со 
(6) Г агс1о (а зтох) сх = | Е . ет Ах (а>0). 
5 о 


шх 


Интеграл (а) приводится к уже известному [312 (5)] интегралу 


п 
р] 
ты о (2—1) 
Г -5112%х 4х = р. . ОМ , 
% 
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а интеграл (6) — к интегралу 


агс( о @ р 


утв 


(годстановка: & = зп х), значение которого 


5 № (@-- УГ 22) 


будет установлено ниже. [511, 9)]. 
15) Налагая те же условия на функцию 7 (х), доказать формулу (снова — 
зв предположении существования интеграла слева); 


[а 


ло аа =“ ах = лом 


УКАЗАНИЕ. И здесь применим метод Лобачевского, лишь с $сыл- 


жой на разложение функции 2х На простые дроби [441, 9)]. 


При /(х)==1 отсюда снова получается известный нам иитеграл 


© 


$11? х х 
] о Ч == ©) 
хз 2 


0 


[см. 494, 4)]. 
16) Вычислить интегралы (“, Ь`> 0). 


 /` 5 =: ух 4х, (6) Дек 1—0 ах 5), Ре 


1 
ха- 1— жо- —1 
[:) ах. 
? ) а хо 


Уклазадние. Все приводятся к интегралам Фруллани; первые два 
интеграла при а = 6 расходятся. 


| ав У—я| а 
Ответ. (а) т фан , (6) [п ЕЕ беж $ (6) [п р 


17) Вычислить интегралы (а, 6 >0) 
|9) 


р- пах — а-зшбх 
(а) ] ах, 


ха 


© а а 00 ах. 
9 


{в) ] (е-а® — в — рый 
0 
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Уклзлние. Все три приводятся к интегралам Фруллани интегри- 
рованием по частям. 
18) Найти интеграл (а > 0) 


[о 
ав -з)я 
ех—е-х 2] х2` 
0 


РЕшЕНИЕ. Имеем тождество 


1 х | 1 
пати) =— 9; #9 + 


| Я 1/1 т 
т а [а БОЕ. ЗЫ, 
| Е е-2) (> оо ) 


х \е—1 хх х 


Интегралы от второго и от третьего выражений взаимно уничтожаются 
(в чем легко убедиться заменой переменной), и все сводится к интегралу 


Фруллани. Ответ. — 512. 
19) Найти интеграл (а, 6`> 0) 
со 
] е-1% — е- т. (а— Бе р 
|" 


РЕШЕНИЕ. Имеем (для ч_> 0) 


[2,9 © со 
е-ах —е-х е-ьх 
— — ах а—6 тах ее 
т ахень 
№ и 


Первый из интегралов справа преобразуем интегрированием по частям: 


©. э) (69) 
[ ре-0х — ае-ах 
®. 


е-9х — е-х е-вх — е0х 
НН ИННА ах, 
х? х х 


7] 1] т 


так что, окончательно 
со 


оО 
еее — 627% С «| 270% — о-ах 
ы 


—_—_—_ —__—____ Их. 
х? 7 х 
И 


При 7—0 первое выраженне справа стремится к #8 — а, а второе к инте- 
гралу Фруллани: 


со 


| е-х — е-ат а а 
а ——@х=9`юЕ-—. 
х ый 
© 


* Эти интегралы не сходятся при 1 = 0, 
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20) Установить формулу 


Асовах- В сов вх и + Ксоз Ах 1, 
х 


= — {Ата ВшЬ-... Г КшА 


в предположении, что а, 6,.... А`0и А-В--... --К=0 (последнее 
условие, очевидно, необходимо для существования интеграла). 
Уклздние. Полагая К = — А—В—..., воспользоваться формулами 


[ А созах — А соз 2х 


- ах = — Ата-- АША, ит. п. 


Легко обобщить предложенную формулу на случай любой функции Х(х), 
удовлетворяющей условиям п? 455, 
21) Найти выражение для м 


[© 9) 


7х 


0 


где п и т — натуральные числа и пт 2. 

Решение. Распространяя на случай бесконечного промежутка обоб- 
щенную формулу интегрирования по частям [311], сразу получим (так как 
двойная подстановка здесь исчезает): 


©) ©. ©) 
$11} х 1 ат-1 з ах 
еек ит Л тм гы (11) 
0 


Для вычисления последнего интеграла удобно воспользоваться извест- 
ными нам разложениями $1” х по синусам или косинусам кратных дуг 
[461, 3), (а) и (б)]. 

Рассмотрим различные могущие представиться здесь случаи. 

(а) пл = 2-1, т= 2 1. Тогда 


д 
ах? а" х = [Фи (2+) х— 


— (2+0 — 10% п фр х- Оо 2% — 3) 5 (2у — 3) х— .... 
и, по формуле (11), 
} 2%--1 ==] Ур т 
т 
О 3 Е 


(6) п = 2%, т= 2-1. В этом случае: 


ор 
- — $12 х = т - [@еесоз 2х — 29. (2% — 2) соз (2—2) х-+ 
Хх? 

О — 4)** со$ (2—4) х—.. .| . 


41 Г. М. Фихтенгольц, т. П 


642 ГЛ. ХИТ. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [497 


Легко видеть, что левая часть (так как > и) при х =0 обращается в 0, 
так что сумма коэффициентов при косинусах равна 0, и мы можем исполь- 
зовать предыдущее упражнение 20). Отсюда 


98 
“ эшх (ет 
2-1 х 2—1 
У. Же 7. (2!) 


[д 12 — 2% (2% — 2) п (2—2) + 


2% (2—1 2, 
О 4 т (2 — 4) — в | 


Аналогично устанавливаются формулы для случаев: (в) п = 2 {+ 1, т =2и 
и (г) п=2\, т = 24. Отметим, что, в частности, для любого п =2 


со 
р п 
ЩЕ и . 
х 
. | 
о [паи ...]. 


22) С помощью того же разложения 461, 3) (6) легко получить, что 
(при р>>0) 
р 1 
и рх ,. _ (—1)** (2У-- 1) 2 
п. д ТЬ— ... 
2 1).2%. ... + (У-2 
... с и Е =: Е Е . 


Впрочем, с помощью элементарных соображений, это выражение приводится 
к более простому: 
к (2м— ПП! 


р 2 *° 
со 


5112 рх 
Интеграл Е 4х расходится. Интеграл Ф руллани 
0 


со 


51129 рх — $112 ах 
] ах (р, 4 >09) 
0 


не удовлетворяет условиям п” 495, но с помощью разложения 461, 3) (а) 
легко установить, что он приводится к случаю П интеграла Ф руллани, 
если $112 х заменить на 


ре: О ЗОО: 
оу чья 


Окончательно, по формуле 4а):; 


© ®) 


ь р — 611? и 
| $112 рх — $112 ах ры (2—1)! 9. 
х : 211 р 
о 
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со 


с0$% х 
Интеграл Й г ах ни при каком натуральном п не сходится. Но прн 
0 


со 
п=2»--1 сходится | и, по формуле Фруллани 4а), сразу имеем 
А 


©.) 


[ с0527+1 рх — с0$2°+1 ах 
х 


ах=ш-”. 
р 


0 


При п ==», используя разложение в 461, 3) (в), как и выше в случае 
синусов, получим 


[© ®) 


с0$2 рх — с0$2° ах —_ 2 — 1! а 

Й о дя = (17 т. 
О 

23) Установить следующие формулы *: 

у" 
а [ р И 
с0$ # 
(&) | сотках | : = ао 
0 и 


и!" 

4 

0 Е 
у 

27 при ть 
У 

4 

0 


со со 
(6) Г чаджах || мА = 
о 


я 


[9 =1, 
в 


при 1 => 0, = 1, 


: пё 1 
е) | 0$ 1х ах р ео 
0 


=1 при 1 = 0**, 


© эт 1х ах | Е ттИ — И при 1520 мн 
0 г 
= 0 при 1 = 0**. 
в 1 
о ет а ха = та -- У при 10 
ыы | 
= 1 при 1 = 0. 


* Интегралы 


-/ Е и -/= к. 


и представляют собой ия Яхи ы. («интегральный синус» и ‹инте- 
гральный косинус»), о которых упоминалось в п? 289, . 
** При 1= 1 интеграл расходится. 


41* 
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ДоказаАТЕЛЬСТВО. (а) Предполагая 1{=20, интегрируем по частям: 


[© ®е) со 
Г олкая [ити Е [114 ЗЕ 512 оз х ах. 
0 т 0 т 
Так как 
[®®) со 1 
еозеай = и Е а не тхь 
ОЕ 1 2 


то двойная подстановка обращается в 0, и интеграл приводится к разрыв- 
ному множителю Дирихле [(11)]. 

Особо рассмотрим случай 1 = 0. При любом А`> 0, повторно интегрируя 
по частям, получим: 


со А 


Г. них] ай 
НН 


Нл биаил = Е 
А 


А со 
а созх4х=А еричта- 


© 


— пё 
“ 


По второй в о среднем значении [487], последнее выражение при- 


водится к виду: / ПСА > А), а этот интеграл стремится к 0 при 


А -> со, в силу та Больцано-Коши [475], примененного к сходя- 


шё 
щемуся интегралу ] 4. Итак, 
0 


Доказательства в прочих случаях аналогичны. 
24) Доказать следующие формулы (а, В `> 0): 


у © р \ >, @сли а > 8 
Эа ' =’, 
о Га ее. ера 
[А Е п 
0 [> 82 ре" а = В. 
у] 
> р ры —, если а = В, 
Е ] | 20, - 
‹ в 
0 Пе Вх ] -—, если а = В. 
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со со со 
с0$ { зи _ 1 а-- В 1, а — 8? | 
о В 
” ” при & 5 В, 
що 
[72 
при а = В. 
со со | со «+8 
е-! 2 и т -Е В" 
0 [> В ов“ 


Доклдзательство. (а) Интегрированием по частям предложенный 
интеграл приводится к интегралам типа, рассмотренного в 23) (а): 


со [ © ©) со т=осо 
Га ва Дени сов ИЕ И | 
о 2 Вх 2=0 
со {© ®) со 
+] озаках |9 и | ибких а = 
0 Вх 0 © 
Фе) ©.) ©.) Ф®) 
1 с0$ё 1 с0$# т п 
=] созежах | Ф-Т сз хах | г т. 
0 2 


смотря по тому, будет ли а >В или а< В. 
Сделаем еще пояснение ‹ относительно обращения в 0 двойной подста- 
новки. Из уже знакомой нам оценки 


©.) 


и бо |< е-|Шшх| 


т 


явствует, что выражение под знаком подстановки стремится к 0 вместе с х. 


С другой стороны, 
[®.®) 
п { 0$ 
+ ] —` 4, / \ _- 
ен 


откуда следует, что упомянутое выражение стремится к 0 и при х- сю. 
Доказательство остальных формул проводится аналогично, со ссылками 
на формулы, установленные в 23) (6), (в) и (г), (д). 


© ©) 


(Ф@) 
с0$ё $ ё 
] ЕЕ 


НЯ Ня 


$ 5. Приближенное вычисление несобственных интегралов 


498. Интегралы с конечными пределами; выделение особенностей. 
Выше, в 322—328, нами изучены были различные приемы для приближенного 
вычисления определенных интегралов в собственном смысле. К несобствен- 
ным интегралам эти приемы и указанные для них оценки погрешностей 
непосредственно неприменимы. Иногда удается, путем замены переменной 
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или интегрирования по частям, свести несобственный интеграл к собствен- 
ному. Тогда и приближенное вычисление несобственного интеграла приво- 
дится к уже знакомой задаче. 
Во многих случаях приближенное вычисление несобственного инте- 
ь 


грала Гл Ах (с конечными пределами) облегчается путем выделения 


а 

особенностей *. Последний прием состоит в подыскании функции 2 (х) про- 
стого вида, которая как бы впитывает в себя все особенности функции Л (х), 
так что разность $(х) = 1 (х) —#(х) оказывается уже лишенной особен- 
ностей, т. е. интегрируемой в собственном смысле. При этом выбором функ- 
ции © (х) стараются распорядиться так, чтобы интеграл от #(х) выражался 
в конечном виде, а функция $ (х) имела нужное число преизводных, чтобы 
при приближенном вычислении интеграла от нее можно было использовать 
существующие формулы для погрешности. 

Подбор функции 2 (х) производится различным образом, смотря по слу- 
чаю. В виде примера мы укажем общее правило построения этой функции 
для одного часто встречающегося класса интегралов. 

Пусть подинтегральная функция имеет вид: 


1(х) = (х— ж)-*.1(х) (азмоэжь 0«а<) 
где #(х) для а = х= 6 разлагается в степемной ряд 
В (5х) = со с1 (х — хо) - са (х — хо... Неа (х— ж)й +... 


Тогда полагаем 


8 (х) = (х — м0)“. [со 1 (х— ху... св (Хх — №)" 
и 


(= (Хх — [ева (хм... = (х— хо) 9 [ева ...]. 


Интеграл от ©(х) берется легко; с другой стороны, ф (х), очевидно, имеет 
в [а, 6], включая в точку хо, п непрерывных производных. 


499. Примеры. 1) Пусть требуется вычислить интеграл 
1 1 1 1 1 


1 в _1 Е 
Г х < (1%) “ах =2 Й а 2 (1—х) ь 4х; в последнем интеграле един- 
0 


0 
ственной особой точкой является 0. 
1 


Разлагая (1 — х) ? 


щем х4, и положим 


по степеням х, остановимся на члене, содержа- 


= 1 3 5 35 
—х 2 - ЖА м 
# (Хх) =х (+6 +185). 


1 1 9 
р] мг 30 63 = 


1 1 


1 1 2 


1 
Е] 2 
м: 2 
= [х (1 —х) ах = [Г вфах+ | ф(х) ах =А-А. 
0 0 0 


* Этот прием был предложен Л. В. Канторовичем. 


> 
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Значение /! легко вычисляется: 


715801 
645120 


Что же касается /5, то его найдем по формуле Симпсона, деяя про- 


[= У? = 1,5691585 . 


1 Е 
межуток |о, 5 на 2п = 10 частей и ведя вычисление на 6 знаков: 


Уо = У, =0 2у1 = 0,000018 
4у„, = 0,000225 
2у› = 0,000431 

4у„, = 0,002496 Л == 1,5691585 

2у; = 0,003017 Л == 0,0016385 

4у,, = 0,012901 Г == 1,5707970 


2 = 0,012632 
4», = 0,046350 
у5 = 0,020239 
0,098309 | 60 
00016385 


Истинное же значение / равно [как это вытекает из теории функции «Бета» 
529 (5а)], 


М = 1,5707963 ... 
2 
Произведем оценку погрешности (не пользуясь, разумеется, тем, что 


мы — из других соображений — можем здесь получить точное значение инте- 
грала). Имеем: 


1 
мл _ 63.9753 
(5) = 562990 Т...>0, 


И ФУ возрастает вместе с х, так что наибольшего значения достигает при 


х=э. Отсюда легко получить, что тах ФУ (х) = 288. 


Погрешность формулы Симпсона выражается по известной фор- 


муле [327]: 
1\5 
(5) | ФУ (©) 


104 180 


(>). 
9] 288 _ 5 
< 11 < в щ. 


С другой стороны, погрешность полученного для /› значения, проистекающая 


в=— 


Таким образом, 


: 5. тв = 
из округлений, абсолютно меньше ——^——< 10-1. Такова же абсолютная 
5,2: 0.2 
погрешность значения /\. Общая погрешность лежит между — 15 и 108’ 


так что 
1,5707918 < [< 15707972 или 1,570791 < [< 1570798. 


[493 
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Окончательно, 
ой о 
2) Для интеграла /= | х (1-х) “ах обе точки 0 и 1 являются 
0 


особыми; соответственно этому разбиваем его на два: 
1 
1 2 1 
= |=] - Г=л-ь Полагаем для вычисления /1 
(9 0 


1 
= 1155 
&() =х (1+3 хр +198 % - 2048 =), 


1 3 
а а 1155 
$(х) =х 2 [5 (1+... “Нах „|. 


так что 
- 


- 
в= | сода [зов 
0 


Сразу получаем 
576293 -/;5-_„_тд- 
11 = 49550 У 2 === 1,6581248. 

Интеграл /1› вычисляем по формуле Симпсона, 2л = 10, на шесть 
знаков: /1о == 0,003813.. Отсюда /\: == 1,661938. Оценивая погрешность, как 
и только что, найдем: 

Л == 1,66193 0, 00001. 


Аналогично, 
1 
ет _3 п: 8 2% 
[а = Г 2 (1—х) тах = | х *(1—х) ‘ах= 
1 0 


> 
-/ х * (1+ уж... + а) 4+ 
0 
грй х Е + Ел 


Найдем, что 
Г1 == 3,580291, [оо == 0,002033, Г == 3,582324. 
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Если оценить погрешность, как выше, то получим 
[3 = 3,58232 + 0,000005- 
Таким образом, 
1 = 5,24425 ‚о о0ж5 ИЛИ /=5,24426 окт. 
1 
шх 
1—х 


3) Пусть предложен интеграл / = ] ах; особенность при х = 0. 
о 


Для выделения ее прибегнем к приему, сходному с примененным выше. 
Положим: 


1 1 
шах 
[= [а Ех 3 4) пхах +/ ЕВА ах =И-Ь. 
М о 
Легко найти (с помощью интегрирования по частям); /1 = — 1,46361 ... 


Интеграл же /з вычисляем по формуле Симпсона (2п = 10, на пять зна- 
ков); мы получим: /› == 0,18135. Таким образом, /== — 1,64496. Истинное 


2 
значение искомого интеграла [519, 1) (6)] есть — "в = — 1,644934... 


При оценке погрешности производная ФУ (х) вычисляется по формуле 
Лейбница [117]. При этом удобно воспользоваться легко доказываемой 


формулой: 
те) 
х—а Е 1 : 
(где с лежит между аи х), взяв Л(х) =Шшл, а=1. Грубая оценка дает: 


[Ф* (х) |< 200, отсюда 


1 200. 
[А 1< тя * тво == 0,0001. 


Общая погрешность -Е 0,00013. Окончательно, 
[7] = 1,645 + 0,0002. 


4) Рассмотрим, наконец, пример другого типа 


к 


2 
=] 108 $ х ах, 
р ©х > 
с особой точкой 0. 
Естественно сопоставить подинтегральную функцию с функцией 
2 (х) =10ор х, для которой интеграл вычисляется легко *:; 
® ® 


2 2 
п = | овхах= М. шлх ах = Мх (шх—1)| = 
о 0 о 


=|а 


п тя , 
==. (‘ов т м) == — 0,374123. 


* Буквой М ниже обозначен модуль перехода от натуральных логарифмов 
к десятичным. 
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шах 


Интеграл же /5 от функции ф(х) = 102 вычисляем по формуле Симп- 


сона, при 2п = 18, на шесть знаков. Имеем: 


и" 


— 


2 
и | [08 х— юв п х] 4х == — 0.098733. 
0 
Поэтому 
АА == — 0,472856. 


На деле интеграл / лишь множителем М отличается от известного уже 
нам [492, 1°] интеграла: 


к 
2 
. к 
] шзшх ах = —5. 2 
0 
и, следовательно, 
[= —5 1082 = —0,4728568 и 


мы видим, что в полученном выше значении все шесть знаков верны. 
Не зная истинного значения, мы вынуждены были бы пользоваться 
оценкой погрешности формулы Симпсона. Здесь 


6 (х4 — $114 х) — 4х4 $11? х 


1У —_ 
=м ха $114 х 


ф (х) = М (шх— тшзшх), ф 


4 
Можно показать, что 0« ФУ (х)< т М<З,6, откуда < 0и| Ю |< 0,000002. 


Учитывая и погрешность от округлений, мы могли бы лишь установить, что 
11] == 0,47285 +-0,00001- 


500. Замечание по поводу приближенного вычисления собственных 
‚нтегралов. Метод выделения особенностей может оказаться полезным и 
при вычислении собственных интегралов, если подинтегральная функ- 
ция, даже будучи непрерывной, не имеет нужного числа непрерывных произ- 
водных (что затрудняет оценку погрешности). Поясним это на примере. 

Рассмотрим интеграл 


1 
= [Г шх. пах ах. 
0 


Легко видеть, что при х-—>0 подинтегральная функция стремится к 0, так 
что эту функцию можно считать непрерывной во всем промежутке интегри- 
рования. Но уже первая производная подинтегральной функции обращается 
при х=0 в бесконечность. Воспользовавшись разложением логарифма, 
представим нашу функцию в виде суммы двух функций 

х2 х3 =) 


2 (х) = шх. («+= 


ее) =шя. мал) —(*—5+5-%)], 
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Интеграл от первой функции берется легко: его значение есть — 0,20528 .. - 
Интеграл же от второй функции (имеющей уже четыре непрерывных произ- 
водных!) вычислим по формуле Симпсона, 2п = 10, на пять знаков. Мы 
получим — 0,00348, так что общий результат будет — 0,20876. 


Так как |Ф\ (х) |< 36, то | © |< 0,00002. Окончательно, 
| 1 | — 0,20876 + 0,00003 — 0,2087 0,0001 


(На деле же в полученном приближенном значении все знаки будут верны, 
так как истинное значение / будет — 0,2087618 ...) 

Любопытно отметить, что если формулу Симпсона (при том же 
2п = 10 и по-прежнему вычисляя на пять знаков) применить к подинтеграль- 
ной функции без предварительного выделения особенности, то получим 
/ == — 0,2080, т. е. всего три верных знака. 

Таким образом, если не прибегнуть к выделению особенности, то мы 
не только испытаем затруднение в оценке погрешности, но можем 
столкнуться и с фактическим понижением точности результата! 


501. Приближенное вычисление несобственных интегралов с беско- 
+ оо 


нечным пределом. Редко удается вычислять интеграл Г Х(х) ах, на основе 


а 
А 


его определения, как предела собственного интеграла [ Х(х) ах, прибли- 


а 
оо А 
женно полагая (при достаточно большом А) | = Г, причем последний 
а а 


интеграл вычисляется уже изученными приемами. Это может оказаться 
полезным разве лишь при очень быстром убывании подинтегральной функ- 
цни с возрастанием х, так что — даже при небольшом А — написанное выше 


приближенное равенство имеет уже достаточную точность. 
Фе) 


1) Так, например, будет обстоять дело в случае интеграла / = [ г? 4х. 


0 
Из неравенства х? >= 2Ах — А? следует, что 


е-2* < е4*.е-24® 


и 
[© ®) ФФ) 
] г 4х = е“. ‚2-24 ИЕ г-^. 
2А 
А А 
При А = 3: 
| е-^ ах < 0.00002. 
3 Ф 


3 


Что же касается интеграла Ге-ах, то его вычислим по формуле 


0 
Симпсона, при п = 30, на пять знаков; это дает нам 0,38621. Нетрудно 
получить оценку: | (е—®”)!\ | = 12, || <2. 10-5, Общая погрешность содер- 
жится между — 0,00004 и 0,00006. Таким образом, 


0,88617 <1< 0,88627, 1 = 0,8862 ; доб. 
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Точное значение /, как мы знаем [492, 2°] есть и: = 0,886226 ... 


со 


Чаще бывает выгодно либо преобразовать интеграл Г к конечным пре- 


а 


А со 
делам, либо разбить его на два: [ -- [ ‚и второй преобразовать к конеч- 
А 


а 


ным пределам. 
Ф®) 


— т 
2) Возьмем снова тот же интеграл /= Г е`? 4х и представим его в виде 
0 


(©) 1 со 
= + =л-ь 
0 0 1 


[1 вычислим по формуле Симпсона, 2л == 10, на пять знаков, | А | < 0,00001; 


суммы: 


11 = 0,74683 „о ооо». /> подстановкой х=- преобразуем к виду: 
1 


1 
ь= [-=.е Р ЧЕ 
0 


Обычным путем получим /о == 0,13945, так что / == 0,8868. 

Оценкой погрешности заниматься не будем. 

Если интеграл с бесконечным пределом имеет особую точку и на конеч- 
ном расстоянии, то надлежит разбить интеграл на два, содержащих каждый 
лишь одну особенность. 

3) Рассмотрим (при О<а<!) интеграл 


со 1 со 

° ха- ‘ ха-—1 ха-1 
г ак = | иетьажч ] иах=ь-+ь 
о 0 1 
Интеграл /\ находится путем выделения особенности: 
1 1 
хв+4 
п = (ха-1 — ха-|- ха+1 — ха+2 -|- ха+3) 4х — 1 я ах = 1 — Но. 
0 0 


1 1 1 1 1 
арг Гара аз тата’ 
Симпсона. 


а /12 вычисляется по формуле 


Пусть, например, а = У = 0,7071068 ...; тогда /14 = 1,14052... Для /1о 


(2п = 10, на пять знаков) получаем значение 0,09518. Итак, /1 == 1,04534. 


Интеграл /› подстановкой х = приводим к виду 


1 
Ю-! 
ь= м 
0 
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где б=1 — а= 0,2928931 ... Аналогично прежнему получим: / == 2,90289. 
Окончательно, / =» 3,94823. Впоследствии [522, 1°] мы узнаем, что истинное 


значение / есть — 3,948246 ... 


к 
п ха 


со 
Иногда в случае «медленно сходящегося интеграла» Г 1(х)ах все же 


а 
удается выделить из него (например, путем повторного интегрирования по 
частям) легко вычисляемые члены с тем, чтобы остающийся интеграл был 
уже мал. 
4) Пусть предложен интеграл 


[®®) 
5х 
[Г = ] 4х. 
х 
0 
А со 
Представим его в виде суммы интегралов: Г -- Й ‚ не стремясь, однако, 
0 А 


к тому, чтобы второй из них был мал. Интегрируя затем по частям, будем 
иметь: 


©.) 


п х с05х  зшх __ ах 
] г о Я ая т 


чина 


п а 


Взяв, например, А = 2т, получим: 


$ х 


чп х 1 
[ ы ах = РЕ СЕ + 62 - 720 = —2- Чх. 


2 


Сумма проинтегрированных членов равна 0,15354... Далее 


п х 120 
0х 720 ПЕ ах < 1720 Е. == < 0,002. 
2* 


2к 


Вычисляя интеграл [ по формуле Симпсона (2п = 40 на четыре 


знака), найдем: 1,4182. 
Оценка погрешности: 


МС пу С” 
9-2 бр’ 7 ®= м 2тт т -- 5)" 


| ду (5)1<- св 2 < 54, 18 | < 0,0012. 
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Отсюда, учитывая общую погрешность, 
1,5702 < 1< 1,5752, 1==1,57 , 0,01. 


Как мы знаем, 492, 3°, на деле / = 5 = 1,5707. 


502. Использование асимптотических разложений. При приближен- 
ном вычислении интегралов вида 


Гл (/[4 


часто оказывается выгодным использовать их асимптотические разложения. 
Поясним это на примерах. 
1°. Интегральный логарифм. Если О а< 1, интегральный логарифм И а 


определяется так: 
„-/ и : (12) 


в случае же а`>1 этот интеграл расходится, и его понимают в смысле 
славного значения: 


Ди 
= == * 
На=у. р. 78 т. Г+ Г) И (12*) 


1+Е= 
[см. 484]. 
Пусть сначала а<1. Положим а=е-® при х`>0и сделаем в инте- 
грале (12) подстановку и=е-!: 


ФФ) 
—# 
 (2-=) = — [ -— аЁ. (13) 
т 


Полагая = х- 9, мы придем к интегралу 


р е-—® а 
—2т\) — — р-м ый 
ПН (е-®) е [ хо’ (14) 
0 
Так как 
1 И -- и — ыы 
хх мм а хп" а хп (ху) ' 
то отсюда [489, 4)] 
1 1 2! п — 
я —*+ Е а В о И т (9, 
(15) 
где дополнительный член выражается интегралом 
®.$) 
и ТВ т.е 49 
га (Хх) = (— 1) | ео" (15а) 


о 


; 
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Если отбросить его и продолжить разложение до бесконечности: 


1 1 21 (п— 1)! 
:(е2-% и В ВЕНЕ 
ее ив... СИТИ ...|, 0) 
то получающийся ряд явно будет расходиться, ибо отношение последующего 
члена к предыдущему 


п 
= -— 00 при п-> со. 


Но из выражения (15а) для дополнительного члена видно, что он имеет знак 
первого отбрасываемого члена ряда и по абсолютной величине меньше этого 
члена 


| п: Е 
Ш х+1 ыы хх +1 ы 


Таким образом, ряд (16) обвертывает функцию 1 (2-®) и в то же время 
служит для нее асимптотическим представлением [463]. Из $6 
предыдущей главы читатель знает, как подобный ряд может быть исполь- 
и приближенных вычислений; наилучший результат получится, если 
п = В(*х). 

Если а>|! и х<0, то положение вещей значительно усложняется. 
В этом случае также можно установить формулы (13) — (15), но все интегралы 
здесь понимаются лишь в смысле главных значений. Разложение (16) в этом 
случае оказывается знакопостоянным (ведь х« 0); оценка дополни- 
тельного члена представляет большие трудности. С помощью обстоятельного 
и тонкого исследования Стилтьесу (ТН. 5Не{}е$) удалось установить, что 
при данном х < 0 для получения наилучшего приближения к числу И (е-®) 
также следует взять п = Е(|х|), причем порядок приближения оценивается 


2т 
Е 
Можно для функции 1(е-=) получить разложение по целым возрастаю- 


щим степеням х, действительное для всех вещественных значений х. С этой 
целью перепишем формулу (13) в виде 


выражением 


1 со НЫ (Я 
и(е-а) = | п — ее, № Га е- 4. 
| 1 1 0 
я 


° а 
При х < 0 интеграл ] —; Расходится, и нужно взять его главное значение; 
1 


оно равно 
Е хх 
т [+] ИА [пе — | = ш-=[х|. 
=> +0 я К [ => +0 ы 


* В рассматриваемом случае а<1 асимптотическое разложение (16) 
и выражение для дополнительного члена могут быть получены последова- 
тельным применением к интегралу (13) интегрирования по частям. 
Но этот путь закрыт для случая а > 1, 
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Сумма первых двух интегралов есть независящая от х постоянная С *. 
Остается лишь последний интеграл разложить по степеням х, чтобы полу- 
чить требуемый результат: 

х? хз 4 хп 


(2-2) = СШ х| —х — о за и ПР (17) 


Однако этим разложением невыгодно пользоваться при больших значе- 
ниях |Х|, И расходящееся разложение (16) имеет перед ним в указанном 
случае существенное преимущество. Так, Стилтьес, взяв 23 члена ряда (16), 
нашел 


11 1010 = 455055614,586; 


в ряде же (17) понадобилось бы больше 101 членов, чтобы осуществить 
ту же точность! 
2°. Интегральный косинус и синус: 


9) со 
р=ах=— | се, о-ых=— || тив 
ИЯ НЫ 


Для упрощения выкладок введем в рассмотрение интеграл от комплекс - 
ной функции по вещественной переменной: 


[®.®) ©.) 
#4 $ 
р =— [а [|= . 
Ня НЯ 


Последовательным интегрированием по частям получается формула 
ох ох ех ет © 
РЕ = Ро Нах 9 пит ... {п И ахут + "в, 


где 


©) 


$ 
п-1 т е 
гв (Хх) = (—1) [1 ‚т. | перта6 
НЯ 
Если выведенную формулу разделить почленно на — е1 и отдельно при- 


равнять вещественные и мнимые члены в обеих частях равенства, то полу- 
чим более удобные для вычислений формулы: 


5-9 = — Роз х—Озшх = 
х 
1 1 3! _1 (т — 1) , 
Неа НО" т} 8 


* Как увидим ниже, она на деле тождественна с эйлеровой постоянной 
[538, 3)]. 
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и 
со 
] Не) рут х — О с0$ х = 
— | 
1 21 -1@т— 2)! 
где, соответственно, 
{®.®, 
т (Е — х 
гэта () = (— 1)" (2т- 1)! [ А 4 
т 
и 
{©.е) 
п 1 —х 
Е: (х) = (— 1)" (2т)! [ Е 4. 
2 
Легко установить [например, с помощью формулы Бонне, 306, (3)], что 
Хх 
п (#— х) 2. 
|= 2, 
НН 


Переходя к пределу при Х -»со, получим, что дополнительные члены в фор- 
мулах (18) и (19) по абсолютной величине не превосходят каждый удвоен- 
ного члена (соответствующего разложения), следующего за выписанными 
членами. Отсюда явствует, что, продолжив разложения (18) и (19) до беско- 
нечности, мы придем к асимптотическим представлениям интегралов в левых 
частях. 

‚ В частности, например, из (19), полагая там х = Ах (Ё =1, 2, 3,...), 
найдем ^ 


| зшё и к ] 2\ 41 61 
п=чеу-=- ] г а с® (— 1) нева + =. 


При Е ›>2 отсюда легко найти приближенные значения р;; 
рз = 0,1040, р, = — 0,0786, р = 0,0631, р = — 0,0528, ... 
Например, для вычисления р, достаточно трех членов в скобках: 
0,07958 — 0,00101 -- 0,00008 = 0,07865; 


так как погрешность абсолютно меньше 2.0,000015 = 0,00003, то |р4| содер- 
жится между 0,07862 и 0,07868, и окончательно 


04 = — 0,0786 оо о 


* Любопытно отметить, что члены в {...} оказываются как раз об рат- 
ными величинами по отношению к членам известных степенных рядов 
для синуса и косинуса [404, (12) и (13)]. 
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ГЛАВА ЧЕТЫРНАДЦАТАЯ 
ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


$ 1. Элементарная теория 


503. Постановка задачи. Рассмотрим функцию /(х, у) двух 
переменных, определенную для всех значений х в некотором про- 
межутке [а, 6] и всех значений у в множестве 4/ == {у}. Пусть, при 
каждом постоянном значении у из 9/, /(х, у) будет интегрируема 
в промежутке [а, 6], в собственном или в несобственном смысле. 
Тогда интеграл 


ь 
Г) = [Л у)ах (1) 


будет, очевидно, функцией от вспомогательной переменной 
или параметра у. 

Говоря в 436 о последовательности функций {/„(х)|!, мы рас- 
сматривали интегралы 


Л = Гу, (х)ах, 


которые представляют собой частный случай интегралов (1): в роли 
параметра здесь фигурирует натуральный указатель п. 

По отношению к функции /(у) естественно возникает ряд во- 
просов — о существовании и выражении ее предела при определенном 
предельном переходе, в частности, об ее непрерывности по у, об ее 
дифференцируемости и выражении для ее производной, наконец, 
об ее интеграле. Всем этим вопросам и посвящена настоящая главч. 

Изучение свойств функции, выраженной интегралом (1), завися- 
щим от параметра, может представить самостоятельный интерес 
(в этом отношении см., например, 8 9). Но, помимо того, эти 
свойства, как читатель увидит, имеют и многообразные применения, 
в особенности, к вопросу о вычислении несобственных интегралов. 

504. Равномерное стремление к предельной функции. Решаю- 
шую роль в предстоящих исследованиях будет играть указанно: 
в заголовке понязие. Пусть функция Л(х, у) определена, в общем 
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случае, в двумерном множестве о = 9^Ж@9/, где .9^ и 9/ означают 
множества значений, принимаемых порознь переменными х и у, 
причем 9/ имеет своей точкой сгущения, скажем, конечное 
число Уд. 

Если 1) для функции Х(х, У) при у-» уо существует конечная 
предельная функция 


Ит Л (х, У)=$(%) (х из 9), (2) 


У > № 


и 2) для любого числа в`> 0 найдется такое не зависящее 
от х число 6 >0, что 


при |у— у| < 68 будет |1 (х, у) —$(х)| <: (3) 


сразу для всех х из 47, то говорят, что функция ГХ(х, у) 
стремится к предельной функции $(х) равномерно относи- 
тельно х в области 9. 

Нетрудно перефразировать это определение и на тот случай, 
когда у есть несобственное число, например, -- со: при этом лишь 
неравенство вида |у— %| < 6 заменяется неравенством вида у >> А. 
В главе ХИ [428] мы имели уже дело с частным случаем такого 
равномерного приближения к предельной функции; там речь шла 
о функции /„(х), содержащей в качестве параметра натуральный 
значок п. 

В 429, имея дело с последовательностью функций, мы устано- 
вили, что для равномерной сходимости необходимо и достаточно, 
так сказать, равномерное выполнение принципа сходимости. То же 
можно сделать и в общем случае. Именно (если ограничиться пред- 
положением, что уу конечно): | 

1°. Для того чтобы функция Х(х, у) при у>+ У имела пре- 
дельную функцию и стремилась к ней равномерно относи- 
тельно х в области 4, необходимо и достаточно, чтобы для 
каждого числа в > 0 существовало такое не зависящее от 
х число 6 > 0, что неравенство 


|1 (х, у) —Л(х, У)| < в (4) 

выполняется для всех х из 47 сразу, лишь только 
|У—%| < 6, [У—м|<8 (У №9). (5) 
[В случае у=—= оо взамен последних неравенств появляются 


неравенства у > А, у’> 4]. 
НЕеоБходимость. Пусть имеет место равномерная сходи- 


= 
мость. Заменив в определении е на > и соответственно выбрав , 


42* 
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возьмем теперь два значения уи у’ из 9/, так чтобы выполнялись 
условия (5). Тогда будем иметь, каково бы ни было х, 


сх, у) — (| < 5 и |9) —Л(х, |< 5, 
откуда и следует (4). | 
Достлточность. Если упомянутое условие выполнено, то 
прежде всего ясно существование предельной функции (2). Пере- 
ходя затем к пределу в неравенстве (4) при у’— уу (причем у 
фиксировано так, что | у у| < 5), получим: 


|Ф (х) —Л(х, У) |=. 


Этим и установлено равномерное стремление функции Х(х, у) 
к предельной функции © (х). 
Установим теперь возможность сведёния рассматриваемого вопроса 
к равномерной сходимости последовательностей функций: 
2°. Для того чтобы функция Г(х, у) при у у стремилась 
к функции Фх(х) равномерно (относительно х в области 49’), 
необходимо и достаточно, чтобы к $(х) равномерно сходилась 
каждая последовательность {1(х, у,)}, по какому бы закону 
варианта у» (со значениями из 9) ни стремилась к уу. 
Доказательство ограничим случаем конечного у. 
НЕОБХОДИМОСТЬ. — Предполагая равномерное стремление 
1(х, У) к $(х), по произвольно взятому > 0 найдем соответствую - 
щее, в согласии с определением, число 6 > 0 [см. (3)]. Какова бы 
ни была варианта у„-— У, для нее существует такой номер №, что 
|У, — У | < 5 лишь только п > М. Но тогда, при тех же значениях п, 
в силу (3), выполняется неравенство 


- |7 (х, У) — $ (х) | < 


и притом сразу для всех х. Таким образом, доказана равномер- 
ная сходимость последовательности {/(х, у„)}. 

Достлточность. Пусть теперь дано, что каждая такая по- 
следовательность сходится к $Ф(х) равномерно. 

Для того чтобы доказать равномерное стремление функции ] (х, у) 
к $Ф(х), предположим противное. Тогда для некоторого => 0, 
какое бы ни взять 6 =0’›> 0, найдется такое значение у=— у’ из 9, 
что хотя |у’— %|<5’, все же по крайней мере для одного значения 
х = х’ из .9’ будет выполняться неравенство: |] (х’, у’) — $ (х’)| ==:. 

Возьмем теперь последовательность положительных чисел {8„}, 
сходяшуюся к нулю. Каждому 0д„, по сказанному, можно сопоставить 
два значения у» и х„ такие, что 


| Ув — | < 8, но |7 (хи, Уи) — $ (хп) | == в. (6) 


Ясно, что у„-+ У (ибо 8„-»›0), но последовательность {/(х, у„) } 
равномерно сходиться к $(х) не может, ввиду (6). Мы пришли 
к противоречию с тем, что дано. 
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Пусть теперь множество .4”’ представляет собою конечный 
промежуток [а, 6]. Мы знаем [436], что если последователь- 
ность {/„(х)} функций, непрерывных (или интегрируемых в соб- 
ственном смысле), равномерно сходится к предельной функции, 
то и последняя необходимо будет непрерывной (интегрируемой). 
Ввиду 2° непосредственно ясно, что все это переносится и на общий 
случай: 

3°. Если функция Х(х, у) при любом у из 9 непрерывна (инте- 
грируема) по х в промежутке .47—=—[а, 6] и при у> у, равно- 
мерно стремится к предельной функции $(х), то и эта функ- 
ция также будет непрерывна (интегрируема). 

В интересах дальнейшего изложения мы установим еще следую- 
щее предложение, обобщающее теорему Дини п? 431. При этом 
мы будем считать, что все у< у. 

4°. Пусть функция У(х, у) при любом у из 9/ будет непре- 
рывна по х в промежутке 47 — [а, 6] и при возрастании у, моно- 
тонно возрастая, стремится к непрерывной же пре- 
дельной функции $(х). Тогда стремление это необходимо будет 
равномерным относительно х в промежутке 47. 

Выделим из 9/ монотонно возрастающую последовательность {у„} 
значений у, сходящуюся к У, и рассмотрим соответствующую по- 
следовательность функций {/(х, у„)}, очевидно, также монотонно 
возрастающую вместе с п. Так как ряд 


Ах, уд -Е >, [7 (х, У) — Л(х, = 9 (Хх) 


состоит из положительных членов (возможно, за исключением 
первого члена), то теорема Дини позволяет утверждать, что этот 
ряд сходится равномерно относительно х в промежутке 497. 
Следовательно, по заданному => 0 найдется такой номер пу, что 
неравенство 


|Ф (<) —Л(х, Уп) | <= 


окажется выполненным сразу для всех х из 9”. Ввиду монотонного 
возрастания функции / вместе .с у, тогда подавно выполняется и 
неравенство 


|(Ф (*) —Л(х, У)| <, 


лишь только У> У; этим доказывается наше утверждение. 


Хотя установленный частный признак равномерного приближения 
и кажется очень узким, но он нередко бывает полезен, избавляя 
от необходимости иным путем убеждаться в наличии равномерного 
приближения. 

505. Перестановка двух предельных переходов. В настоящей 
главе через все изложение красной нитью проходит вопрос о пере- 
становке двух предельных процессов того или иного 
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типа. В простейшей форме этот вопрос впервые встретился нам 
в 168, когда речь шла о существовании и равенстве повторных 
пределов: 

Нт Ни У(х, у) = Шип Им Х(х, у) (7) 


© > 12 У>\ у > Х -> 30 


в предположении, что существует двойной предел: 


Затем, в 436 мы видели, что теорема о почленном переходе к пре- 
делу в равномерно сходящемся функциональном ряде также может 
быть выражена в подобной форме: 


Ни Нт  ),(х)= Им На Г, (х) 
хат» с п > со ф->а 


` 


на этот раз — в предположении равномерной сходимости при 
п > со функции /,(х) к своей предельной функции. 

Пользуясь введенным в предыдущем п° понятием, мы сформули- 
руем сейчас общую теорему того же типа. Мы будем предполагать, 
что функция /(х, у) определена в двумерном множестве о == .47Ж\У, 
причем множества .9=={х} и 9 ={у} имеют порознь точки сгу- 
щения Ху и У (конечные или нет). 

Пусть при каждом х из .4’ существует простой предел 


ит Л (х, у) = $ (5), 


Уу>у, 


а при каждом у из 9 — простой предел 


ит У(х, У) =ф(). 
я > т, 

Если при у-—У Функция Г(х, у) стремится к предельной 
функции $Ф(х) равномерно относительно х в области 47, то 
существуют и равны оба повторных предела (7). 

Легко было бы свести эту теорему к упомянутому выше част- 
ному случаю ее, но — для большей отчетливости — мы предпочитаем 
дать здесь независимое доказательство (предполагая — для опреде- 
ленности — оба числа Хо и у конечными). 

Задавшись произвольным числом = > 0, в силу теоремы 1° 504, 
найдем соответствующее ему число 8 `> 0 такое, что неравенства (5) 
влекут за собою (4), каково бы ни было х из 97. Фиксируем зна- 
чения у и у’, удовлетворяющие условиям (5), а х предположим 
стремящимся к ху; переходя в (4) к пределу, получим: 


|0) —$0) |=. (8) 


Таким образом, для функции Ф (у), при предельном переходе у -* У, 
выполняется классическое условие Больцано - Коши [58], откуда 
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и следует существование конечного предела 


У> у 


Теперь ясно, что, лишь только |у— | < 5, будет (при любом х 
из .9Г) 


|ф (х) — Л(х, У) |= в, а также |ф() —А|= в; 


в этом легко убедиться, переходя к пределу в неравенствах (4) и 
(8) при у’-> У и фиксированных х и у. Сохраняя выбранное зна- 
чение у, найдем такое 0’ 0, что 


У (х, у) —$0)|<: 


при | х — х| < 5’. Тогда из всех этих неравенств следует, что при 
тех же значениях Х выполняется и неравенство 


[$ (х) — А] < 3ь, 
так что и 
Ит © (х) =А. 
ях>х. 


Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ, Можно показать, что число 24, о котором только 
что шла речь, в то же время будет и двойным пределом 
функции /(х, У) при совместном предельном переходе х- ху, 
У-> №. Это обстоятельство сближает доказанную теорему с тео- 
ремой п” 168. 

506. Предельный переход под знаком интеграла. Обращаемся 
теперь к рассмотрению интеграла (1), зависящего от параметра у, 
ограничиваясь вначале случаем конечного промежутка [а, б] и 
функции, интегрируемой в собственном смысле. 

Предполагая, что область 9/ изменения параметра имеет точку 
сгущения У поставим вопрос о пределе функции (1) при у-—> У. 

Теорема 1. Если функция Х(х, у) при постоянном у инте- 
грируема пох в [а, 0) и при у-> у стремится к предельной 
функции (2) равномерно относительно х, то имеет место 


равенство 
ь 


Ь 
Ит /(у) = Им | У(х, У) ах = | ф (х) ах. (9) 


У-> № > 


Доклза‘теЕЛЬСТВО*. Интегрируемость предельной функ- 
ции $(х) уже известна [504, 37]. Задавшись произвольным числом 


* Для определенности мы предполагаем, что уу конечно, 
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= > 0, найдем такое число 6 > 0, чтобы имело место (3). Тогда при 
у в «6 будем иметь 


ие рая — [69 ах | = (х, у) — $ (ах | = 


= [ие УФС ах 86 — а), 


что и доказывает формулу (9). 
Формула (9) может быть переписана в виде: 


[1] [1] 
т Г Г(х, уах = | ит Л (х, у) ах. 
> т о У > у 


При наличии ее говорят, что предельный переход по параметру 
допустим под знаком интеграла. 

Предполагая, что все у у, имеем: 

Следствие. Если функция / (х, у) при постоянном у непре- 
рывна пох в [а, 6] и при возрастании у стремится к не- 
прерывной же предельной функции, монотонно возрас- 
тая, то справедлива формула (9). 

Ссылка на обобщенную теорему Дини [504, 4°]. 

В предположении, что область &/ сама представляет собой конеч- 
ный промежуток [с, 9], рассмотрим в заключение вопрос о непре- 
рывности функции (1). 

Теорема 2. Если функция /(х, у) определена и непрерывна, 
как функция от двух переменных, в прямоугольнике [а, 6; с, 9], 
то интеграл (1) будет непрерывной функцией от параметра у 
8 промежутке [с, 4]. 

ДоклзаТЕЛЬСТВО. Ввиду равномерной непрерывности функ- 
ции Г(х, у) [174], по произвольному => 0 найдется такое 5 >> 0, 
что из неравенств 


1х’ —х’| < 6, [У —У’|<6 
следует неравенство 
| (х”, у’) — Л(х’, У) <. 


Положим, в частности, х’=х”=х, У’=у, У’==у; тогда при 
|у— | < 65, каково бы ни было х, будем иметь 


[7 (х, у) — Л (х, | <. 


Таким образом, функция /(х, у), при стремлении у к любому част- 
ному значению У, стремится к /(х, У) равномерно относи- 
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тельно х. В таком случае, по теореме 1, 


|1. ь 
Ни | Л(х, У) 4х = | Л(х, зд ах 
> а а 
ИЛИ 
Ни 7(у) = Г(50), 


У -> 


что и доказывает наше утверждение. 


Так, например, не вычисляя интегралов 


1 1 


[ агс{е = ах, [ п (х2 фу?) 4х, 
0 0 


сразу видим, что они представляют собой непрерывные функции от пара- 
метра у для любых положительных его значений. 


507. Дифференцирование под знаком интеграла. При изучении 
свойств функции (1), которая задана интегралом, содержащим пара- 
метр у, важное значение имеет вопрос о производной этой 
функции по параметру. 

В предположении существования частной производной й (х, у) 
Лейбниц дал для вычисления производной /’(у) правило, которое 
в обозначениях Лагранжа записывается так: 


|1) 
Гу = [№ Зах, (10) 


или — если воспользоваться более выразительными обозначениями 
Коши — 


| | 
р, | Л(х, У) ах = | Рь/(х. у) ах. 


Если такая перестановка знаков производной (по у) и инте- 
грала (по х) допустима, то говорят, что функцию (1) можно диф- 
ференцировать по параметру под знаком интеграла. 

Самое вычисление производной по указанной формуле и полу- 
чило название «правила Лейбница». 

Следующая теорема устанавливает простые достаточные условия 
для применимости этого правила. 

Теорема 3. Пусть функция Х(х, у). определенная в прямоуголь- 
нике [а, 6; с, 0], будет непрерывна по х в [а, 6] при любом по- 
стоянном ув [с, 9]. Предположим, далее, что во всей области 
существует частная производная т (х, у), непрерывная как 


666 ГЛ. ХУ. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА [507 


функция двух переменных *. Тогда при любом у из [с, 9] имеет 
место формула (10). 

Непрерывность функции /(х, у) по х обеспечивает существова - 
ние интеграла (1). 


Фиксируя любое значение у — уу придадим ему приращение Ау = ^А. 
Тогда 


6 ( 
Гуд) = ] Л дах, Ку = | 1х, + ах, 
так что . . 


ь 


Интеграл справа зависит от параметра А. Нам предстоит дока- 
зать, что при № -—»0 здесь допустим предельный переход под зна- 
ком интеграла. Этим будет установлено и существование производной 


/ п 1Й к) —[ 
[ 0) — м Е (Ус) , 


‘и наличие требуемого равенства 


ь 
родит АВ Аж Чх — 
ое 


— Пт 
К > 0 


Ь 
, Е > , . 
Л(х, У ь 4 50) ду — ] 1 (х, улах. 


С этой целью, сначала по формуле Лагранжа напишем 
А (к, ур 0<0<1. (12) 


Пользуясь же равномерной непрерывностью функции р (х, У), 
по произвольному з > 0 найдем такое 0>0, что при 
|1 —х [ви Уфу < 
‘будет выполняться неравенство 
Л, (х”, у”) ее, (х’, У’) | < в. 
Полагая здесь х’=х” =х, у’ = У, У’= У -НВА и считая || < 5, 
получим, с учетом (12), что сразу для всех х будет 


#) —Х(х, , 
769 ла, уд | < =. 


* Из этих условий, собственно, уже вытекает и непрерывность функ- 
ции /(х, у) по обоим аргументам, но мы ею пользоваться не будем. 
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Отсюда ясно, что подинтегральная функция (12) при А —> 0 равно- 
мерно (относительно х) стремится к предельной функции р (х, У). 


Этим, по теореме 1, и оправдывается предельный переход под 
знаком интеграла (11). 


В виде пр имеров снова рассмотрим интегралы, о которых была речь. 
В а по. А для у>0 


° хах _1 у2 
р ‚Г ичатакя Го, пакт тие 


ру поачкууах = [ о, ш (х2- у?) ах = 


- Ге 


Легко проверить полученные результаты, непосредственно вычислив эти 
интегралы в конечном виде: 


1 
но) = | ма ах = вещ о 5 ут ——- 
0 
1 


№ (у) = [ шт (х2 -- 92) ах = ш (1- у?) —2--2у. ага 


0 


ни 
Ив” 


и затем продифференцировав по у. 

При у=0 условия теоремы 3 нарушены; посмотрим, как обстоит 
дело с производными функций /\(у) и /5.(у) при у=0. Если в первом 
интеграле подинтегральному. выражению ор у=0Оилх_>0, чтобы сохранить 


его непрерывность, приписать значение > ‚ то получим /\ (0) = 5 ‚ так что 
функция /\ (у) будет пепрерывна по у и при у=0. Но 
1 (у) — 11 (0) 1 У ау 
и = — ^^ -> — со 
у ТУ у ^ 


при у->0, так что конечной производной прин у==0 не существует. Для 
функции же / (у) имеем: 


ео © ПЕРУ» +2 мощ -, 


/ 
при у-—>0. Здесь /, (0) =, между тем как производная по у от подинте- 


гральной функции при у=0 равна нулю, так что и интеграл от нее тоже 
нуль: правило Лейбница не приложимо. 


508. Интегрирование под знаком интеграла. Поставим, нако- 
нец, вопрос об интеграле по у от функции (1), скажем, 
в промежутке [с, 4]. 
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Нас особо будет интересовать случай, когда этот интеграл выра- 
зится формулой: 
д 


Г пову= [ | Гл праву [| 7 а ах 


с 


которую — без скобок — пишут обычно так: 


д ь ь д 
[ау се, зах = ах | У(х, ууау. (13) 


При наличии ее говорят, что функцию (1) можно интегрировать 
по параметру у под знаком интеграла (взятого по пере- 
менной Хх). 

Простейшие условия, достаточные для равенства двух повторных 
интегралов (13), дает 

Теорема 4. Если функция УТ(х, у) непрерывна (по обеим 
переменным) в прямоугольнике [а, 6; с, 9], то имеет место 
формула (13). 

Докажем более общее равенство 


|. ь 
Га Д/с». рак [ах [бы У) у, (13*) 


тде с—=1=— 90. 

В левой и в правой его частях мы имеем две функции от пара- 
метра 1; вычислим их производные по т. 

Внешний интеграл в левой части имеет подинтегральную функ- 
цию (1), непрерывную по у в силу теоремы 2. Поэтому его произ- 
водная по переменному верхнему пределу будет равна подинтеграль- 
ной функции, вычисленной при у=т, т. е. интегралу 


ь 
Га) == ] Л(е, 1) ах. 
а 
В правой части (13*) стоит интеграл 
ь т 
Ге 1) ах, где $(х, = ГЛ. у) ау. 
а - с 


Функция $Ф(х, 1) удовлетворяет условиям теоремы 3. Действи- 
тельно, ф(х, Т) непрерывна по х*, в силу теоремы 2. Затем произ- 
водная 

$" (х, 1) == (х, 1) 


* Который играет здесь роль параметра. 
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непрерывна как функция двух переменных. Поэтому к упомянутому 
интегралу применимо правило Лейбница: 


|, | |) 
р, [е(х, дах = [$ (+, дах = [Л(е, дах = 1. 


Таким образом, левая и правая части равенства (13*), как функ- 
пии от т, имеют равные производные, следовательно, могут раз- 
ниться разве лишь на постоянную. Но при 1==с оба упомянутых 
выражения обращаются, очевидно, в нуль; следовательно, они тожде- 
ственны при всех значениях т, и равенство (13*) доказано. 

При ч=д из него, в частности, и получается равенство (13), 


Рассмотрим примеры. 1) Пусть Л(х, у) = хИ в прямоугольнике [0, 1; 
д, 6], где О«<а< 6. Условия теоремы соблюдены. Имеем 


5 1 1 ь 
[ау [ хах= [ах || ху. 
а 0 0 а 


Слева легко получается окончательный результат 


хо — ха 
справа же мы приходим к интегралу | — Ах. Таким образом, бла- 


0 
годаря перестановке интегрирований, мы находим его значение [ср. 497, 


16) (в)]. 


у? — х? 
2) В случае функции Л(х, У) = эх 


(ха -- уз в прямоугольнике [0, 1; 0, 1] 
условия теоремы не выполнены: налицо разрыв в точке (0, 0). Имеем: 


1 
х 
== эру 
0 


1 1 


1 
Гу ах = атв у 
0 0 


0 


&=1 
1 
тета (У>0), 


д=0 


к 
4’ 
3 то время как 

1 


1 
ах | 1=-— =. 
0 


0 


509. Случай, когда и пределы интеграла зависят от параметра. 
Обратимся к рассмотрению более сложного случая, когда не только 


подинтегральное выражение содержит параметр, но и самые пределы 
интеграла зависят от него. 
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В этом случае интеграл имеет вид 
В (1/) 
ку= | Ле, зах. (14) 
а (1) 
Ограничимся исследованием вопроса о непрерывности и диф- 
ференцируемости по параметру подобного интеграла. 


Теорема 5. Пусть функция }(х, у) определена и непрерывна 
8 прямоугольнике [а, 6; с, 9], а кривые 


х=9(у), х=В(у) [с=у29] 


непрерывны и не выходят за его пределы. Тогда интеграл (14) 
представляет собой непрерывную функцию от ув [с, 9]. 
Если у есть любое частное значение у, то интеграл (14) можно 
написать в виде 
В (с) В (3) а (9) 


= ] Л, уах- | Ле дах— [| Л, зах. 95) 


@ (2/о) В (1) в (1/0) 


Перзый интеграл, в котором пределы уже постоянны, при у-— у, 
стремится к 
В (/о) 


д= | Л(х, дах, 
а (1/0) 


по теореме 2. Остальные же два интеграла допускают оценку 
В (1/) 


Г сх, зах 
В (9/) 
а (9) 


[ сх, уах 


а (1.) 


=М.В()—В (|, 


=. 


&(у) — (55) |, 


где М —= тах | /(х, У)|, и в силу непрерывности функций а(у), 
В(у) — при у-> У стремятся к нулю. 
Таким образом, окончательно 


Нм (у) ==1 (5). 
у > у. 
что и доказывает теорему. 
Теорема 6. Если, сверх сказанного, функция Г(х, у) допускает 
в прямоугольнике [а, В; с, 9] непрерывную производную И (х, у), 
а также существуют и производные @’ (у), |’ (у), то инте- 
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грал (14) имеет производную по параметру, которая выражается 
формулой 
В (3/) р 
Г = | Ги (х, Уах-НВ 0). 180), у—я (9) 1, У. @6) 
а (у) 
И здесь мы будем исходить из равенства (15). Первый интеграл 


при у = уу имеет производную, представляемую интегралом от произ- 
водной 
| (2/.) 
/ 
Хи (х, у) ах 
а (1/‹) 


— по теореме 3. Для второго интеграла (значение которого при 
у==у, есть нуль) имеем, по теореме о среднем: 


В (и) 


1 === 2 ( 2 
-—— | Л, уах= ЕО, у), 
У — Ус У — Ус 
В (у) : 
гле х содержится между З(у,) и 3(у). Отсюда производная второго 
интеграла при у== у, которая совпадает с пределом предшествую- 
щего выражения при у-—> У, будет 


8” (№) -1(80%), м). 


Аналогично, для производной третьего интеграла при у = у, получим 


—@ (№) 1 (& (5), У). 


Объединяя все эти результаты, убедимся в том, что производ- 
ная Г (у) существует и дается указанной формулой. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Заключения обеих теорем сохраняют свою силу 
и в предположении, что функция /(х, у) задана (и обладает указан- 
ными свойствами) лишь в области, содержащейся между кривыми 


х=(у) и х=В(У). 


Возможность рассматривать функцию и вне этой области использо- 
вана была для упрощения рассуждений. 

Поучительно взглянуть на установленные результаты и с такой 
точки зрения. Интеграл /(у) получается из интеграла 


Ку, и, = [/(х. у) ах, 


зависящего от трех параметров у, и, 9, подстановкой и=—&а(у), 
= 3 (у). Вопрос исчерпывается применением общих теорем о непре- 
рывности и о дифференцировании сложной функции. В частности, 
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формула (16) написана по классической схеме: 


а 9.9 , и), 
Е пы (У: 0). 


510. Введение множителя, зависящего лишь от х. Легко по- 
лучить некоторое обобщение установленных выше результатов, и 
притом — без привлечения новых идей. Именно, можно вместо (1) 
рассмотреть интеграл | 


(у) = [Л(х, У. 50 ах. (1") 


где 2(х) является функцией от х, которая абсолютно интегри- 
руема в промежутке [а, 6] (возможно, и в несобственном 
смысле). Таким путем улается частично распространить изложенную 
элементарную теорию и па несобственные интегралы. 
Сформулируем предложения, аналогичные теоремам 1, 2, Зи 4: 
Теорема Г’. При предположениях теоремы 1 имеет место 


формула 
| ь ь 


Нт Ле, У - в дах= [9.5 Фах. 


и>и 


Прежде всего заметим, что все интегралы, фигурирующие в этих 
формулах, существуют. Интегрируемость предельной функции ф(х) 
была уже доказана. Существование же интегралов от / гиф. 
(вообще говоря, несобственных) следует из п° 482. 

Теперь, задавшись числом в›>0, найдем, ввиду равномерного 
стремления Г(х, у) к.$(х), такое число 5 > 0, что имеет место (3). 
Тогда при | у— У | < 8 справедлива будет такая оценка: 


| |) 
Гусь, д водах — | 09 -вдах| == 


| ь 


= Гис, у— об-е сах <: Пе ах 


что и доказывает нашу формулу, ибо справа произвольно малое 
ь 


число умножается на постоянное конечное число Пёс 4х. 


а 
В частности, подобная теорема имеет место и для последова- 


тельности функций {/„(х)} сп в роли параметра. Мы сформу- 


* Мы и здесь, как всегда, для примера рассматриваем случай конеч- 
ного Уи; распространение на случай уу =-|-со не представляет трудности. 
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лируем этот результат «на языке бесконечных рядов», так как 
в таком виде он чаще применяется. 
Следствие. Если 1) члены ряда 


[е.®) 


>) и, (х) 


й == 


— интегрируемые в [а, 6] (в собственном смысле) функции, и 
ряд сходится равномерно, 2) © (х) — абсолютно интегрируемая 
в [а, 6] функция (хотя бы и в несобственном смысле), то ряд 


У шо - =) 


можно интегрировать почленно. 

Далее, совершенно так же, как и теоремы 2 и 3 (но лишь 
со ссылкой на теорему 1* вместо 1), доказывается: 

Теорема 2. При предположениях теоремы 2 интеграл (1*) 
будет непрерывной функцией от у в промежутке [с, 9]. 

Теорема 3”. При предположениях теоремы 3 функция (1”) 
будет дифференцируема по параметру, и имеет место формула: 


ь 
Г (У) = Гл, у): = (х)ах. 


Наконец: 


Теорема 4. При предположениях теоремы 4 справедливо 
равенство повторных интегралов 


,) 9 Й Ь 9 
Гиорау = [ау [ Тс, водах = [ в фах || /(х. уу. 


Доказательство буквально воспроизводит доказательство теоремы 4 
(лишь со ссылкой на теоремы 2* и 3* вместо теорем 2 и 3). 

Многочисленные примеры применения этих (равно как и пред- 
шествующих) теорем читатель найдет в следующем п°. 


511. Примеры. Используя разложение в ряд функции е*, представить 
в виде суммы ряда интеграл 


1 1 

е® — | 
(а) ] в“ пхах, (6) ] ——=—— 4х. 
о 0 Ух 
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По следствию из теоремы 1” имеем: 


(а) т 1” у т х = 


т=1 
Е Е 
== ха Ур ока ета 
п =1 0 т -=1 
ее —1 ти < 
ми В а У ба р. 
О Ты т = 


2) Разложением в ряд вычислить интеграл 


1 
1= | пх.м( -- х) ах. 
0 


По теореме п® 437, 5°, ряд 
(1-1 
Шах) = Е р 


равномерно сходится в промежутке [0, 1]. Так как тх абсолютно ин- 
тегрируема в этом промежутке, то, по тому же следствию из теоремы 1*, 


= = / на Е у - РЕ: 


1 
Ввиду тождества 
| 1 1 1 ] 


па 1 п ПЕ О’ 


учитывая притом известные разложения 


у и! у (—1-1 _ =, 
уз о = 2, о =т*, 


У=1 У == [ 


выражение для / можно представить в виде: 


ыы ее бы 
РЯ. "|. п-1 = 


к 
> 


Здесь для / получилось значение ‹в конечном виде». Разумеется, это 
удается не всегда. 


+ 405 (18); 440, 8). 
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3) Означая через Р»(х) п-ый многочлен Лежандра, доказать, что 


с05 ("+ 5) ах 
Рь (со) = 2 ре 
о У 2 (сор — с0з®) (с0$ф — с0$ 0) 


Если вспомнить происхождение многочленов Лежандра Р, (х), как 


1 
Ури 


коэффициентов разложения по степеням а выражения 


то достаточно, рассмотрев ряд 


о зу. ‚Г с0$ ("+5 5) 49 7) 


О У 2 сое — соз 8) 0$ ф — с0$ у. 


установить, что сумма его равна указанному выражению при Хх = с0$ 0. 
Так как [ср. 461, 2)], при | «|< 1, 


1 ри 
п Вы, Оо ЗО НЕРОН 
у. сов (и) (1 Е а 


и ряд сходится равномерно относительно ф (ибо мажорируется геоме- 
со 


[2 « ® 
трической прогрессной У). то ряд (17) — снова по тому же следст- 
0 


вию — можно преобразовать так: 
- с0$ 
1—а 2? 4$ 


2 сои пики В а оедттоат ОАЕУЧАЕ 
У 2 (созФ — с0з6) 1 — 2а со$ ф - а? 


Прибегая к тем же подстановкам, что и в задаче 9) 497 (где, собственно, 
был установлен частный результат, для п =0 и 1), последовательно полу- 
чим: 


« 


1 аг ._ 
Тео ^ 


п - (1 — а) #2 -|- (1 — 2ах -{- а?) Ут 2ах а’ 


что и завершает доказательство. 
4) Воспроизведем один из приемов, с помощью которых Эйлер полу- 
чил свой результат: 


Вычислим вн 


__ ах _ плз 
— агспх. атс х а агс5ш х = — 
У!” — г ИИ 8 


43* 


$ 
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еще иначе, воспользовавшись известным разложением арксинуса 


Е 
(2п— 1)!  лх2п+! 


агсп х = х у“ с .— 
т 2п!! 2п--1' 
п=1 
которое в промежутке [0, 1] сходится равномерно. Будем иметь 


=. Ея 


п=1 | 
хах УрО (2п — 1)! Г х2т+1 т 
ут-я1 ‚Эт (21-1), Ух “ 
Так как 


2п!! 


(20-Е ПИ’ 


Я х = ] $1127+1ф 4ф = 


УГ т 


то получается, что 


ЕЕ 


в де Хаят от (2—1) 


откуда уже легко прийти к упомянутой вначале ть 
5) Показать, что прием Лобачевского, с помощью которого в 14) 
и 15) п 497 были выведены формулы 


с э 
Хак | 76 4х, ] Г(х) ее ах = | Годах, 
0 о 0 


применим и в том случае, когда функция Л(х) в промежутке [о, > инте- 


грируема в несобственном смысле (при сохранении прочих условий). 
С помощью этих формул получаются, например, следующие интегралы: 


к 
ФФ) 
(а) Г миявх!. 
о 
со 2 


со . 
э 2 
о | ЗН СЕТА 5 ах || Меха = 
о ы ь 


- «= [п зп хх = — 5-2; 
0 


р] 
5112 х хз 


(интегрирование по частям); 


п 
2 


р. у 
„/ и ЕН ео ах = 2 (то же). 
(1 


5112 х 
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6) Установить непосредственно, что для интегралов (где у >0) 


1 1 а? 

о ху? и 

д пазряя 4 © ое 94 
о 0 


предельный переход при у->0 не может быть произведен под знаком ин- 
теграла. Удостовериться в нарушении условий теоремы 2. 
7) Применить правило Лейбница к вычислению производной по па- 


раметру от интеграла 
® 


р 


Г(ад = [| п (а? — ча 40 (2>1. 
0 


Легко проверить, что условия теоремы 3 здесь соблюдены. Имеем 


‚| а 


2а а9 п 
Г (а) — ] о 
а — 5102 0 У 2—1 
9 
Отсюда, интегрируя по а, восстанавливаем значение [ (а): 


(а) = п ш (а У—П-+сС. | 
Для того чтобы определить постоянную С, представим интеграл / (а) в виде 


к 


2 
а) -яша+ | ш (1 — у 90а 6 40 
0 


так что, если использовать и найденное для /(а) выражение, 


и" 


р) 
с- | и (1 ао) 0 — «о УЕ. 
а? а 
и 


Перейдем здесь к пределу при а -> -|- со; так как 


ш (1 — ума) и (1), 


то интеграл стремится к нулю, и находим: С = —пш2. Окончательно, для 
а>1 [с‹р. 497, 7)]: 

а У 4—1 

Я а 


= 


Ка) =тШш 


Весьма замечательно, что дифференцирование по правилу Лейбница 
позволило найти конечное выражение предложенного интеграла. Этот метод 
нередко приводит к цели. 

8) Еще проще вычисляется уже известный нам [307, 4); 314, 14); 440, 11)] 
интеграл 


г) = | па 27 созх- 4х (и). 


о 
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По правилу Лейбница 


к 


. 9 
го= | 20-2 |, 


1 — 2л с0$ х - из 


о 


С помощью подстановки Ё = 5 легко установить, что полученный инте- 
грал равен 0; в таком случае 

(г) = С == соп&. 
Но /(0) =0, значит, (= 0. Итак, при |г|< 1 интеграл / (г) = 0. 


аг г х 
х у! — дз 


Вводя параметр, рассмотрим более общий интеграл 
1 


1 
9) Вычислить интеграл / = ] ах. 
0 


поз = | ах (у == 0), 
. ху м 


из которого предложенный интеграл получается при у =1. Условия тео- 
ремы 3*, если положить 


У (х, у) 


__ агс8 ху —- 
Ей. во) уг= 


выполнены. Дифференцируя по у (под знаком интеграла), найдем 
1 са 
С] 
ее ах 
У @- уз) Ут 


этот интеграл легко вычисляется, например, с помощью подстановки х = с0$ 9: 


к 


— 


2 


Р? 
гор- [| тет угря" уу | "2 УТЕЯ 
Отсюда, интегрируя, находим | 
у) = у т УГУ + С. 
Так как / (0) =0, то С =0; при у=! получаем, наконец, искомый интеграл 
[= 1(1) = у а ЗИ). 


10) Доказать, что выражения 


к х 
(а) их”. | с05(х с0$ 0) $1128 0 40 и (6) и= | соз (п — х. $11 0) 40 
о о 
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{при целом п >= 0) удовлетворяют так называемому дифференциальному урав- 


нению Бесселя: 
хи” -- хи’ + (Хх? — п?) и=0. 


Здесь роль параметра играет х. Дифференцируя под знаком интеграла 
дважды (теорема 3), найдем, что сумма в левой части уравнения (при под- 
становке вместо и указанных выражений) будет равна: 

к 


(а) хп+1 | [х. с0$ (х с0$ 0) $1127 +? 0 — 


0 
® 
— (21 | 1) $п (х соз 0) — соз 0. $127 0] 49 = — $1138 +10. ча (х с0$ 0) | =0, 
0 
(6) — [ [(2х $112 9 -- 72 — х?) со$ (пб — х зп 0) — 
0 
к 
— хп 0. п (70 — х зп 6)] 48 = — (п -- хсоз 8) . $ (п0 — хп 0) 
0 
11) Доказать, что уравнению 
Фи ‚1 аи зи —0 
а тар ПИЯ 


(при целом п) удовлетворяет функция Аш, + Ви. (А, В — произвольные по- 


стоянные), где 
к 
д 
и = [= со3 ’ 40, 
0 


Цо == Г 6?" 6931 [п (г 510? 0) 40. 


Очевидно, достаточно проверить, что уравнению удовлетворяют функ- 
ции (1, Ма порознь. Это выполняется, как и выше, с помощью дифферен- 
цирования под знаком интеграла, причем к функции и1 применяется тео- 
рема 3, а к функции 

т “ 


шли. [иона 2 [снов 
0 


— еще и теорема 3*. 
12) Найти производные от полных эллиптических интегралов 


к 


2 


ви = /] Ут — 2? ипзеа%, 


Й ® 


2 а 


4$ 
Ё = —— 
ке й У! -— 2? я 


по модулю А (0% !1). 
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Имеем 
ры 
2 1 
Е = — т. Е $112 ф- (1 — А? $112 $) фр = 
0 
® т 
2 И ‚| 
— Г (1 — 22 з\п? $) * 4$ -/ (1 — #2 51129) “ и=е-К. 
0 И 
Аналогично 


к 
7. 


м. 
а 
| 
=| —> 
——— 
[=> 
ыы 


(1 — А? $112 $) г — | а— в тач) 4+ |. 
0 ) 
Но 


2 1 


— 

2 _3 зь 
Гав тив а зп? $) ° 4$", 
у | 


так что о = м 


Полученные формулы имеют интересные применения. Например, если 
ввести сопряженный модуль #’ = У1— и функции 


Е’ (Ё) =Е(Ё’) и К’()=К(Р’, 
то легко получить — (ЕК+Е’К— КК’) = 0, 


откуда следует, что ЕК’-Е’К — КК’ = с = сопз. 


Для определения величины этей постоянной с установим предел левой 


части при А 0 (А’-—>1): этот предел, очевидно, и будет с. Прежде всего, 
легко получить, что 
к 


к 
2 
: [145 | п 
к > 0 оу У 1— 22 чп?о т р 


к: 


2 
Нт Е” = т ‚Гуттутити- [ с0$ $ @ф = 1 
> 0 ы 


* Это вытекает из легко проверяемого тождества: 
ы 
(1 — 22 51125) 2 = 


1 
1 


1 
= в 1—9 * — в шт ф с08ф (1 — А? 511? $) | 
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[теорема 2, 506]. Затем имеем: 


Кая 


К’ Г Е. 
ут 2 У! в2 2 


___ №5 к 
Е—К!=К— :-/ <”. 
х Ут юяте "<> ` 


так что 
т? | 
|К(Е—К) |< * и ШК’(Е КЮ =0. 
Кк> 0 
[3 к 
Искомый предел оказывается равным 5, И мы приходим окончательно 
к известному соотношению Лежандра: 
у." 
ЕК’--Е’К — КК’ =>. 
13) Доказать тождество 


н п-1 т, т 
1 ип-—1 
Ган, [ А-а Я С Х(Е) аЕ, 
а а а а 


иная 
п 


где /(1) есть произвольная функция, непрерывная в промежутке [а, 6] 
на=х=— 5. 

РЕШЕНИЕ. Прибегнем к методу математической индукции. При п =1 
тождество очевидно. Допустим теперь, что оно справедливо при каком-нибудь 
п 1 и докажем его справедливость и при замене п на п-- 1. 

— Для краткости положим 


= рат | 0" Е. 


Продифференцируем по х выражение 


] 
т +1 (%) = т ] (х—й"1 4 


с применением теоремы 6. Так как нижний предел здесь постоянен, а на 
верхнем пределе, т. е. при Е = х, подинтегральная функция обращается в нуль, 
то вненнтегральные члены формулы (16) исчезают, и мы получим 


@т4.1(х) _ 
в (*). 


Ввиду того, что /ш (4) =0, отсюда 


Дол () = || 1» 6) 4» 
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Подставляя вместо /м„ его выражение в виде повторного интеграла, 
придем к такому же выражению и для /в+1. 
Совершенно так же доказывается и более общий результат: 


{ п-—1 ь 
[+ ((в—1) и, | $ ((-2) 4в-2 ... ло а = 
о [72 а 


] 
= / 9 -—+@»- 4 


где / и ф— непрерывные функции в промежутке [а, 5], причем $ имеет и 
непрерывную производную. 
14) Найти производную по параметру « интеграла 
а 


“+ (х) ах 


У—х’'’ 


где $(х) непрерывна вместе со своей производной $’ (х) в промежутке (0, а} 
и О а=а. 

Применить формулу (16) непосредственно мы не можем, ибо подинтег- 
ральное выражение при х == а, вообще говоря, обращается в бесконечность. 
Мы прибегнем к обходному пути, именно, подстановкой `х = а преобразуем 


интеграл к внду: 
| 1 
Ка) = Иа оч 
. а 


здесь применима уже теорема 3*. Найдем, дифференцируя интеграл по пра- 
вилу Лейбница: 


(а) = 


1 


Ро [99 , Ге (1) |, 
(о) Бут, ЕЕ +Уа 


нли, если вернуться к и переменной, 


1 $ (<) ы. 29’ (2) 


2а Уа—х И ° 


Преобразовав первый из этих интегралов путем интегрирования по 
частям, можно придать формуле более простой вид: 


ф (0 
Г (а) = + а х. 


15) Пусть 


|’ г В. 
| Л(х, у) = агсЕ —, ху ПР О3х=1, бО=у=, 


[ль у)=-. 
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1 


Установить непосредственно, что к интегралу [лее у) 4х правило Лейб- 


0 
ница при у = 0 неприложимо. 
То же для функции 
203 
Л(х, у)=х.:е # при 0О=х=—1 0<у=! 
Х(х, 0) = 0. 


16) Представим вычисление интеграла 


теме 
ь ху 1х? 


который мы нашли в 9) дифференцированием по параметру, в другом виде. 


агс х 
Заменяя в подинтегральном выраженни те равным ему интегралом 


1 
агс1е х -/ ау | 
д“ 1-- х?уз ' 
о 


перепишем / в форме повторного интеграла 


1 1 
СИИ о 
7 ут-я ТЕ9у 


Применяя теорему 4", переставим интегрирования: 


1 
— И о: 5). 
Г Г. равен Е м Е 


17) Вычислить путем интегрирования под’знаком интеграла интеграл 


аб взтшх 5шх 


К Г а-5тх 4: 50 


Представим подинтегральную функцию в виде интеграла 


1 
м - 24 || га. 
а? — 
0 


япх а—бзшх у? х ' 


так что 


р] 
= ] р фе а? — нЕ 
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Переставляя интегрирования (по теореме 4), получим: 


ах 
р = | ду ] э=вузнвх а? — фЗуз шах ° 


х 
2 


э|а 


Так как 


] ах __ п 
- а? — 62у? $11? х 2а У2? — 62у2 | 


то, окончательно 


К +6 || 4 ох. мои 
т У 4*— ву? а 


18) Приведем еще примеры случаев, когда перестановка двух интег- 
рирований оказывается недопустимой: 
® 


1 1 
рай за И 
ве |4. ау” =, те ито 


0 


28 \ ту 1 1 
[ах ] (5 5) р 
0 0. 


Само собою разумеется, что в этих случаях условия соответствующей 
теоремы нару!таются: подинтегральная функция терпит разрыв в точке (0, 0) *. 

512. Гауссово доказательство основной теоремы алгебры. Опираясь 
на теорему 4, Гаусс дал весьма своеобразное доказательство основной 
теоремы алгебры. 

Эта теорема гласит, что всякая целая функция 


Л(х) = хо ах... а» 


(с вещественными или комплексными коэффициентами) имеет веществен- 
ный или комплексный корень. 
Положим х=г(с0$ 9-1 5т 0); тогда 


ХК — ГК (с0$ 20 -- 1. 5 0), 


Л(х) =Р-ОЬ 
Р= 1!" со; п -- ..., О = гпзшп0-..., 


так что 


где 


* В случае (6), при у =0, но х = 0, подинтегральную функцию можно 
считать непрерывной, если положить ее здесь равиой нулю. 
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причем ненаписанные члены содержат лишь низшие степени г, а члены, 
свободные от г, сводятся просто к постоянным. 
Теорема, очевидно, будет доказана, если будет установлено, что выра- 


жение ро обращается в нуль для некоторой системы значе- 
ний ги 


Введем в рассмотрение функцию 


а. 
Ч 
Ре дР 90 ОР (19) 
00 9 Р г ди _ 00° 
д —^ Ра ' 0 РЕ: 
так что 


07 _ Н(г, 0). 
000 — (РЗ 0)? ' 
здесь Н(г, 0) есть непрерывная функция г и 0, точное выражение которой 


для нас не представляет интереса. 
Составим, наконец, повторные интегралы 


В 2т 2к 7: 
" ди 0(Л 
=] 4 | то и ь= а | ор 
П Й 0 0 


где Ю есть положительная постоянная, значение которой мы установим 
ниже. 

Если бы функция Р? -|- ОЗ никогда не равнялась нулю, то подинтеграль- 
ная функция была бы непрерывна, и, по теореме 4, необходимо было бы: 
=. Мы покажем, однако, что при достаточно большом Ю 
подобное равенство заведомо не выполняется; это булет свидетельствовать 
о том, что в круге радиуса А вокруг начала функция Р?-- ()3 должна при- 
нимать и нулевое значение, и теорема будет доказана. 


Вычисляя внутренний интеграл для /\, получаем: 
2к 0=2* 
2 9 
О Ы —0, 
е дг 00 `дт 
0 


ди 
так как из самого выражения для ->_ видно, что это есть функция от 9 


с периодом 2х. Отсюда следует, что /; = 0. 
Обращаясь к интегралу /, имеем 
В г=В 
9°{) 97 | 


о" = 00 
0 


Для дальнейшего важно теперь рассмотреть старшие относительно г члены 
числителя и знаменателя дроби 50 


Так как 
С = — пи и пб | а 7 = пи" сз ид | а 
ыы дР 90 
—. —- ",.-— г — 2: 
50 О —Р 5 пгт --... 
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С другой стороны, 
Р- (03 = г®- ..., 
так что, окончательно, имеем: 
[610 ИЕ: т, пгт -- ое 
08 гм... * 


Так как ненаписанные члены содержат низшие степени г, коэффициен- 
тами которых служат ограниченные функции от 8, то не только 


т 90 — п 
>< 00 
но самое стремление к пределу —п происходит равномерно относи- 
тельно 0. ь р 00 
| [0 Р 
Поскольку при Г=0 и — =0 [ибо в этом случае —- = — = о} ы 
ку ИР 98 чае р — 9 
т, 9 . 
внутренний интеграл для /5 сводится к значению — при х= А. Когда Ю-»оо, 


00 


это значение стремится к —п равномерно относительно 0. А тогда, по 
теореме 1, 
т 7. = — кл. 
В > < 


Таким образом, для достаточно больших А интеграл /5 будет отрица- 
тельным, и равенство /: = № станет невозможным. 


$ 2. Равномерная сходимость интегралов 


513. Определение равномерной сходимости интегралов. При 
распространении изложенной теории интегралов, зависящих от 
параметра, на случай несобственных интегралов особую роль 
играет понятие равномерной сходимости интегралов, которое 
мы предварительно и выясним. 

Предположим, что функция /(х, у) задана для всех значений 
х>аи всех значений у в некоторой области 9/. Пусть, далее, при 
каждом у в этой области существует интеграл 


(у) = [| Л(х, уах. (0 


По самому определению несобственного интеграла с бесконечным 
пределом [470]: 
| А 


Гус, т Г(х, у)ах. 


Таким образом, интеграл 
А 


Р (А, = [| Г(х, уах, (2) 
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представляющий собой функцию от Аи у, при у = сопзи А- со 
имеет пределом /(у). Если стремление этого интеграла к [Г(у) 
происходит равномерно относительно у в области 9, то 
интеграл Г(у) называют равномерно сходящимся относи- 
тельно у для указанных значений параметра. 

Это значит, что для любого = ›> 0 найдется такое независящее 
от у число Ау —а, что, лишь только А >> Аз, неравенство 


со А со 
Г сх, зах — | Лк, зах| = |] Лак, ах <е 
а а А 


будет выполняться одновременно для всех значений у 
в 99. 


Для примера рассмотрим интеграл 


(© $) 


Г уе-=>у ах, 
о 


который сходится при каждом фиксированном значении у 0. 
Вычислим непосредственно интеграл 


[9 ®) > 


Й уе-ху ах. 
А 


При у=0 он равеи 0, каково бы ни было А; если же у›>0, то с помощью 
подстановки ху = { легко находим 


(9.®) © ®) 
] уе-хи ах = [ ей ЧЕ = е-А\ 
А Ау 


Когда у фиксировано, это выражение при 4 -»со, очевидно, стремится 
к 0, и, каково бы ни было = > 0, неравенство 


е7^4 < (3) 
п Е. 


будет выполняться для всех А >> Ау(у), где Аз(у) = зависит от у. 


Если изменение у ограничено промежутком [с, 9], где с > 0, то найдется 
и не зависящее оту число Ау, такое, что при А >> Ау неравенство (3) 
будет выполняться сразу для всех у: достаточно за Аз принять 4 (с), 
ибо при А`> А, будет тогда 


ао (с = у=д). 


Иными словами, наш интеграл сходится равномерно относительно у 
в промежутке [с, 09]. | 

Иначе обстонт дело, если параметр у изменяется в промежутке [0, 0] 
(0`>0). На этот раз такого Аз уже не существует (по крайней мере, если 
=< 1). Это видно хотя бы из того, что, сколь большим ни взять 4, выра- 
жение е—4/ стремится к 1 при у->0, так что для достаточно малых 
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значений у оно будет больше любого числа е<1. Сходимость интеграла 


при изменении у в промежутке [0,0] уже не будет равномерной 
относительно у. 


514. Условие равно хэрной сходимости. Связь с рядами. Поль- 
зуясь общим критерием равномерного стремления функции к ипре- 
делу [504,1°|], можно применительно к рассматриваемому случаю 
сформулировать его так: 

Для того чтобы интеграл (1) сходился равномерно относи- 
тельно у в области 9, необходимо и достаточно, чтобы при 
любом заданном =>0 нашлось такое число Аз, не зависящее 
от у, чтобы неравенство 


А’ 


А’ А 
[ Л (х, зах — || /(х. у) ах | = Г (хх, у)ах|<е 
а а А 


выполнялось одновременно для всех ув*\1/, лишь только 
А>А>А. 

И здесь, как обычно, дело сводится к тому, чтобы для всех 
рассматриваемых значений у равномерно выполнялся принцип 
сходимости [ср. 475]. 
°— Несобственный интеграл с бесконечным пределом мы в 475 уже 
сопсставляли с бесконечным рядом. Сзязь с бесконечными рядами 
существует и в вопросе о равномерной сходимости интег-. 
рала (1). | 

Как мы знаем из 504,2°, для равномерного (относительно у) 
приближения функции Р (А, у) [см. (2)] при А-+ со к интегралу (1) 
необходимо и достаточно, чтобы к этому интегралу равномерно 
сходилась каждая последовательность функций {ЕР (А, у)}, 
какова бы ни была варианта А„, стремящаяся к -{ со. 

Если, наконгц, от «языка последовательностей» перейти к «языку 
бесконечных рядов», то придем к окончательному заключению, что 
равномерная (относительно у) сходимость интеграла (1) совер- 
шенно равносильна равномерной же сходимости всех рядов вида 


и ' 


у Г Ле уах  (фяа Ад), 


`п=® Аа 


где А’ есть любая варианта, стремящаяся к сю. 

515. Достаточные признаки равномерной сходимости. Устано- 
вим теперь некоторые признаки, по которым обыкновенно на прак- 
тике судят о равномерной сходимости интегралов. 

Они построены по образцу признаков Вейерштрасса, 
Абеля и Дирихле равномерной сходимости функциональных 
рядов [430], а также близки к признакам сходимости несобственных 
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интегралов [476], которые мы также связывали с именами Абеля 
и Дирихле. 


1°. Мы будем предполагать, что функция /(х, у) интегрируема 
по х в каждом конечном промежутке [а, 4] (Аа). Если суще- 
ствует такая, зависящая лишь от х, функция $(х), интег- 
рируемая в бесконечном промежутке [4а, —- ©®]|], что при 


всех значениях ув 


1Л(х, у)|=$(х) (для ха), 


то интеграл (Т) сходится равномерно относительно у 
(в указанной области его значений). 


Это непосредственно вытекает из неравенства 
А' А’ 


|9 у) ах <| ф (х) ах, 
А А 


если воспользоваться критерием предыдущего п°. 
При указанных условиях иногда говорят, что функция Х(х, у) 


имеет интегрируемую мажоранту $(х), или что интеграл (1) 
мажорируется сходящимся интегралом 


у ф (х) ах, 


не содержащим параметра. 


2°. Более тонкие признаки, как и в 476, доставляет нам приме- 
нение второй теоремы о среднем. 


Рассмотрим интеграл от произведения двух функций: 


(= | Л(х, УЕ», Зах, (4) 


предполагая функцию /(х, у) интегрируемой по х в любом проме- 
жутке [а, 4], а функцию #(х, у) монотонной пох. 
Если интеграл 


| Г(х, у) ах 

а 
сходится равномерно относительно у в области 9, а функ- 
ция 8(х, у) равномерно ограничена: 


12(х, у)| = ([. = соп$1, х—а, у из 9), 


то интеграл (4) сходится равномерно относительно у 
в области 9. 


44 Г. М. Фихтенгольц, т. Ц 
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Вместо (6) п° 476, имеем на этот раз: 
р. 


| Л(х, у) в (х, у)ах = 
А 
А’ 


$ 
= (А, 5) | Л(х, зах -- 8(А', у) | Г(е, зах. 
А ё 


Если на основании 6514 взять Аз настолько большим, чтобы при 
А’ АРА было 


А’ 


Г лс», дах < 51 
А 


одновременно для всех у, то (как и в 476) нетрудно получить 


оценку 
А’ 


Г лох, уве, уах| < ь, 
А 


что [514] и доказывает наше утверждение. 

3°. Аналогично п° 476, можно указать и другую комбинацию 
условий, налагаемых на функции ] и 2. 

Если интеграл 


А 
Гл». зах 
а 
будет равномерно ограничен, как функция от А и у: 
ы 
Г лс, уах =кК (К = соп${, Аа, у из 9), 
а 


а #(х, у) —>0 при х > со равномерно относительно у (в 0б- 
ласти 9/), то интеграл (4) схоЗится равномерно относи- 
тельно у в области 9. 

Доказательсгво предоставляем чигателю. 

4°. В заключение заметим, что на практике чаще встречается 
случай, когда из двух множителей [и Хх на деле лишь один содержит 
параметр у. Таким образом, каждый из критериев 2°, 3” дает два 
частных признака (в зависимости от того, какой из этих мно- 
жителей содержит у). 

Сформулируем один из признаков, вытекающих из 2`, который 
наиболее часто применяется на практике: 
- Если интеграл 


Г (х)ах 
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сходится, а функция #(х, у), монотонная по х, равномерно 
ограничена, то интеграл 


Гл в (<, ах 


сходится равномерно относительно у. 


В качестве примера, отсюда следует равномерная относительно у, для 
у == 0, сходимость интеграла типа | 


Ге-зу (о) ах, [е-гу- годах (а=0) 


в предположении, что интеграл | (х)ах сходится. Действительно, обе 


а 
функции: е-=у, е-я?у, монотонно убывающие по х, ограничены единицей. 
Это замечание не раз будет нам полезно в дальнейшем. 


516. Другой случай равномерной сходимости. Рассмотрим 
теперь функцию /(х, У), определенную для значений х в конеч- 
ном промежутке [а, 6] и значений у в некоторой области 9/; пусть 
при у=—=с0п${ она интегрируема по х (в собственном смысле или 
нет) от а до 6. Тогда интеграл 


ь 
Ку) = | Л(х. ах. (5) 


будь он собственный или нет, является пределом при 
7—0 интеграла 
6-1 


Ф(\, У) = | Г (х, у) ах. (6) 


Если стремление этого интеграла при 1—0 к пределу Г(у) 
происходит равномерно относительно у для значений у 
в области 9/,.то говорят, что интеграл (5) сходится равно- 
мерно относительно у в указанной области. 

Это значит, что для любого => 0 найдется такое не зави- 
сящее от у число >> 0, что, лишь только < 65, неравенство 


ь 6-1 ь 
[(х, дах—] Хх, дах |=| [У(х, уах| <е 
а а | 


будет выполняться одновременно для всех значений у 
в “9. 


44* 
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Нетрудно сформулировать для этого случая условие необходч- 
мое и достаточное для равномерной сходимости. И здесь оно сво- 
дится к равномерному выполнению принципа сходимости: по 
числу > 0 должно найтись такое не зазисящее от у чис- 
ло8>0, что при 0х 7 «16 выполняется неравенство 


ъ 


Ь—т/ 


1(х, уах| <ь, 
6—1 


каково бы ни было у в области 9. 

Точно так же здесь можно свести вопрос о равномерной схо- 
димости интеграла (5) к вопросу о равномерной сходимости бэско- 
нечного ряда: . 


со @п+1 


ле р У Г Л(х, уах (=а, а=4,=—5), 


п=ба,, 


какова бы ни была варианта а„-—6 [ср. 514]. | 

Наконец, переносятся на рассматриваемый случай и достаточные 
признаки п” 515. Предоставляем это читателю. 

Мы рассматривали интеграл (5) от а до $ как предел интеграла 
(6) от а до 6 —\, и нас интересовал характер приближения послед- 
него интеграла к своему пределу. Таким образом, особую роль 
здесь играет точка х ==ф (как в 613 — точка х == со). Может пона- 
добиться (в зависимости от обстоятельства, которые выяснятся дальше) 
отвести подобную же роль и другой точке промежутка. Например, 
тот же интеграл (5) можно рассматривать как предел при } — 0 ин- 
теграла 


[1] 
лее, уах. 


а-1 


Если последний при 9 —> 0 приближается к своему пределу равно- 
мерно относительно у, то также говорят о равномерной схо- 
димости интеграла (5). Все сказанное выше переносится и на этот 
случай. 

Если может возникнуть сомнение относительно того, о каком 

внде равномерной сходимости идет речь, говорят, что интеграл схо- 
бится равномерно (относительно у в определенной области), соот- 
ветственно, при х = -- сю, при х=б, при х=аит. п. 
_ Отметим, что, как правило, равномерная сходимость интеграла 
(5), скажем, при х==6, нас будет интересовать в тех случаях, когда 
именно точка х==р оказывается особой для интеграла (5) 
[в смысле п” 479] —при тех или иных значениях у. 

Но определение не только формально сохраняет силу и тогла, 
когда интеграл (5) при всех значениях у оказывается соб- 


517] $ 2. РАВНОМЕРНАЯ СХОЛИМОСТЬ ИНТЕГРАЛОВ 693 


ственным, но, как увидим, может оказаться реально полезным также 
и в этом случае. я 


Например, интеграл 
1 


а 
Г хера Ч 
о 


для каждого значения у в промежутке [0, 0], где д`>0, будет существовать 
как собственный. Однако для указанного промежутка изменения у его схо- 
димость не будет равномерной при х =0. Действительно, неравенству 


ы 


ыы Е 
] и г < ,, 
о 


у. > 
если только  <э, нельзя удовлетворить одновременно для всех значении 


у." 
у > 0: сколь малым ни взять 4, его левая часть при у->0 стремится к 5 


и для достаточно малых значений у будет, наверное, больше, чем :. 
517. Примеры. 1) Доказать непосредственно равномерную относительно 


у сходимость интеграла 
со 


ое 
Сару“ 
(для всех значений у). 
Имеем: 


я у? — х? рае, ВАЕ 
ору "| ру, 


откуда и вытекает требуемый результат. 
2) Установить с помощью что интегралы 


(а) Г е- {2 4х, ФГ е- 1? х@созхах (а=0) 
0 


“ 


сходятся равномерно относительно # для Е > % > 0. 
УклзаАНниеЕ. Мажорантой будет (а) о-ь», (6) е`®? ха, 
3) Доказать непосредственно, что интеграл 


(Ф®) 
в 
п г. г] 
пе ыы ах 
хз 
1 


для значений п =1, 2, 3,... не сходится равномерно относительно п. 
Это следует из того, что, каково бы ни было А == соп$%, 


п | п © п 
п о 55 2 7% 42 

Ге 22 1х = е 2% а 2 А: 
х 


— 1 при п -> сю. 


` 
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| пах 
4) Доказать непосредственно, что интеграл 4% сходится рав- 
®. 


о 
чомерно относительно а в области а > а, >0, и неравномерно — в области 
а > 0. 


Если Ау настолько велико, что при А`> Ау 


тде = > 0 — произвольное наперед заданное число, то 


со со 


] пах рее [ 5 = р а) 
; Хх | 2 : 


Аа 


по абсолютной величине будет меньше е для всех а == а, > 0, лишь только 


А 
А>—. Этим доказывается первая часть утверждения. 
0 
Вторая же часть следует из того, что выражение (7) при любом 
А = соп${ стремится к пределу 


когда а-» 0. 
5) Доказать равномерную относительно а сходимость интеграла 


©.) 


шах 
а созх ах 


о 


з любом замкнутом промежутке, не содержащем -+ 1. 
УкаАзЗАНИЕ. Преобразовать интеграл к виду 


оо 


т] п (а-- 1) х-Р зт (а— 1х т 


2 х 


0 


6) Исследовать вопрос о равномерной (относительно #) сходимости ин- 
теграла 


© 


| х зш хз ча хх ах. 
0 
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УклздниЕ. С помощью двукратного интегрирования по частям ин- 
ос 


теграл | приводится к виду: 


А со 
с0$ ХЗ. Ех 2 { 91 хз. с0$Ёх 
3х 3 3х3 
А 
СС (ФФ) 
1 |’ со. зшЕёх # п Х” . С0$ ЁХ 
И дах -— НЫНЕ, 
3 х? -- 3 хз Ба 
А А 
(®.®) 
р $91 хз. зи ЁхХ 
-- = —___ ах; 
9 хз 
А 


отсюда ясна равномерная сходимость относительно ЁЕ в любом конечном 
промежутке. 
7) Установить, что интегралы 
: 1 
(а) [ хР-1ах, (6) [хебиатх ах 
0 0 | 


(т — натуральное число) сходятся равномерно относительно р (при х =0} 
в области р == ру >0 и неравномерно — в области р > 0. 


Мажоранта: (а) х?'— 1; (6) хР 71| шлх[! (для области р == Ро > 0). С дру- 
гой стороны, какое бы ни взять 1 == соп$Ё, 


т —- 
= ТР 
хР-`Цх = = когда р -> 0. 
0 


8$) Аналогично устанавливается равномерная сходимость интеграла 
1 


[ хР-! (1 — х)1-1 ах 
0 


относительно р для р — ро >0 (при х =0) и относительно 4 для 4 >= 9, >20 
(при х = 1). 
9) Доказать, что сходимость интеграла 
1 


ах 
] ах 
ху 
| 
(при х =0) будет равномерной относительно у для у = уу<2 и не будет 
равномерной для ух2. 


Мажоранта —и=1: Для случая у = у, 2). Далее фиксируем >06 
а | 


х 1 | 
— 5; тогда 


произвольно, но настолько малым, чтобы при х = 1 было 


т) 


т) 
°эшх 1 Г ах 1 
= дд д_—_— 2—1 р 
] ах > > | 1 2е—у) е-и -> сю при у-> 2 
6 {7 


х# 
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10) Доказать равномерную относительно п (п = 1, 2, 3,...) сходимость 


интеграла 
1 


Гачхча+ се -0 у) шах 
0 
{как при х =0, так и при х = 1). 
Так как Ех... +" 


] 1 
функция ты У п-т. которая в промежутке [0, 1] интегрируема. 
11) Непосредственно установить, что сходимость интеграла 
1 


| 
1—х'’ 


то мажорантой служит 


2 42 
ны ах 
(РЁ 2)" 
не будет равномерной (при х =0) относительно у в промежутке [0, 1] из- 
менения у. | 
Имеем, при произвольном 1 = соп3&, 


ы 2=1 
у? — х” х 


_У— о ы 
серу “* > ау 
о 


РЕВ Оя 
ТЕ" 


— ‚ если у—>0. 
1 
2 =0 


12) То же для интеграла 
1 


8х3Зу — 8хуз 
/ серую “^ 


Здесь интеграл 
ч 
| ] _ __ 4 
: (П-Е У) 


при у = 1 обращается вт. 
13) Доказать, что интеграл 


оо 


И е—®У о ах (0<%а<!) 


о 


сходится равномерно относительно у для у 0 (как при х =0, так и при 
х = ©). 


1 
По отношению к х=0 это ясно из наличия мажоранты а, Аля 


х = со это следует из сходимости интеграла 


[Ф®) 


Со Хх 
Г 
ха 


0 


[476], в связи с заключительным замечанием п” 515, 
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14) Пусть функция Л(Ё) непрерывна для Ё`> 0. Если интеграл 


со 


[ р) а 


о ‹ 


сходится при А =аи А =В (а< В), то он сходится — и притом равномерно 

относительно Х (при #ё =0 и при Ё = со) — для всех значений Х между а и В. 
1 

Доклалзатель‹ствОою. Интеграл Г (2) 4ЁЕ сходится, а А-® для зна- 


0 
чений ^2=а является монотонной функцией от Ё и ограничена единицей. 
Отсюда интеграл 


1 1 
Гао = [2 (рае 
0 0 


для указанных значений А сходится равномерно (при #=0). Аналогично 
убеждаемся в том, что интеграл 


| в (В ае= [ А-В. Ву 
1 1 


сходится равномерно относительно Х для Х = В (при # = оо). 
15) Установить равномерную относительно у сходимость (при х = со» 


интеграла 
оо 


с0$ ху 
Й —`4х (0<а<1 


0 


для у — у >0, и нарушение равномерности в случае, если изменение у 
ограничено лишь неравенством у > 0. 

В отношении первой части утверждения можно было бы воспользоваться 
признаком 515, 3° (ср. 4°), так как при любых А 0 и уу 


А 
] с0$ ху 4х | = 
. 


| 1 
а функция ха’ МОнотонно убывая, стремится к нулю при х-> оо. 


п Ау 1 
У 


10 же замечание можно сделать, непосредственно рассматривая выра- 
жение ь 


со >) 


с0$ ху ы 0$ 2 
У аку ‚/ - 4г. 


А Ау 


Вторая. часть утверждения вытекает из того, что это же выражение 


1 
при А = у и у—>0 бесконечно возрастает. 


(Легко видеть, что при х=0 интеграл сходится равномерно относи- 
тельно у— в любой области изменения у). 
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16) Доказать, что интеграл 


со 


тах (и, 8>0 


0 


равномерно сходится относительно В, для В == № > 0. 
Это следует из 515, 3°. Действительно, для В == Во 


А 


[| чпвхах ыы, 
, В Во 


С другой стороны, выражение 


х 
а х?' 


не содержащее 8, убывает с возрастанием х (по крайней мере для х >= а) 
и стремится к 0 при х-— - сю. 


$ 3. Использование равномерной сходимости 
интегралов 


518. Предельный переход под знаком интеграла. Мы займемся 
сейчас, главным образом, вопросом о предельном переходе под зна- 
ком интеграла, распространенного на бесконечный промежуток. 
Теорема 1 п” 506 на этот случай не распространяется: если даже 
во всем бесконечном промежутке функция /(х, у) при У- У 
равномерно стремится к предельной функции ф(х), предельный 
переход под знаком интеграла может оказаться недопустимым. 

Рассмотрим, в виде примера, функцию (п =1, 2, 3, ...) 


1, (<) = Пре = х>0), 


(Л, (0) =0. 


бычными методами дифференциального исчисления легко уста- 
новить, что наибольшего значения эта функция достигает при х = 


п Е и. 
лу”? и равно оно ЗУЗ .. ВЕ как при И —>оо это значение 


УЕ 


стремится к нулю, то отсюда ясно, что функция /„(х) при п -+ со 


во всем промежутке [0, -- со) равномерно стремится к ф (х) = 0. 
Тем не менее интеграл 


Гоа 
0 


при п -> сю вовсе не стремится к нулю. 
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Условия, достаточные для допустимости предельного перехода, 
даются следующей теоремой: 

Теорема 1. Пусть функция Г(х, у) при у из 9/ интегрируема 
(в собственном смысле) по х в пронежутке [а, А] при любом 
Аа, и в каждом таком промежутке при у->У равно- 
мерно относительно х стремится к предельной функции 
‹(х). Если, сверх того, интеграл 


(у) = [Л(х, ах (1) 


сходится равномерно относительно у (в 9/), то имеет место 
формула 


Нт Те У ах == ||) Ах. (2) 
а а 
Положим, как и выще, 
7. | 
Р(А, = [ Л, Уах. (3) 
а 
Для этого интеграла выполнены г теоремы 1 п” 506, поэтому 
ит Р(А, у) = Дес Ах. (4) 
у > Уз 
С другой стороны, очевидно, 
Ит РСА, = |<, у) ах, г (5) 
А >< о 


причем дано, что здесь стремление функции АР (4, у) к своему прс- 
делу происходит равномерно относительно у. В таком случае 
мы имеем право сослаться на общую теорему п” 505 о перестановке 
предельных переходов и утверждать существование и равенство по- 
вторных пределов, что непосредственно и приводит к (2). 

Отсюда, применяя обобшенную теорему Дини [504, 4°], можно 
получить такое 

Следствие *. Пусть неотрицательная функция У(х, у) 
непрерывна по х в промежутке [а со) и стремится, 
возрастая с возрастанием у, к предельной функции $ (Хх), 
также непрерывной в указанном промежутке. Тогда из 
существования интеграла 


[+ сдах ' (6) 


* Мы считаем, что здесь все ух у. 
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‘уже вытекает как существование интеграла (1) (при всех у из 
у), так и наличие формулы (2). 

По упомянутой теореме при указанных условиях стремление 
функции /(х, у) к $(х) будет равномерным относительно х 
в любом конечном промежутке. Далее, в силу теоремы 1 п° 474, 
существует интеграл (1), так как 


Л(х, У) = (>). 


Функция ©(х) играет одновременно и роль мажоранты [515], обеспе- 
чивающей равномерную (относительно у) сходимость интеграла 
(1). Таким образом, соблюдены все условия для применения преды- 
лущей теоремы. 

Читатель легко докажет, что предположение о существовании 
интеграла (6) от предельной функции может быть заменено 
здесь предположением о существовании конечного предела 


т Г сх, у)ах 


у > У, й 


— отсюда уже будет вытекать и существование интеграла (6), и 
наличие формулы (2). 

В том же порядке идей можно получить и некоторое обобщение 
теоремы 1 п° 510, относящейся к конечному промежутку. 

Теорема Г’. Пусть функция У (х, у) (для у из) интегрируема 
{в собственном смысле) в промежутке [а, 6—1], при любом 
> 0 (но <В— а), и в каждом таком промежутке при у-> Уо 
равно мерно относительно х стремится к предельной функции 
Ф(х). Если, сверх того, интеграл 


ь 
Ге, зах 


сходится (при х =) равномерно относительно у в У, то 
имеет место формула 
ь 


Ит лс, НН (х) ах. 


У>У а 


Доказательство ничем не отличается от только что проведенного. 
Легко распространяется на этот случай и следствие. 

Конечно, роль точки $ может играть и любая другая точка про- 
межутка. Кроме того, подобных точек в промежутке может быть 
и несколько. 

Как и выше, с предельным переходом под знаком интеграла 
чаще всего приходится иметь дело применительно к последова- 
тельности функций {| /,(х)}. Переходя от последовательностей 
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к бесконечным рядам, можно получить, таким образом, новые теоремы 
© почленном интегрировании функциональных рядов. 
Вот, например, какую форму получает следствие: 


Пуст ряд 
У и. (>), 


п=1 


состоящий из положительных непрерывных для ха 
{или для а=х<ь) функций, имеет для этих значений х н-г- 
прерывную же сумму $(х). Если последняя в промежутке 
[а, - со] (или [а, 6]) интегрируема, то в этом промежутке ряд 
можно интегрировать почленно. Здесь так же, как и выше, 


вместо интегрируемости суммы ряда, можно было бы предпо- 
ложить сходимость ряда интегралов: 


у Гиьбоах ИЛИ у | (х)ах 


`п=1 а п=1 а 


Утверждение, очевидно, остается в силе и в том случае, когда 


все члены ряда отрицательны: он приводится к предыдущему про- 
стым изменением знака. 


519. Примеры. 1) С помощью разложения в ряд вычислить интегралы: 


1 
(а) еж 4х, (6) 1 пя 
0 


1 — 


РЕШЕНИЕ. (а) Разлагаем подинтегральную функцию в ряд 
ш1—х) 1% д дз 
х АЕ У 3 ь 4 ое. у 
все члены которого имеют отрицательный знак. Нарушается равномерность 


сходимости вблизи х=1. Эта точка и является для суммы ряда особой; 


тем не менее, в промежутке 0, 1] сумма интегрируема. Применяя последнее 
предложение предыдущего п°, интегрируем почленно 


1 со 1 со 
мы Ч ь 1 - 
ею. хитах = — а © 
х п п? 6 

0 П=1 0 п = 


[440 (4)]. | ы 
(6) Второй интеграл подстановкой х =1 —г приводится к первому. Тем 


не менее, для упражнения, вычислим его заново, разлагая в ряд 


ФФ) 
пх 
= Ул шх; 
—х 


п=0 


1-х. 


все члены здесь тоже отрицательны. Равномерность сходимости на этот раз 
нарушается вблизи двух точек: х=0и х=1, так что упомянутое 
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1 
предложение следует применить порознь, например к промежуткам Го 5 


а 
и [-;. :|. Окончательно, 
1 де’ г: 
шх —_ у о ыы 1 т 
ак У, шхах = — о" 
о п=00 п=1 


2) (а) Вычислить сумму ряда 


исходя из того, что 
ет = | тах (п = 0, 1,2,...) 
21-1 Ре. 

0 


РЕШЕНИЕ. Имеем: 
1 


в = — 1\® п п ыы 
Хх у’ [оч жичтуах 


о 


1 вы 1 
1-м у? 
— — 1/7 х4п. 2) — В ВЕЛО нь 
[У Пт жит. (1-2) Ен. 
0 0 0 


Хотя особенностей сумма ряда не имеет, но равномерная сходимость 
нарушается вблизи х =1. Так как для частичной суммы ряда имеем: 


1 = хз 1 ^? 
Ев (1 29) 2 рн 4 


1-м“ Ы 


п-—1 
о= У (— 15°. а+ 9) = 
= | 


то в роли мажоранты оказывается просто постоянная и интеграл от 
этой суммы сходится (при х=!1) равномерно относительно пл. Этим 
оправдывается почленное интегрирование (теорема 1’). 

6) Аналогично: 


ро О Е _® 1+2 
Е 
3) Исходя из формулы 
1 
1 Г ы 
Г ыы 1 — х)? хр 1х, 
РР)... (рп) п 


вычислить сумму ряда. 
1 1 1 
Е Е СЕЙ 
1 ^ 1 1 
атас" == 


1 1 1 
(8) 1.2.3.47 4.5.6.7 178.901 °"° 
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Ответ. 


(а) тыа Тах=ш2— 5, 


(6) зрении ах= 8 — шо, 


— 


Ш 1 1 1 к 
а 
О 5. 1—3 6 4 ео 36°’ 


4) Вычислять интегралы Эйлера: 
©®) 


оо 
ха-1 ха-1 — хбЬ-1 
о 0<а< 0 (а б6> 0} 


РЕШЕНИЕ. (а) Разбив интеграл на два интеграла: 


1 со 
= [+ [=ь+ь 
0 1 


вычислим их порознь. 
Лля О< х<!| имеем разложение в ряд 


©. ®) 
а—1 ъ 
ИН У (—1)” ха+*-—1, 
1-х 
У*=0 
который сходится равномерно, лишь если Ох: х=< | — =’ < 1. Но ча- 


стичная сумма имеет интегрируемую в [0, |] мажоранту 


п-—1 


0=— У, (—1)* ха+*-1 — и < хз-—\, Е 
у=0 


следовательно, интеграл от нее сходится равномерно (как при х =0, так и 
при х = 1). Интегрируя почленно, по теореме 1 получим: 


п = у Г (—1* хачу ах = хи. 


у==( 0 *=0 


Е | | 
Интеграл /» подстановкой х.= _ т к виду 


х-а ха- рае 
ок т 
[0 


Применяя уже полученное выше разложение, найдем: 
Фо) 


А 
ь- Ух. 
УЕ 
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Таким образом, 


-аь=1+У а ( т). 
У=1 


ау а—› 


; 


Мы узнаем в этом выражении [см. 441, 9] разложение на простые дроби 


я 
НКЦИИ ———. 
функц Е Окончательно, 


[®®) Е 
ха-—1 к 
ре ИИ 
1х п ла 
0 


(6) Разбивая интеграл на два, как и выше, и делая во втором ту же 
подстановку, получим 


1 
а-—1 — х-а ь-1-— х-б 
ыы Е пе — 4х = К1 — Кз * 


1 —х 
0 


Очевидно, достаточно найти К!. Прибегая к разложению подинтеграль- 
ной функции в ряд, как и только что, найдем: 


У 


но [441, 9)]-здесь мы узнаем разложение на простые дроби функции т. с{5 па. 
Итак, 


ЗЕ +=). 


[© ©) 
ха-1_— хь-1 


то ах = п (с1р та — св тб). 


0 


5) Найти значения интегралов (|7|<!1) 


| 1 — и с0$ Вх 
= ] (1х2) (1 — 27 со$ вх 7% 4 ы 
И шп (1 — 27 соз Вх -{ 72) 
<=] 1-х? ах, 
0 


причем в обоих случаях интеграл 


[.®) 
с0$ Ех — ® о-в 
зах ре (>0) 
{7 


считать известным [см. 529, 4°, а также 523, 9)]. 


* В обоих интегралах при х==1 особенности не будет, особая точка 
х = 0; интегралы сходятся. 
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РЕШЕНИЕ. (а) Исходим из разложения 


[© ©) 

1 —исоз Вх У 

НЫ НЫЕ ЕЕ г с0$ УЗ х * 

1 — 2 со$ Вх -{ г? ре 
У=0 


1 
умножая на тт, интегрируем почленно 


ке ее 


у ==0 


Так как исходный ряд — по умножении на дробь — сходится равно- 


1 
1-х? 


мерно относительно Хх даже во всем бесконечном промежутке, а частиччые 


[ 
1-х?’ 
оправдано (теорема 1). 
Если использовать теперь значение указанного интеграла, то оконча- 


тельно получим 
[© ©) 
_®. У" И Е Е 
2 1 — ге-в 2 


её —г 


суммы его имеют мажоранту вида то почленное интегрирование 


(6) УкКАЗАНИЕ. а из разложения [461, 6) (6б)] 


п (1 — 27 со Вх + 2) = —2 У, Г соз ух. 


9=1 
Ответ. 6 = в (1 — ге7®). 
6) Разложить интегралы (Лаплас) 
{© ®) 
(а) Г е-2* соз 26х 4х, (6) Г г-1* св 26х 4х, 
0 0 


(в) ] е-2' зп 26х 4х 


в ряды по степеням 6(8>0), причем во всех случаях считать известным 


интеграл о 


== ах = у 


0 


[492, 25]. 
(а) РеЕшЕНиИЕ. Пользуясь известным разложением косинуса и инте- 
грируя почленно, получаем 


9) 


у 2% 
ТЕ —7 соз 2х 4х = Г.- гу ето . о) 


0 о 
—1\ 2» ь 
— у гос Г.-= х” ах. 
9 =в () 0 


* Оно легко получается из разложений в 10) и 11) п 440. 


40 Г. М. Фихтенгольц, т. П 


` 
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Равномерная сходимость нашего ряда в любом конечном промежутке [0, А] 
очевидна; частичные суммы его имеют мажоранту: 


(Ф®) 
= и — е-' ск 2х 


У== 0 


интегрируемую от 0 до со. Этим установлена законность почленного инте- 


грирования. 
©. ®) 


Остается определить интеграл [ ах" 4х = Г. Интегрируя по ча- 


0 
стям, легко придем к рекуррентной формуле: 
[= Е [,-. откуда /, = вии У =. 


Подставляя это в ранее полученное разложение, найдем окончательно: 


оо 


а — У 2у ре 
елей совок = Ут У Се" ин У» 
. 2 = 21 2 2 


У= | 
| 
(6) Ответ: У = 2%. 


2 
(в) Аналогично получается разложение: 


ЕЕ 


со 


[ФФ] 
з 1 
—х рэ бе орм-1 
Г: п 26хах = 6 У, а (— 262)*—1, 
0 . у= 1 


но на этот раз к «конечной» формуле оно не приводит. Впоследствии, дру- 
гим путем, мы выясним характер новой (уже неэлементарной) функции, 
которая нужна была бы для выражения нашего интеграла [523, 5) (6)]. 
7) Найти значение интеграла 
со 


х2к-1 
ь= ета» 
0 
(Е =1,2,3,...). 
РЕШЕНИЕ. Разложив 
1 е-2=® 
ет — | 1] 2—2 ж 


в прогрессию, получим положительный ряд 


[© ©) 
ХЗК-1 
е2тж — ] У, ) 


П=1 


* Мы воспользовались очевидным преобразованием: 
2%! = 25!1 (2 — 1)!1 = 2/1 (2 —1)!1 
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который сходится равномерно в любом промежутке [ч, А] (0О< < Ах - ©5. 
Так как сумма ряда интегрируема в промежутке [0, -- оо], то почленное 
интегрирование оправдано *:; 


{© ®) 
р Е—1 _ ФЛ 1. 
Пк = у Г Е | Оле — Ок уз пзк * 


п=1 П=3 


Вспоминая, что Ё-е число Бернулли Вх имеет выражение 


2. м 1 
Вк = рух @уе Ук 


[449], окончательно получим 


8) Найти выражение для интегралов — ежандр): 


(а) Ге 51 и Е ® / хо, (т> 0). 


‘е2т® — 1. е?"® - ек® Г]. 


РЕШЕНИЕ. (а) Разложение 


[©] 


п тх 
а к —29^® за тх 


= 


тоже сходится равномерно в любом промежутке [1, 4], его частичные суммы 


| $ 7х | п 
мажорируются функцией тф— | ° оэтому допустимо почленное инте- 


грирование: 
оо со со 
Даетнак = У Г оумезпих ах = 
0 у=1 0 
{© ©) 
и в. (==—т 1 -- 5) РВ ние И 
тз —- 4% 2 ет—1 т! 2] 4 т —1 2т ` 


®.®) 
] $1 тех ах = У (1 те ь РИА Е ЕР. 
ета —- 1 1 т? -- 428  2т о ев" 
У == 


ЗАМЕЧАНИЕ. Естественно было бы также искать значения предло- 
женных интегралов путем разложения $п тх в ряд. В случае (а), например, 


* Мы пользуемся здесь (и в следующей задаче) сразу и теоремой | и 
теоремой 1’ предыдущего п”, примененными, скажем, к промежуткам [1, -|- ©] 
и [0, 1] порознь. 

** Эти результаты получаются из разложений на простые дроби функ- 


[441, 10)]. 


ций сСШхи 


40* 


708 ГЛ. Х!У. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА [519 


мы пришли бы к интегралам, рассмотренным в 7), а для получения резуль- 
тата в конечном виде могли бы использовать известное разложение 


(©. ®) 

| ПИ. с Е. И 

Ш» > 
К=1 


[449] и т. д. Но этот метод имеет принципиальный недостаток — он требует 
предположения т < 2т, в то время как результат верен для любого т. 
9) Если в элементарной формулё [ср. 492, 2°] 
со 


Й ах _ (21п—ЭЗ)/И ® 
п 2) @и-9и2 


и 


2 
положить х = ——, То получим: 
п 


42  _ (20 —З)/И у т 
Г 23 п = Оп Э)п Ут... 
(+=) 


0 


| 
27° 
1 
те п 
к пределу е - Опираясь на следствие п° 518 (которое сохраняет силу и 
для монотонно убывающей функции), можно здесь перейти к пределу при 
п -> со под знаком интеграла. Если для определения предела правой части 


воспользоваться формулой Валлиса 317, то окончательно получим ре- 
зультат 


Функция монотонно убывая с возрастанием л, стремится 


2 


со {®.®) =. 
я 5-65 (1+ г 2 
9 о РА 


[Ср. 492, 2°.] , 
10) Известный интеграл Фейера [309, 5) (6б)] 


ха 


1 м). к. 
ЕЯ 
ш г 2 


х 
`если положить здесь 2 =, может быть переписан в виде 


2 


з|х 


х 
яп — 
п 


Переход к пределу при п-> о© здесь затруднен тем обстоятельством, 
что от параметра л зависит не только подинтегральная функция, но и верх- 
ний предел интеграла. 
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Полагая, однако, 


х 2 
ип х \? п п 
т (х) = для ОЗ хп. 
х х 2 
п — 
п 
и 
п (х) =0 для прочих значений х, 
можно написать и так: 
©о ® 
Ти (х) ах = = 
о 
Очевидно, каково бы ни было х`›>0, 
| пл \2 : 
Ит Хи (Хх) = ( . 
п> с 


причем приближение функции Л„,(х) к своему пределу в любом конечном 
промежутке [0, А] будет равномерным. С другой стороны, известно, что для 


0<%<2=^ 


2 п 2 р 
— ИХ _ 
= к 
у." 
поэтому для Ох хп. о 
п х \2 22 
“Уи (х) = ) ы 4, 
х 
это неравенство тем более выполняется при хп. 5, ибо тогда 7» (х) = 0. 


Применяя теорему 1, п” 518, можем в равенстве (7) перейти к пределу. 
при п -> со под знаком интеграла, что приводит нас к результату 
со 


пл \2 п 
Л х ) “*=5 
о 
[Ср. 494, 4); 497, 15)]. 


11) Другой пример того же рода. Известно [см. 440, 10)], что 


с0$ тх пи 
Ч = т, 
1 — 27 с0$ х -{ г? 1—2 
0 


2 
где 7 — натуральное число и |Г|< 1. Положим здесь х=—^ иг=1— 
т 
(где й`>0); считая т`> й, получим: 


р 
т 


тк 
} с0$ 2 42 = 
6 п-т (1 — сов =) (1-м) 
т т рт 
тт На 
-/ с05 2 42 __ ® т 
=— р) ВЕРА ® 
яп в о 
т 
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Переходя здесь к пределу при т-— оо «под знаком интеграла», не 
стесняясь тем, что и верхний предел здесь растет вместе с т (его мы заме- 
ним на осо), получим: 

[© ®) 


С0$ г к 
д = — —П, 
| рае 2—9) 
0 


Но верно ли это? Постараемся обосновать выполненный предельный 


переход. 
Введем и здесь функцию 
с0$ 2 
Лт (г) = Ее при 0О= = тм, 
п = 
2т Г 
12-22 — м 
ео г т 
2т 


Дт (2) =0 при 2`> тт, 
так что левая часть интересующего нас равенства перепишется так: 


сх) 


[ль (га. 
о 


Очевидно, 
с0$ # 
Пт) (г) = —_—__ 
ды 13 | 22 ' 


причем в конечном промежутке стремление происходит равномерно. Нако- 
нец, мажорантой может служить функция 


1 


4 8 \’ 
у. _—__ > ЕЕ 
па 21 м) 


если то >й.и рассматривать только значения т >= ту. Остается сослаться 
на теорему 1 п° 518. 

12) Необходимость обоснования предельного перехода в примерах 10) 
и 11) подчеркивается следующим сходным с ними примером, где, однако, 
такого обоснования дать нельзя; результат же не подкрепленного обос- 
нованием предельного перехода оказывается неверным. 


Рассмотрим интеграл 
п 


п 
м = Й паха 4% 
0 


если Сс НИМ поступить, устремляя пк со, как в предыдущих примерах, Та 
получится, что 
(©. 9) 
Ши „= Г0-ах =0 
0 


На деле же (как легко убедиться с помощью замены переменной) интеграл /з, 


к 
сохраняет постоянное значение ' 
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Приведем еще два нешаблонных примера, интересных, как увидим 
з другом отношении. 
13) Вычислить интеграл (где а — любос число) 


р 
[= Й еп 08 зп (а зп х) 2х 
0 
{ср. 478, 8) (а)], считая известным интеграл 
[®.) 


п ё п 
| т 


0 


{см. 492, 35; 494, 5). 
Удобно ввести комплексную переменную 


2 =а (со хп х); 
тогда [457, (6)] 


-А 


2? = 21 503% [605 (аи х) -- Е 51 (а мп х)] 
разлагается в ряд 

®®) 
те у ап (со пх --- [ “1 пх) 


п! 
п=1 


Приравнивая мнимые части, мы и получим разложение того выраже- 
ния, которое стоит первым множителем под знаком интеграла: 


ФФ) 
1 ап 
еб" °°3? зп (а за х) = 22 т 3 Их, 
п=1 
отсюда 
50 сх 
ай Уппх 
= ] У, ы а 
| в 
0 П=1 


Если бы можно было здесь произвести интегрирование почленно, то 
сразу получили бы: 


„у“ м акт У (6—1) 


П=1 п-—1 


Но обосновывать право на это в данном случае приходится своеобразно. 


Так как ряд, стоящий под знаком интеграла, мажорируется постоянным 
рядом 
[®.®) 


у 
а 
У’ 
У=0 


то в конечном промежутке [0, А] интегрирование можно произвести по- 
членно: 


7. 25 А 55 пА 


Л ап - 
ак Ур |, у | 
п х п! х п! { 


0 пы 0 =1 о П=1 0 
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Остается перейти к пределу при А-» со. Но, как нетрудно видеть, 
©.) 


0 


п ё п? 
ввиду самого существования интеграла : АЕ, интеграл г 


о 0 
всех значениях & 0 будет равномерно ограничен: 


о 


р мт ах | = Ё. 
0 


ах при 


Тогда ряд (8), члены которого зависят от переменного А, мажорируется 


ПОСТОЯННЫМ рядом 
— в 
м 1а 
ьу № 
п 
Пп=1 


и, следовательно, сходится равномерно относительно А. В таком слу- 
чае, по известной теореме [433], в нем можно перейти почленно к пределу 
при А -> со, чем и завершается доказательство. 

14) Другой пример того же рода. Пусть ряд 


сходится, и положим для х —0 
©) 


' хв 
вх = У. ; 


п=0 


этот ряд также сходится, и притом —в любом конечном промежутке [0, А] — 
равномерно относительно х [по признакам Абеля -Дирихле, см. 430], 
так как множитель х"/т, по крайней мере для п > А, убывает с возраста- 
нием п. 


Доказать, что тогда 
[© ®) 


Г е-хр (х) 4х == 5. (3) 
0 
Результат получается сразу, если проинтегрировать почленно 


Уи -У я КТенолины Эщыйь 


П=0 0 п =0 
ибо Г е-®. хлп4х = т [489, 4)]. Обратимся теперь к обоснованию права 
0 
на это. 


Как и только что, в конечном промежутке почленное интегрирование 


допустимо: 
ая бьет хп ах. (10) 


п=0 П—0 
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Интегрируя по частям, легко показать, что 
А А 
1 еее Ат | 2-2. тах < 
п! (п—1)!. ) 
0 [0 
так что множители 
А 
1 
РеНеВИ е-х. хп ах, 
п! 
0 


зависящие от А и пл, монотонно убывают с возрастанием п (при А = сопз1 ), 
оставаясь равномерно ограниченными. В таком случае (по только что ука- 


занному признаку) ряд в (10) справа сходится равномерно относительно А, 
а значит, в нем можно перейти к пределу при А-» со почленно, 
ит. д. 


Приведем два примера применения полученной изящной формулы (9). 
(а) Рассмотрим так называемый интегральный синус 


[®.®) 
| °тё п хз хз ь 
ях = | г Рав т. 
в 


Этот ряд составляется по типу & (х), исходя из ряда 


д 1 | 
о я+0-5+ ... 
По формуле (9) тогда 
{Ф®) 


| ааа == (1-3 Е ИИ 
ТЕ $ хах 5 ] ут= 23 
0 


(6) Другая интересная функция — функция Бесселя с нулевым 
значком Л (х) имсет разложение [441, 4), 5): 


— И 
о =1+ ХС да, 


У=1 


которое составляется по типу 2 (х), если положить 
у — |)! 
@0 =— 1, Я, ре —1)* (2-е 


* Это разложение легко вывести, если паписать: 


{®®) 
9 


я 
о —_ #— | ут ё И 
у о 


{ 


и во втором интеграле заменить синус его разложением в ряд, а затем про- 
интегрировать почленно. 
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Тогда, в силу (9), 


а со 
А _.\ — (Пт. 
Г: %. Л (х) ах 24 ( 1) Е ТА 

0 у=0 


окончательный результат получается здесь, если вспомнить разложение 


функции а 
у! Хх 

ЗАМЕЧАННЕ. Поучительно разобраться, в чем состоит особенность 
примененного в двух последних примерах метода рассуждения — по сравне- 
нию с прочими примерами на почленное интегрирование рядов в бесконеч- 
ном промежутке. 

Если вернуться к общему вопросу о предельном переходе под знаком 
интеграла с бесконечным пределом [518], то он оказывается равносильным 
вопросу о существовании и равенстве обоих повторных пределов для 
некоторой функции Р(А, у) двух аргументов [см. (3)]. Согласно общей тео- 
реме п° 505 достаточным условием в этом случае является — при наличии 
обоих просты х пределов — равномерное стремление функции к одному 
из них, (4) или (5), и притом все равно к какому. Обычно мы предпола- 
гали такую равномерность в отношении предела (5), что и отвечало «рав- 
номерной сходимости интеграла» с бесконечным пределом. Но заключение 
оставалось бы в полной силе, если бы вместо этого равномерным было 
приближение функции Е к пределу (4)! 


[©.®) 
В случае ряда Уи (х) с частичными суммами Л (х) можно, таким 


в биномиальный ряд [407 (24)|] и.положить в нем х=1. 


1 
образом, либо устанавливать равномерное (относительно п) приближение 


НКЦИИ 
фу у 


Ев (А) = ль 9 ах 
а 
(®Ф) 
при А-> со к пределу Дл» (х)ах, т. е. «равномерную сходимость» этих 


а 
интегралов, что мы обычно и делали, либо же убеждаться в равномерном 
(относительно А) приближении названной функции при п» со к пределу 
А 


] ф(х) 4х, т. е. в равномерной (относительно А) сходимости ряда 


у Деоуакы [збдаю 


п=1а 


что оказалоеь более удобным для нас в примерах 13) и 14)! 


[7 


520. Непрерывность и дифференцируемость интеграла по 
параметру. Займемся и здесь сначала переносом теорем 2 и 3 
пп° 506 и 507 на случай бесконечного промежутка. 

Теорема 2. Пусть функция У(х, у) определена и непрерывна 
(как функция двух переменных) для значений х а и значений у 
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8 промежутке [с, 9]. Если интеграл 


$ 


К) = [Ле у) ах (1) 


сходится равномерно относительно у в промежутке [с, 9], то 
он представляет собою непрерывную функцию от параметра у 
8 этом промежутке. 

Это следствие из теоремы 1. Действительно, как мы видели 
в 506, при изменении х в любом конечном промежутке [а, 4], 
функция /(х, у) при у-»> у» (где у) — любое частное значение у) 
равномерно относительно х стремится к предельной функции 
Т(х, у). А тогда, по теореме 1, в интеграле (1) можно перейти 
к пределу под знаком интеграла; 


Вт (у) = ит | Л(ж, у ах = [/(, дах = Ку, 


у> > д 
что и доказывает наше утверждение. 


В п° 485, описывая методы, с помощью которых расходящимся интегра-. 
лам приписываются «обобщенные значения», мы оставили открытым вопрос 
о регулярности второго из этих методов. С помощью только что доказанной 


теоремы мы в состоянии теперь восполнить этот пробел. Если интеграл 
со Фо) 


[лед 4х сходится, то интеграл Де-кг у (х) ах равномерно сходится 


0 0 

относительно параметра А, для А —=0 (см. замечаний в конце п? 515) и, сле- 
довательно — по крайней мере, в случае непрерывности / (х) — представляет 
непрерывную функцию от параметра Ё, для Ё —=0. В частности, имеем: 


©. 9) 


©.) 
т ей }(х)ах = Гл) ах. 
Е т б 


Таким образом, величина сходящегося интеграла совпадает с его ‹обобщен- 
ным значением»; в этом и состоит упомянутая регулярность. 


ЗАМЕЧАНИЕ. В случае, если функция ](х, у) неотрица- 
тельна: /(х, у) =0, имеет место в некотором смысле обратная 
теорема: из непрерывности интеграла (1), как функции от пара- 
метра, вытекает равномерная его сходимость. 

В этом случае непрерывная функция от у 


А 
Е (А, я = [/(х. у) ах (3) 


при возрастании А возрастает и, следовательно (по обобщенной тео- 
реме Дини, 504, 4°), стремится к своему пределу (1) равно- 
мерно относительно у, ч. и тр. д. 
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Теорема 3. Пусть функция Г(х, у) определена и непрерывна 
пох для ха и ув [с, 9] и, сверх того, имеет для указан- 
ных значений непрерывную по обеим переменным производную 
Х, (>, у). Предположим, далее, что интеграл (1) сходится для 


всех ув [с, 9], а интеграл 
Гл, ах (11) 
а 


сходится равномерно относительно у в том же проме- 
жутке. Тогда при любом у из [с, 9] имеет место формула 


г = [Л (х, Зах *. 


Взяв частное значение У — У», рассмотрим отношение 


позе Го — |" а, И 
р —— [ 


{4 


и докажем, что здесь допустим предельный переход по параметру 
К —>0 под знаком интеграла. 
Мы уже видели в 507, Что если х изменяется в любом конеч- 


ном промежутке [а, 4], подинтегральная функция И О 


стремится при А —> 0’к предельной функции р (х, У) равномерно 


относительно х. Для того чтобы иметь право применить теорему 1, 
нам следовало бы еще убедиться в равномерной сходимости 
интеграла (12) относительно К. 

Ввиду предположенной равномерной сходимости интеграла (11), 
по любому = >00 найдется такое А’ > а, что, лишь только А’ 
>2А Ак, будет 


А’ 
ее у)ах|<е (13) 
А 
для всех у зараз [514]. Покажем, что одновременно будет и 
А 
] Л (х, Е Л, Ус) : ах < Е (14) 
А 


для всех возможных значений ^. 


* Вычисление производной по этой формуле и здесь называют прави- 
лом Лейбница. 
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Для этой цели (фиксируя Аи А”) рассмотрим функцию 
А’ 


Ф(у= | Л(х. Уах. 
А 


По теореме 3 п° 507 ее производная вычисляется по правилу Лейб- 
ница: 
А’ 


Ф’ (= [Л 4х 
А 


и, ввиду (13), по абсолютной величине всегда < <. Но тогда и от- 
ношение 
А’ 


тоЕИ ОО — [7 а, 
Е -е ы 
А 


которое по формуле Лагранжа равно Ф’ (у, -- 9^), тоже по абсо- 
лютной величине будет «ь, т. е. выполняется (14). Отсюда, по 
признаку п” 6514, следует равномерная сходимость интеграла (12), 
чем и завершается доказательство. | 

Легко получить и обобщение теорем 2” и 3* п° 510 относящихся 
к конечному промежутку [а, 61|: стоит лишь, ничего не меняя по 
существу в приведенных здесь формулировках и рассуждениях, заме- 
стить точку Хх = со точкой х == (как это сделано, например, при 
переходе от теоремы | к теореме 1). 

ЗАМЕЧАНИЕ. В излагаемой здесь теории мы не пользуемся 
связью интегралоз с рядами, предпочитая выдвигать повсюду ту 
идею, которая в действительности является основой всех умозаклю- 
чений, — идею равномерного стремления к предельной функции. 
Однако в иных случаях ссылка на уже развитую теорию рядов 
могла бы создать формальное упрощение в рассуждениях. Разъясним 
это, дав новое доказательство теоремы 3 (где упомянутое упроще- 
ние более значительно). 


Заменим интеграл /(у) рядом [477] 


со Аз 


ы 
цу=У |1, уах (оо) 
ь Ал 1 ” 
Члены этого ряда 
А 


и, (у)= || Л(оь, у) ах, 


Ап-1 
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в силу теорем 2 и 3 пп” 506 и 507 непрерывны и имеют непрерывные же 
производные 
Ав 
/ 
и, (у) = | Хуб ах. 


Ад 1 


К тому же ряд, составленный из этих производных, сходится равномерно 
относительно у в промежутке [с, 9], как это следует из равномерной схо- 
димости интеграла (11) [514]. Тогда, по теореме о почленном дифференци- 
ровании ряда [435], существует производная 


©.) о их 


гГ)=У, ии (у) = У Г 08 пал = [1 (х, у) ах, 
: 1 й 


ь Яя 


что и доказывает требуемое. 

Тот же прием можно применить и к доказательству теорем Ти 2 п® 51$ 
и 520 (а также теоремы 4 из следующего п”), со ссылкой на соответствую- 
щие теоремы из теории функциональных рядов. Осуществление этого пре- 
доставляем читателю. 


521. Интегрирование интеграла по параметру. Сначала дока- 
жем следующую теорему: 
Георема 4. При предположениях теоремы 2 имеет место 


формула: 
д д со со 9 
Года = [ау Г Л(х, зах = [ах | Л(ж, ууу. — (5) 


Действительно, по теореме 4 п’ 508 для любого конечного А = а 
справедливо равенство 


д А` А д 
[ау] №(х, уах= [ах | Г(ж, у)ау. 


Но, по предположению, функция (3), непрерывная по у, при А-+ со 
стремится к своему пределу (1) равномерно относительно у. 
Следовательно, по теореме 1 п° 506, в интеграле слева можно пе- 
рейти к пределу по А-+ сю под знаком интеграла, т. е. 


Пт ‚в [ле рак [в [уе у) ах. 


В таком случае существует и предел при А-+ со интеграла справа, 
т.е. интеграл 


со д 
Гах [1(х. у) ау, 


и имеет то же значениь, ч. и тр. д. 
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Если воспользоваться замечанием к теореме 2 [520], то легко 
вывести отсюда такое 

Следствие. В случае неотрицательной функции ХТ (х, у) 
одна непрерывность интеграла (1) по у влечет за собой фор- 
мулу (15). 

Таким образом, мы — при известных условиях — установили право 
переставлять два интеграла, из которых лишь один распростра- 
нен на бесконечный промежуток, а другой — на конечный. 

Между тем во многих случаях как раз приходится переставлять 
интегралы, взятые оба в бэсконечных промежутках, по формуле 


Га» Гле Ух = Га» Гле У) ау. (16) 


Оправдать такую перестановку часто представляется делом сложным 
и кропотливым, чему читатель ниже найдет много примеров. 
Лишь для узкого класса случаев удается обосновать формулу (16) 
общими соображениями: | 
Теорема 95. Пусть функция }(х, у) определена и непрерывна 
для ха и ус. Предположим, далее, что оба интеграла 


[усе Уах и Ле у) у (17) 


сходятся равномерно: первый — относительно у, а второй — 
относительно х, в любом конечном промежутке. Тогда, если 
хоть один из двух повторных интегралов 


Фе) 


Га» ле У 1ах, Гах ИИлеь, Уау. (18) 


с 


существует, то существуют и равны повторные интегралы (16). 
Допустим, что существует второй из интегралов (18). Ввиду 


к) 


равномерной сходимости интеграла | Гах, по предыдущей тзореме, 
4 


для любого конечного Сс будем иметь 


С 


Сс © 2 : 
[ау [Л у) ах = Гах [| се, у) ау. 
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Остается доказать, что в интеграле справа при С -+» сю допустим 


предельный переход под знаком интеграла, ибо тогда 
будет существовать 


со со й со 
4 7 ре У4х = 
=. о : ах [ле у) ау = Ге и ле У) Чу = 


— [ах [Ле у) ау. 


Оправдать упомянутый предельный переход можно, опираясь на 
теорему 1 [518]. Функция от хи С 


С 
Д/с, у ау, 


‚непрерывная по х [теорема 2, 506], при С + со стремится к прзг- 
дельной функции 


Гле У) ау 


равномерно относительно х в любом конечном промежутке. Инте- 
грал же 


со С 
аж] Ло ау 


сходится равномерно относительно С, потому что мажорируется 
вторым из интегралов (18), поскольку 


С со 
[лс зу ау| = ДЛ» У ау. 
с с 


Таким образом, все условия теорем!? 1 здесь выполнены, и наше 
утверждение оправдано. 

Несколько проще обстоит дело в случае функции, не меняюцей 
знака. Например, для неотрицательной функции (этим случаем до- 
статочно ограничиться) имеет место 

Следствие. Пусть для неотрицательной непрерывной 
функции } (х, у) оба интеграла (17) также представляют собой н е- 
прерывные функции, первый — от у, а второй — от х. Тогда, 
если существует один из повторных интегралов (16), то суще- 
ствует ци другой и притом — равен первому. 
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По теореме 2 и замечанию к ней явствует, что предположение 
о непрерывности интегралов (17) равносильно требованию их рав- 
номерной сходимости. Остается применить предыдущую теорему, 
отметив, что в данном случае |/(х, у)| =(х, у). 

Предложения настоящего п’ также могут быть перефразированы 
на случай конечных промежутков: при этом особая точка х == со 
лишь заменяется конечной особой точкой х =0, а также (если нужно) 
точка у== со точкой у=д. 

522. Применение к вычислению некоторых интегралов. При- 
меним вышеизложенную теорию к вычислению некоторых важных 
интегралов. 


1°. Интегралы Эйлера: 
со ©) |Ф.) 
° ха-1 * ха-1_ 0-1! . ха-14х 
а Ах, Г. Ах, опре Г 
1-х 1—х д? -- 2х со 0-1 
& 0 0 
0<а<| (0<а,6 < (Оха<1-=<0<=) 
Из результатов п° 496, 1) сразу получается:. 
2 
® 2 т к 1 
———- 2 = топ). 
0 2п 
Положив здесь 2 ==", найдем первый из эйлеровых интегралов: 


69 2т-1 


—1 


ы 2п х 
Ре АИ ВИ я 
ме иго. (19) 
2п 
2т- 1 
при частном значении а = —5„—. 

Для того чтобы отсюда получить значение искомого интеграла 
при любом а, удовлетворяющем неравенствам 0 < а<1, убедимся 
в том, что этот интеграл представляет собой непрерывную функцию 
от а для указанных значений параметра. 

При Ох х< + и0«<а<! подинтегральная функция со- 
храняет непрерывность по обеим переменным. Далее, рассматриваемый 
интеграл сходится равномерно относительно а: при х == 0 дляа>= @>0, 
а при х=<0 для а«<а < 1. Действительно, разбивая интеграл 
со 1 со 
] на два: [ — [ „ Легко видеть, что последние мажорируются, 
о о. 1 
соответственно, интегралами: 
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+ 
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[о 1 


Прилагая к интегралу Й теорему 2, ак интеграл | — ана- 
1 0 

логичную ей теорему для конечного промежутка, убеждаемся в не- 
прерывности обоих интегралов как функций от параметра. 

К любому значению а, О < а< 1 можно произвольно приблизиться 
2т -- 1 
2п 

й, 
Переходя в формуле (19) к пределу при 


(т и п— натуральные, тп). 
т! 
2п 

доказанную непрерывность интеграла, найдем окончательно: 


с помощью значений вида 


—>-а и используя 


(Фо) 
ха-\ к 
| а ея [ср. 519, 4)]. 
0 
Совершенно аналогично, из 495, 2) и 3) получим: 
ы 1 | 
ВН 
] Е Цх = т (С15 ап — с! р) 
0 
и 
(> ®) 
Г хе-ъах __ 31 (1 — а) 0 
хз 2х. с050-+-1 510. зтах ° 


2°. Интеграл 


(© ®) 
шх 
Й ах 
х 
0 


{®®) 


ь= | ах 1х (а>> 0). 


х 
0 


Вычислим его с помощью дифференцирования по параметру а. 
Однако непосредственное применение правила Лейбница при- 
водит здесь к расходящемуся интегралу 


(о. э) 


[соз ах ах. 
0 


[ср. 492, 37]. 
Рассмотрим интеграл 


Поэтому мы введем «множитель сходимости» е-*^* (& >09) и станем 
искать значение интеграла 


‚= | ео О х (& > 0). 
0 
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Для него дифференцирование по & под знаком интеграла уже 
дозволительно, ибо соблюдены условия теоремы 3: подинтегральная 
функция и ее частная производная по & непрерывны по Хх и @ для 
х=0 и а—0, а интеграл, получаемый в результате дифферен- 
цирования: | | 


со 
|. 
—Кт о Че 
Ге соз ах 4х = -5 г 
0 


сходится равномерно относительно &, так как мажорируется ин- 
®.®) 
тегралом | е-№ Ах, не содержащим о. 


0 
Итак, для и —=0 


Интегрируя по &, найдем 


а 
=— агс {5 уз 


(постоянного слагаемого здесь вводить не приходится, так как оба 
эти выражения при а =0 обращаются в нуль). 

Эта формула выведена в предположении, что А _>0. Но, при 
а — соп${, интеграл / оказывается функцией от А, непрерывной 
и при А—0; это следует по теореме 2 из равномерной сходимости 
интеграла / относительно А при А —0 [см. 515, 47°]. Иными сло- 
вами, 


к > +0 
Если я > 0, то 
5 = Ит агсю — == агср (| оо) == ыы 
к >+0 Ё: 2 


В частности (при «=1) и 


3”. Интеграл Эйлера-Пуассона 
со 
] = [ е-= ах 
0 
{ср. 492, 27]. 
Положив здесь х = иёр, где и — любое положительное число, по- 
лучим 


и — [е-ме ДЕ. 
0 


46* 
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Умножим теперь обе части этого равенства на е-* и проинтегри- 


руем по и от 0 до со: 


7. —\ ци = Л —= ыы №? Е. 
рита о бы 


0 


Нетрудно видеть, что перестановка интегралов ведет здесь весьма 
быстро к результату. В самом деле, после перестановки получим 


ь со со со 
1 Е п 
ке — (1-Й) из — —{ —= — 
Л а [а и аи тя д, 
0 о 0 


откуда (так как, очевидно, /> 0) 


Фо) 


= [е-мах= т 


\ 


Для оправдания произведенной перестановки интегралов попро- 
буем прибегнуть к следствию из теоремы 5 п”521. Но в то время 
как интеграл 

<) : 
АЕ 
21а 


0 


есть непрерывная функция от Ё для всех # 0, интеграл 


оо й 
Геном ем. 
0 


непрерывен лишь для и`0, а при и=0О обращается в 0, терпя 
в этой точке разрыв. Поэтому применить следствие непосред- 
ственно к прямоугольнику [0, со; 0, со] нельзя! Мы его применим 
к прямоугольнику [и ©©; 0, со], где и > 0, пользуясь тем, что 
интеграл 


[®.®) 


[лом — 


и, 


11 
а 


. е-и+й) % 


является непрерывной функцией от Е для всех Ё—0. Этим оправ- 
дывается равенство 


(29) со 9) =о) 
— [аи Геном шар [Г аё [ е-@+ "ша. 
0 


%, 0 % 
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Остается лишь, уменьшая ис, перейти здесь к пределу при #0 —> 0, 
что в правой части можно выполнить под знаком интеграла — на 
основании следствия п” 518. 

Интегралы Лапласа (Р. 5$. Гар!асе): 


у = ЕЕ х, ‚=/ па х (@,8>0.). 


Полагая в первом из них 
о) 


1 
т ею —{ (“*-{ 22?) 
а? —- х? Г . Си 
0 


получим 
[Ф®) (®.®) 
у= | соз Вх ах | е-1 (+27 44. 
и 
Переставим здесь, по теореме 5, интегрирования по хи по Ё 
со ©. ®) 
уе а | е- 1 со$ Вх 4х. 


Но внутренний интеграл нам известен [519, 6) (а)] 


©) а 
И - 

— 1 о не 
Е со$ Вх 4х = 5 т 


0 
так что 


©®) 


[© е) 
— ы г. В 
у я 1 —-— АЕ — -*'2-=— 
У: 
0 0 
(1=2°) 
Вспоминая 497, 8), окончательно находим 
у" 
ОЕ 2-й. 
Второй интеграл Лапласа получается из первого дифферен- 


цированием по параметру В: 


ау п 
м = р-оВ 


Применение правила Лейбница оправдывается тем, что интеграл _ 
сходится равномерно относительно р для В >В > 0 [517, 16)]. 
5°. Интегралы Френеля (А. /. Егезпе!): 


со ФФ) 
[ т Хх? 4х, Г с0$ х? ах. 
0 0 
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Полагая х? =, получим: 
ФФ) (Фе) (ФФ) ФФ) 
1 Ут 1 со5Ё 
п х? ах =—-| —— соках = [| 591 Е 
Л - 0 У —. 0 . 0 У - 


станем искать первый из этих интегралов в преобразованной форме. 


Заменяя (под знаком интеграла) выражение 1/У # равным ему 
интегралом 
[© 9) 


1 р 
—— = — — НР и 
й ТЕ , 
У У с, 


приведем искомый интеграл к виду: 


зтё Ч! . / , ‚и т 

Пе Е В е- и. 
[ . 

у Р 0 


Перестановка интегралов здесь сразу привела бы к окончатель- 
ному результату: 
[е ®) ®.®) 
= у=/а «Ге 21 п РЁ — 
ий 
о 
оо 


= | Чи _ 2 о о 
Ут, т УЕ 22 — 2 


Так как непосредственное обоснование такой перестановки требует 
кропотливых преобразований и оценок, мы предпочтем и здесь (ср. 2°) 
прибегнуть к «множителю сходимости» е-*" (К >> 0). 

Имеем 


ы 


©.) 


ОС 
$т д 
УЕ 


0 


— 
— 


®Ф) й [Ф®) 
п ря 


о ©) 
— пит — - АЕ с Ё ЧЕ е- и ди — 
$ Ге $ ] те 
у Ут, . 


2 [а / — (+). Ё с РаЁ= р Г аи 
Ут т ° т Узу ТЕ@иЯ` 


На этот раз возможность перестановки интегралов устанавливается 
< помощью теоремы 5. Остается, наконец, перейти к пределу при 


& —>0, что — как легко проверить -- может быть проведено под 
знаком интеграла. 


—8—————————— 


* См. 472, 2) или 491, 7). 
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Итак, окончательно 


©) 
с0$& 
То же значение получается и для интеграла УЕ АЕ. Отсюда 
0 а 
[© $) сс и 
й ] к 
] п х2 4х = | с0$ 4х =-— =. 
2 2 
0 0 


523. Примеры на дифференцирование под знаком интеграла. 
1) Исходя из известных интегралов (при а > 0) 


ФФ] 
: и 
_ 7. к 
а) ета =ъу ч, 
О 
со 


путем последовательного дифференцирования их по параметру вывести новые 
интегралы. 


(а) РЕШЕНИЕ. По правилу Лейбница, после л-кратного дифферен- 
цирования, найдем: 


{© ©) 


ы ыы Хх = Эви а ° 
0 
Так как получающиеся при этом интегралы все равномерно сходятся 


относительно 4, для а а, >0 (например, написанный интеграл мажори 
оо 


— „2 $ ГО 
руется интегралом Ге 4% хп 1х), то применение правила Лейбница 
ы 
оправдано. 


2 

ах 1 (8—1 п 
[6] Ответ. = А. 
( ) . (а х2)" р. Эт! ап Уз 


1 
1 
(в) Ответ. ре 105" х ах = (— 1) п: 
0 


® 
а? *1 
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2) Дифференцированием по параметру вычислить интегралы (х, 3, А `> 0): 


©) 
ед 1 вах о-ва, 
х 
0 
со 
(6) н= | пах , пвх „жи, 
х х 
0 


(а) РЕШЕНИЕ. Производная / по а выражается интегралом (сходящимся 
равномерно относительно а) 


оо 
47 _ в. а 
4 [е шея. 
0 
отсюда 
1= 5 № (а? #2) + С. 
Так как при а=0 интеграл / обращается в 0, то с=—5 11 А? и окон- 
чательно 


1 ‘а? 
= (1+). 


(6) Дифференцируя Н по а под знаком интеграла, получим: 


[© ©) 
аН _ка п Вх : собах 
Е е —_ Их. 
Да % 

0 
Применение правила Лейбница законно, ибо условия теоремы 3 соблю- 
дены, как в этом легко убедиться. 


Преобразуя произведение синуса на косинус в разность двух синусов, 
сведем полученный интеграл к интегралам знакомого нам вида [522, 2°]; 


со со ы 


[= аи ак || = эп (а —В)х Я 


х Хх 
о 0 №. 


ан _1 
аа 2 


Интегрируем по а: 


_ «8 а 8 _ а—в 2—8. в, + (@а— 8) 
Постоянная С =0 (ибо Н = 0 при а =0). 
3) Вычислить интеграл 


{®,®) 


ее. 
] п созё, 


о 
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УкаАЗАНИЕ. Рассмотреть более общий интеграл, введя параметр: 


(©) 
—_ р-аЁ 
ем сова, 
0 


вычислить его с помощью дифференцирования, а затем положить а == 1]. 


Ответ. пУ2. 
4) Вычислить интегралы: 


(а) ы пая (а, 6>0. 


=. г со гх 


©о 


лы Г агс1о ах ВЕ 5х 1, (а. 6>0 
. х 
т (1+ 41х*) 
(а) УкАзлАниеЕ. /: непрерывен по а для а-== 0; мажоранта ира — 
для 0 = а= а!. Производная для а > 0 


со 
ал. РНЕ 2алх? п 


аа (62 -|- х?) 1-Е дах?) 1 ® — 6 1 


2а1х? 
мажоранта : о для а а =<а=а1. 


(62 -|- х?) (1 -- 45х 
Ответ. /\ = -> шт (ав 1). 
(6) УклзлниеЕ. Производная при г == 0: 


|2. ®) 


4/ _ Г ах п 1. 
47 ТУ (72) ал) 2°Ш!, 


1 п 
мажоранта ——-. Ответ. Л = >. ва-ру. 
(в) УкКАЗАНИЕ. Производная по @ приводится к интегралу типа ./: 


— мы 
а. -/ 1 агсо фх Г а. д, а-ь 
4а —: ТЕ 22° х т ито а 9 
) 0 


(а-—- 5)“ +5 
44.60 ‘ 


Ответ. Л, = ю пп 
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ЗАМЕЧАНИЕ. ИЗз а, при г == 1, подстановкой х = ($ # получается интеграл 


1 п 
[ Ра 
0 


.а отсюда интегрированием по частям находим вновь [ср. 492, 1°]: 


у: 


2 


[= $1 ВаЁ = 9: 
0 


2 

[> ®] 
5) (а) Вычислить интеграл / = [2-2 сов 2х ах. 
0 
РЕШЕНИЕ. Имеем 

[© ®) 

АУ а 

м (2х. $и2бх Ах. 


0 


Интегрируя по частям, получим затем: 
{.®) 
“ —=— 26 ] е- 2" соз 26х 4х = — 264, 
0 


Таким образом, для определения / получилось простое дифферен - 
циальное уравнение с отделяющимися переменными [358]. Интегри- 
руя, находим 


Л= Се". 
| п 
“Так как при 6 = 0 должно быть / = 5—› То именно этому и равно С. Окон- 
чательно, 
к — 
У = А г". 


ср. 519, 6) (а)]. 
(6) Если тот же прием применить к вычислению интеграла Н = 
со 


= ] г—2" п 6х 4х, то придем к дифференциальному уравнению 
0 
ан 
т + 26Н =1. 


_ Умножив обе его части на 2", слева получим, очевидно, производную 
от произведения её". Н по 6; интегрируя от 0 до $, найдем 
( 
еб". Н = Ге’ 


0 
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(так как Н =0 при 6 =0). Таким образом, 
|7) 
н=е"®. [е^ 
0 


Здесь для выражения интеграла пришлось ввести новую, «неэлементар-- 
ную› функцию 


НЯ 
ф (х) = [= Е 
0 | 
[ср. 519, 6) (в)]. 
6) Вычислить интеграл (а, 6 > 0) 
со Е 
Г. т ах 


РЕШЕНИЕ. Искомый интеграл лишь множителем 11Уа отличается от 
интеграла 
{© ©) 


где с? = а6 (подстановка у = У ах). 
Имеем: 
а. И 
4—5 [| Ио [| 7 12—— 9] 
ас у . 
0 


(и 
(подстановка у = 5). Отсюда 


/ = Ае`?6 д—И = 
м о ® 


Ответ. ТИ. < 27?" 45, [Ср. 497, 8)| 


7) Вычислить интеграл 


©) 

—в1 оьзай 

„= [* с0$ 64 _ с0$ 61Ё |, ах 
0 


РЕШЕНИЕ. Дифференцируя по а и по В порознь, получим:. 


со 
21 = — [е-ог совы = — 
т 
5 [ее зты и =. 
0 
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Нетрудно по этим частным производным восстановить самую функцию * 
1=—5 (а + 92) -- С, 

где С не зависит ни от а, ни от 6. Так как при а =а1 иф = 6, будет // == 0, то 


И С = 5 (а? + 5), 


так что 
1 + 
а? -- 62 
8) Вычислить интегралы (а>0, 8 =0): 
{© о) © о) 
и = Г 91° со вх? ах, © = Й е- 94" зп 6х? 4х. 
0 0 


РЕШЕНИЕ. Найдем производные этих интегралов по параметру 6, 
пользуясь правилом Лейбница: 


(ФФ) Фо) 
аи 9 ао Ф 4 
НА 2.е-@> 2 ОНИ 2. р-тах 2 
ет. [= е п бх? 4х, а ] х”.е со$ д.х-ах. 
0 0 
Интегрированием по частям отсюда легко получить 
Чи 16 ау р а аи 
46 22а га 2468’ 42а а а 
или — решая эти уравнения относительно производных — 
аи _ _ фи 49 _ аи — 20 
6 — Зе)’ 4 = ев). (20) 


Таким образом, для определения неизвестных функций и, 9 отв мы 
получили систему дифференциальных уравнений. 

Вводя комплексную функцию = и -|- № от вещественной переменной 6, 
легко свести дело к одному уравнению (с отделяющимися переменными). 
Именно, если второе из уравнений (20) умножить на { и почленно сложить 


с первым, то придем к уравнению 
аш _ —о-а [ и 


46 В) 9‘ ы‘ 


Его можно интегрировать обычным путем, отделяя переменные. Чтобы 
избежать пользования логарифмами комплексных чисел, можно и непосред- 
ственно убедиться, что 


а м. 
В (ш.Уа— в) =0 


в силу дифференциального уравнения, откуда 
и. Уз— р = С = СОП5%, 


* Впоследствии мы займемся этим вопросом систематически, здесь же 
«первообразная функция» устанавливается на глаз. 
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Полагая $ = 0, легко найти с = 


у" 
5 › так что 
У 1 У= Уаи 
#9 — —— = ———— 
2 Уа—# 2 У 
Под символом Уз= 6 мы разумеем те ветви корней, которые при $ = 0 


обращаются в арифметический корень -|- Уд. 
Известно, что 


ое И У а у =Уйя _ 
уги-И чЕУМТИ НА 


таким образом, 


р = ыы ау 
т р а? -- 6? а? -- 6 


Приравнивая отдельно вещественные и мнимые части, получим, наконец: 


Ф _ 1 У «Уля 
„= е ах 0$ бх*.Ах = р аз 6? 
о 
оо 
9 7% а ЗЕ. 
= ат | д о И Е акта 
о Г. п 6х? ах — ЕЯ 
0 


Эти формулы выведены нами при суцсственном предположении, что 
0. Но так как оба интеграла, как легко убедиться с помощью теоремы 2 
ее и 515, 4°], являются непрерывными функциями от а и при а =0, то, 
переходя в полученных равенствах к пределу при а —> 0, найдем (если 6 > 0): 


©> 


ее) 
| 1. / т. 
2 — 2 — р 
| сз хзах Е 0х2 ах о ор, 
о 


о 


т. е. интегралы Ф ренеля [ср. 522, 57]. 
9) Покажем, как с помощью дифференциального_ уравнения могут быть 
просто вычислены ыы Лапласа ге 522, 43]: 


ге: Г ха» 


* Полагая Уа-РЫ =х-+ у, будем иметь: а = х? — уз, 6 = 2ху. Отсюда 
и получается: | 


г-ну КЕ ТЕЙ рый НЕЕ и 


причем оба корня здесь берутся с плюсом, во винмание к заключенному 


1 
только что условию и к тому, что ху = -, 6 > 0. 
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Мы уже видели, что 


Дальнейшее дифференцирование по В производить под знаком интеграла 

невозможно, ибо в результате такого дифференцирования получился бы уже 

расходящийся интеграл. 
Однако если к написанному равенству почленно -прибавить равенство 


(©) 


т п Вх 
2_ ] 0“ 
[522, 25] *, то получим: 


ау к п Вх 

— — = аз —_—_ 

ав + 2 . ея И 
0 


Здесь дифференцировать под знаком интеграла снова можно и таким путем 
мы найдем 


(Ф.®) 
аЗу со$ Вх 
Вы 
48 —“ о 3 -- ха 4 
0 
т. е. 
аЗу 
авт = “5. 


Для этого простого дифференциального уравнения второго порядка с по- 
стоянными коэффициентами, по корням - а «характеристического уравнения», 
легко составить общее решение 


у = Се -|- Се, 


где Су и С. — постоянные. Но при всех значениях В величина у ограничена: 


(®.®) 
ах п 
а жа, 
0 


значит С! необходимо равно 0 (ибо иначе, при В -> -{- ©, и величина у без- 


гранично возрастала бы). 
Для определения же постоянной С. положим в = 0, очевидно: 


п 
С = —. 
2 За 
Окончательно, 
— — @ Е 
у 2а 


Отсюда дифференцированием получается и 2. 


* Впрочем, для дальнейшего нам вовсе не нужно значение этого инте- 
грала; достаточно лишь знать, что при всех В `>0 он сохраняет постоянное 
значение, а в этом легко убедиться простой подстановкой # = Вх. 
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10) Вычислить интегралы 


©.) 


©.) 
— м (5. = аз 
и= |=" оз ах, о= [ *п—- 4х. 
х? ь хз 
0 0 


Существование и непрерывность интегралов при всех значениях а обе- 
— 27 [2 
‹спечивается наличием мажоранты: е`®. По правилу Лейбница: 


со з 
о -> 
0 0 


(,-=) 


Второй интеграл сходится равномерно — как при у = 0, так и при у = о©— 
для всех значений а, значит, первый сходится равномерно — как при +х == ©, 
так и при х = 0 — для значений о, удовлетворяющих неравенствам 0 < а = 
—=@« = А< + ою. Таким образом, для а `> 0 применение правила Лейбница 
оправдано. 


Дальнейшее дифференцирование по а (которое оправдывается аналогично) 
даст нам: 


со а? со 
аи Еле — 3 
Я У п у?. са ду=4 [| е-’п као, 
0 0 
Точно так же 
40 к 
а 4и. 


Полагая & = и-|- №, имеем для определения и дифференциальное урав- 
нение 


4 


Составим ‹«характеристическое» уравнение: 4? -- 4/ =0 и по корням его 


ХА = У? -- У 21 напишем общее решение дифференциального уравнения: 
9 =и- № = 


—= Ае-“"? (сова У 8 + {5па У2)- Ве" УЗ (соза У? — {за 2). 
Так как функция при всех а ограничена, то необходимо: В = 0; но при 


п п 
— 0 должно быть # = р: ‚ так что А = ие . Окончательно, 


и У ось а УЗ, и = У * е-®"? зта 2. 


2 
11) Доказать тождество 
© ®) со 
— 27? — 27% 
е`_° хах а ет“ ах 
ее == ] ——— (>0.. 
. Ух -- а? т я Хх? -- а2 
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Обозначим первый интеграл через и, а второй — через у. Полагая в и: 
х? -|- а? = у?, преобразуем его к виду: 


[.®) 
и=е". Геи ау. 
а 


Введем новую переменную и в т, полагая х = 42; получим 


| ®) 
1 ] е- "2" {2 
У* У 2-1 


р а и по а (по правилу Лейбница), представим произ- 


И 
водную —— в виде: 
у аа ь 


{© ©) {© ®) ы ) 
ао РН 2а — а 1 г- 9" а 
ты Е е ® — НИ 2, 
а Ул [; , Р:4 - 
0 о 
откуда для определения у получается линейное дифференциальное уравнение. 
ау 


О Ь 


В _ аз 
Умножив обе части его на (‹интегрирующийз») множитель е_“, придем 


к равенству 
а 


аа 


если проинтегрировать его по а от 0 до а, то получим: 


а?, 


]=—е` , 


[о-е-@' 


а 
— а? —в 
у.е“ =и— [* аь 
0 


где под 95 разумеется предельное значение 


[< 9) 


Чо = Ит = = шие. 
ее. 


а>0 2-1 2 


— #9 
Так как это же число есть значение интеграла Г е—Г а то для 9 оконча- 


тельно получается 


т. е. то же выражение, что и для и. 
12) Доказать тождество (при А > 0) 


2о 


(©) 
кт 
е - т (х— А) 
Доки = ] "Тая 


о 
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Оба интеграла, как функции от А, удовлетворяют дифференциальному 
уравнению 


уж. 


По отношению к первому в этом убеждаемся, дважды дифференцируя его 
по правилу Лейбница, По отношению ко второму проще исходить из 
его представления в виде: 


[®.®) со 


сов. | Ма пд. ПЕ 
К , 


| 


Так как разность обоих предложенных интегралов г = г (А) удовлетво- 
ряет однородному уравнению: г” -|- 2 =0, то она имеет форму 


2 = с1 . п (А -- са), 


где с1 и с. — постоянные. Но оба интеграла, а с ними и их разность 2, 
стремятся к 0 при Е оо. Отсюда с1=0, 2 (А) =0 и требуемое тождество 
доказано. 

524. Примеры на интегрирование под знаком интеграла. 1) Найти 
значения интегралов 


—6 
в де Е ах, 6) / с0$ ах — — с0$ Ьх 4х (а.6>0) 


путем интегрирования под знаком интеграла. 
РЕШЕНИЕ. (а) Интеграл 


{© ®) 


Дгвах=т >09) 
0 


сходится равномерно относительно у для. у == уз >0. Интегрируя это ра- 
венство по у от а до 6, причем слева интегрирование можно произвести 
под знаком интеграла, получим 


со ь со й ь 
—ах _ ›„-02 
ах | е-в ау = | - - ак = || шо 
Хх й 
о а 0 а 


[Ср. 435, 1).] 
(6) Аналогично, исходя из интеграла 
п ух _ т 


который также сходится равномерно относительно у для у == уз > 0, найдем: 


со [1 со 5 
ах 0$ ах — со$ фх _ р _ 
0 а 9 


[Ср. 497, 10) (а).] 
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2) Рассмотрим полный эллиптический интеграл 1-го рода 


к 


4$ 
к®- утят 
о У! — 29 


как функцию от модуля А, и найдем интеграл от этой функции в про- 
межутке [0, 1]. 
Имеем 


1 1 1 
К рав = а Г уенят утех ы 
Л ь УЕ а ТТ 


к 
а 


= Ф 
^- ] зпф 4$, 
0 


что подстановкой х = {5 5. приводит к удвоенному интегралу 


>|а 


1 


ак С-—=0915965... 


о 


{С — «постоянная Каталана», см. 328, 6) и 440, ба)]. 
Перестановка интегралов производится на основании (модифицирован- 
ного) следствия из теоремы 5. Подинтегральная функция повсюду 


к 
з прямоугольнике [о, 5; 0, || положительна и непрерывна, за исключением 


у." 
точки (5. '), где она обращается в со. Интеграл 


р} 
Дуят 
о у! — Е? $12 ф 


есть непрерывная функция от А для значений Е < 1, а интеграл 


] аЕ 
— 23 5102 
$ У! — 25120 
[72 к *2 
— непрерывная функция от ф для значений <>. Наконец, второй из по- 


вторных интегралов, очевидно, существует. Таким образом, все условия 
названного следствия выполнены. 

В ближайших нескольких примерах мы будем вновь иметь дело с уже. 
знакомой нам функцией Бесселя с.нулевым значком [440, 12); 441, 4)] 


® 


А (х) = 2 |) с0$ (х За 9) а, 
8 
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но в основу наших умозаключений положим «асимптотическую» формулу 
для /о(х), которую примем без доказательства. Вот эта формула: 


Л (<) = и = соз(х — *) в, (21) 
кх 4 х" | | 
где Фо (х) при безграничном возрастании х остается ограниченной: 


‚ [Фо (х)| = 2. 
3) Вычислить интеграл 


[© ®) 
А= | е-°*.Л(х)ах (а>0). 
0 
Имеем 

к 

со ® 

д=2. | е-чвах | сбз (хз 0) 40 = 
0 0 


® к 
2 Е 
2 
-2 Гав | е- о совки ак = 2 || 4 
то ту 4-90 Ут- 22 


Перестановка интегралов дозволительна ввиду равномерной (относи- 
тельно 0) сходимости интеграла. | 


©) 
] е- 94? с0$ (х т 0) 4х 
0 


(мажоранта: в” 97), 
Так как из (21) явствует, что интеграл 


Глсоая 
о 


сходится *, то интеграл А будет непрерывной функцией от а и при а = 0 
[теор. 2; 515, 45]. Поэтому значение этого интеграла может быть получено. 
из выражения для А предельным переходом при а ->0. Таким образом, 


со 
о 


] Л (х)ах =1. 
о 


* Это сразу станет ясным, если первое слагаемое в (21) справа написать 
в виде: 


м к п\ _ 1. /с0зх их \: 
У 2 (соъх- со ша 1)= У» ( Ух -- у=)- 


47% 
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4) Вычислить интеграл 


оо 


ах лодих (а>0). 


55 
| 


Имеем 
т к 
РУ 


со 2 оо 
в=2 || аках | соз(кзт 040 = 2 [48 || тах сов (хз) 4х 
т х к х 
0 0 0 о 


Но внутренний интеграл есть «разрывный множитель» Дирихле [497, 11)] 


{© 


у." 

тах совбх эм 99 4х =| 2 
х 

0 0, 


‚ если зт 0<а, 


если 5 9 `> а. 


Поэтому 


к 
-> при а >11, 


оо 
в= ||" “* дах = я 
х : 
0 агс$т а при а<1. 


Установим дозволительность перестановки интегралов. Имеем 


® ` к 


2 А 


А 7 
2 [тах ах | созбези д 40 = 2 [46 | ЭМая сов (хз) ах. 
к х ЖК х 

0 (9 0 0 


ЧНо можно написать внутренний интеграл в виде: 


А # А 
| $ ах ен т (ах | 
х >| х 


0 о 
А А (а+в1щ 0) А (а-щ1 9) \ 
т (а — зп 8) х Бо | п г ] и 2 
т авы в. ] 542+ : “| (22) 
о ( 0 0 | | 


‘Если а`>1, так что а—$10`>а—1`>0, то это выражение при А-» со 
‘стремится к своему пределу равномерно относительно 8, иными словами, 


©) 
п ах 
интеграл === с0$ (х п 9) 40 сходится равномерно, и перестановка ин- 


о 
-тегралов оправдана. При а = 1 равномерность нарушается вблизи 8 = агсз!п а. 
Но так как выражение (22) остается равномерно ограниченным при всех А 
и 0 (мажорируется постоянной!), тт наружный интеграл при 0 = агсзш а 
<кодится равномерно относительно А, так что предельный переход при А-» оо 
под знаком интеграла все же допустим, чем сиова оправдана перестановка 
интегралов. 
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5) Из интеграла В, дифференцированием по параметру а, получаем дру- 
гой интересный интеграл: 
0 при а 1, 
с= [> созахах= 1 
ИОН. Я 1. 
Ут 4? РИКО 


0 
Для обоснования права на дифференцирование под знаком интеграла 
заметим, что интеграл С сходится равномерно относительно а в любом 


замкнутом промежутке значений а, не содержащем единицы. Это 
следует из асимптотической и (21). Переписав ее в виде * 


О = (со х | п х) т, 


умножим обе части на со0$ ах: 
Ло (х) со5 ах = 


1 и. 
2Уз ух 

Ф0 (х): со$ ах 
Е х’? 


— 
— 


Г 
и Что же касается интеграла 
от первого слагаемого, то при |1 — а | >68 `>0 и он сходится равномерно. 
Та же формула показывает, что при а 2—1 интеграл С расходится. 
6) Вычислить интеграл ь 


Второе слагаемое мажорируется функцией 


р [ах я (а>0). 


Имеем 
со 2 
2 1 — с0$ ах 
Хр =— | —— —— ах | со$ (х зп 9) 48 = 
т х 
о о 
ый 
2 со 
г Е 
-2 ао оз сок зидах = 
в: Хх 
о 0 
ы 
-2 | [пУ 143 — $118 0[ — шп 6] 40 
0 
[см. 497, 16) (6)]. Таким образом [497, 7) и 511, 7)]: 
В = ры — со ах, а ш (а-- У 4—1) при а=1, 
ом 0 приа< 1. 


* См. сноску на стр. 739. 


48 Г. М. Фихтенгольц, т. И 


742 ГЛ. ХУ. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА [524 


Для обоснования перестановки интегралов напишем сначала для конеч- 
ного ДА: : 


т к 
А 2 2 А 
2 ох а [ совки = 2 [ав || 1 еовах со$ (х зп 0) 4х. 
т. х ® т. х 
0 0 0 0 


Весь вопрос теперь в том, можно ли справа здесь перейти к делу при А -» со 
под знаком интеграла. 

Чтобы исследовать характер стремления внутреннего интеграла к своему 
пределу, рассмотрим интеграл 


А’ 
[ т еах с0$ (х зп 9) 4х = 


А’ 
1 ах | 
о. —х [250$ (х п 9) — с0$ (а -- т 9) х — со$ | а — $510 | х] = 
А 
А’зш 0 А’ (а--зт 6) А’ | а—з11 6 | 

1 с0$ 2 

— —- — д а — 
5 | - 


Азю0 А (аз 6) А | а-в0 0| 
А (а-+з100) А’(а-+в0) А|а-зш0| А’|а-зю 
ыы. РЕ - г. 
я. ах г 
Азш0 А’ зб Авт 0 А’ зщ д 


ФФ) 
* со5 г 


“ 


Ввиду существования интеграла ] 42 (го >0) ясно, что, взяв Аи А’ 


2о 

достаточно большими, можно сделать эту сумму сколь угодно малой сразу 
для всех значений 0 в любом замкнутом промежутке, не содержащем ни 0, 
ни агсуп а (если а=1). Таким образом, равномерность стремления 
внутреннего интеграла к своему пределу при А-»> осо нарушается лишь 
вблизи одного или двух указанных значений 0. 

Но, с другой стороны, этот внутренний интеграл мажорируется функцией 
[п У |4? — 9120 | — шп 6], которая интегрируема в промежутке [0, л/2]; 
значит, наружный интеграл равномерно сходится как при 0 =0, так и 
при 6 = агсып 4 (если а = 1). Тогда, по теореме 1’ п? 518, упомянутый выше 
предельный переход допустим. | 

7) Отсюда дифференцированием по параметру найдется интеграл: 


в) 1 
= ПОН а> 1, 
Е- || обо этахах = У *—1 
0 о  приаХ<| 
Обоснование ‘проводится сходно с 5), опираясь на формулу (21). При 


а =1 интеграл расходится. 
8) (а) Проверить непосредственно допустимость перестановки интегралов 


в случае 
[9% {@.®) 
ив . Е ах 
_, ". е-Е у?) ^ 
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Имеем: 
Во ф=со 
З_ ха 
рии НЕВЫ рвы ь 
(ха у?) ЖЕ У" 1 у? 
2=1 
так что 
56 Ко) 
ИИ Е ИАН ЕЕ НЕ: 
7 ты ПБ 
1 


1 


В то же время для другого повторного интеграла 


И рю. 
ы - [= 1х] ра тр уз “> 


^— к 
аналогично получается значение ./ = 4: перестановка недопустима. 
Любопытно отметить, что [как мы убедились в 517, 1)] интеграл 
(®.®) 
у? 242 


(2+ ут“ 


> 


аналогично устанавли- 


сходится равномерно относительно у для всех у >= 1: 
х 1) сходимость интеграла 


вается и равномерная относительно х (для 


уз = а 
Сару: “ 


Теорема 5 здесь неприменима потому, что (как легко проверить непо- 
средственно) интегралы 


©) {®.®) 
ны ни 
И ау“ “*] бару“ 
1 1 
расходятся! 


(6) Легко установить недопустимость перестановки интегрирований и 
в следующем случае: 


1 со 
АЗЫ ВР а 3—5 а ИЕ 
Де о ] У ен 72 


Здесь интеграл. 


48* 
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— как это ясно уже из теоремы 4 —не может быть равномерно сходя- 
щимся относительно у в промежутке [0, 1] (в чем легко убедиться и не- 
посредственно). 

(в) Еще изящный пример того же типа (Харди): 


1 оо со 1 


] —- ] (ретРтИ — 427971) 4у —] ау [ (ре-Р2И — де-92и) (х = 
1 1 0 


[© э) 
е7РТ — о-4х + 
р акт | 
Хх р 
У 


что не равно нулю, если взять р>0, 4 >0, р=Е 4. 
9) Приведем два новых приема для вычисления интеграла Лапласа: 


с0$ 8х 
р Ген 14 а 4 
(ср. 522, 4°], : 
Так как 


Ея =] ВЯ 


то, подставляя, представим / в виде 


со со 


1= [ созвхах | е-2 зт у ау. 


у о 


Переставляя интегрирования, получим 


ео 
‚-] ву, ев”? соз Вх “-/ рт 4 == вы 
0 


Но последний интеграл, с точностью до знака, представляет собой аз 


так что / удовлетворяет простому дифференциальному уравнению 
4/ 


— = — =— -В, 
43 /, откуда / = Се 


т к — 
Так как /= С = 7 при 3 =0, то, окончательно, / = уе В. 


* Интеграл Фруллани [495, 1)]. 
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Остается еще обосновать перестановку интегралов. Если О% ах АХ 
< - со, то легко ее в справедливости равенств: 
со А 


А 
[ т пк Доля Гетзвуи = [Г чауду | г-тусозвких = 
у" о 


а 


[®. 9) 
— [туч Вып8 А — усоз ЗА г— Ау 8 $11 За — у соз За е-в9] 
0 


г Ее УВ? _ 
со ео) 
ре С пу —А С ушу е- А 

— 3 п д. те У Цу — соз Аи У ду — 

ие о] ие 9 

шу узпу 
—азтва. || У о-ва а ные , 
ее ИУ она] уе 


Равномерная сходимость всех интегралов, соответственно, относительно а 
и А позволяет перейти под знаком интеграла к пределу при а 0 и при 
А сю. Отсюда ясно, что рассматриваемое выражение при указанном двой- 


®.е) 


ь п 
ном предельном переходе деиствительно стремится к пределу Л в ау. 


10) Используя другое тождество 


[®.®) 
х ® 
НЕЕ ЕНИЕ 2 
р Ге а хуау,, 
о 


можно написать. 


со оо 
с05 Вх и 
=] Е. ах | У п худу. 
ц о 
Переставляя здесь интегралы 
©. ©) со 
® 


мы в качестве внутреннего интеграла получаем «‹разрывный множитель» 
Дирихле [497, 11)] 


со О при О<у<В, 


° ху ) 
чхах=| т 
] = | > при <<. 


о 


Таким образом, 
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Для обоснования перестановки интегралов заметим, что интеграл 


[®,®) 


п х 
р и . со 3х ау 
х 
[1 


сходится равномерно относительно х (мажоранта уе`”). Поэтому 


А А со 


с0$ Вх __ со$ Вх ее ыы 
Дов ак | 0х ах [в яп ху ау = 


о 0 0 


[е) А 
= [== ду || "У созвхах. 
0 о 


Можно ли в последнем интеграле (по у) перейти к пределу при А -» со под 
знаком интеграла? Подинтегральное выражение есть произведение е`# на 


А А 
"25 созвхах = | му хх у, 
х 2 х 
0 0 
ры (у-В) А 
| 


ен зе 
0 о 


и стремится при А-» сю к своему пределу равномерно относительно у, 
исключая окрестность точки у=В. Так как второй множитель равномерно 
ограничен при всех А иу, то подинтегральное выражение имеет мажоранту 
вида Се-Й, так что при у =Виу == со (наружный) интеграл сходится равно- 
мерно относительно А. Этим оправдывается предельный переход под знаком 
интеграла, а с ним и перестановка интегралов. 

11) В заключение укажем еще один изящный вывод значения интеграла 


$) 
Ф . 
Хх 
1 -/ Ах. 
х 
0 


©) 
1 
— = -тУуД 
течи 
0 


со ©, ®) 


со | © ®) [© ©) 
* _ ау 
и итная [| зу4у = [43 е@ Я ВЕ 


о 0 0 


Так как 


то 


а 
® 
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Займемся вопросом о законности перестановки интегралов. Взяв 0% а« 
< А< -{ сю, легко оправдать равенства 


] - о. [ зпжах | г-яиау= Гу | е-яузтжах = 
а а 0 ы ь 
©.) 
_ узпа-- с05а _, _ ум А с03 А |= 
= “у р“ У 
со оо 
— . Ее и ы ыы ых >°. 
= мп а ] Гру" ау Цу -|- с0$ а Й гру * уау 
н 0 


оа |®.®) 
| 1 
— ША. [у зе-4а сов. [ета : 
/ тя . У Тя . 


Так как последние два интеграла сходятся равномерно относительно А 
(для А — Ау >0), то, переходя к пределу при А-.со под знаком интеграла, 
видим, что оба они стремятся к 0. Второй интеграл, равномерно сходящийся 

у)" 
относительно а (для а 0), очевидно, стремится к 5 при а—0. Остается 
убедиться в том, что первый интеграл, умноженный на $п а, при этом пре- 
дельном переходе стремится к 0. Имеем: 


со оо 1 со 

Ф у _^ `- й Е Е -/ ] 
Де шву = те а = | +], 
0 0 0 1 


©. ®) \®.®) 


1 1 
рае 1 Е 
<] зав =з маша, 1] =с 
0 0 


1 1 


Отсюда и вытекает требуемое заключение. 


$ 4. Дополнения 


525. Лемма Арцела. Хотя для вычислительных целей чаще всего доста- 
точно того материала, который изложен в первых трех параграфах, но 
в теоретических построениях иной раз бывают нужны некоторые более тон- 
кие теоремы, дающие, кстати сказать, более простые условия применимости 
рассмотренных процессов. 

Начнем с доказательства одного вспомогательного утверждения, относя- 
щегося к системам промежутков; оно принадлежит Арцела (С. Аг2е!а). 

Лемма. Пусть в конечном промежутке [а, 6] содержатся системы 
Р, О...., Ок... промежутков, каждая из которых состоит из конеч- 
ного числа не налегающих друг на друга замкнутых промежутков. 
Если сумма длин промежутков каждой системы Оу (Е =1,2, 3,...) 
больше некоторого постоянного положительного числа 5, то найдется, 
по крайней мере, одна точка х = с, принадлежащая бесконечному 
множеству систем Пк. 

ДоклазЗАТЕЛЬСТВО. Если промежуток какой-нибудь системы 0; (Ё`>1) 
налегает на промежутки предшествующих систем О\1,..., Оу-у и их 
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концами делится на части, то эти части мы впредь будем рассматривать как 
отдельные промежутки системы Оу. Таким образом, если 4’ есть промежу- 
ток системы Р,,, а 4” — промежуток системы Бу, и А’ Ё”, то либо а’ 


и 4” не налегают друг на друга, либо же 4” содержится в 4’. 

Однако целиком система Оу.-.: может в предшествующей системе Духи 
не содержаться. Так как это обстоятельство неудобно, то мы заменим 
системы Рх другими системами промежутков Ах, по следующему правнлу. 
Для получения Ах мы кладем в основу Ву, присоединяем к ней не содержа- 
щиеся в Ду промежутки системы ДОхь-.1; затем не содержащиеся в Ву и 
в Дк--1 промежутки системы Оу-о, и т. д. до бесконечности. 

Построенная таким образом система Ау. может состоять уже из беско- 
нечного множества промежутков. Но зато 1) каждый из промежутков 
системы Ау+1 наверно содержится в одном из промежутков системы 3х. 
К тому же 2) сумма длин (или точнее —сумма ряда длин) промежутков, 
составляющих Ау, и подавно больше 8, как это имело место для Ду. 

Следующий шаг будет состоять в том, что мы и эти системы Ау, заме- 


ним их конечными частями А(®), сохраняя, однако, при этом первое из 
только что указанных свойств систем Ах. Сделаем мы это так. 

Если число промежутков системы ДА, конечно, то просто положим А’ == 44. 
В противном случае мы из Д, выделим конечную систему А’ промежут- 


/ / / / 
ков 4,, 4.,..., 4, так, чтобы сумма длин остальных промежутков 4,1, 
/ 


Ч... ... системы А, была меньше 5 *. Некоторые из промежутков системы ДА, 
содержатся в промежутках А’, ибо, если бы все они содержались в проме- 
/ 


/ - 
жутках 4, . 1, ао, ..., ТО сумма их длин была бы меньше 6, вопреки вто- 


рому свойству систем Ах. Если промежутков системы До, содержащихся в А’, 
конечное число, то из них и составим систему А”. В противном случае мы 
выделим из них конечную систему Д” так, чтобы сумма длин всех прочих 
промежутков До (вместе с теми из них, которые не содержатся в А’) была 
меньше 6*. Продолжаем этот процесс до бесконечности, последовательно 
выделяя из 4. конечную систему ДА””’,..., из А, —конечную си- 


стему 4(®),... При этом каждый из промежутков системы №“®+Ъ содер- 


жится в одном из промежутков системы А(®). (Второе свойство системы Ах, 
вообще говоря, утеряно, но ценой этого мы восстановили конечность 
систем, наподобие Оу.) 


Наконец, последний этап заключается в выделении из систем Д(®) по 


одному промежутку 4“ так, чтобы каждый из них содержался в пре- 
дыдущем. 

Именно среди промежутков системы А’ найдется хоть один (обозначим 
его через 4’), в котором содержатся промежутки бесконечного 
множества последующих систем. Действительно, пусть это не так, и 
в каждом промежутке Д’ содержатся промежутки лишь конечного числа 
последующих систем; тогда это же было бы справедливо и относительно всей 
сисхемы Д’в целом (именно потому, что она состоит из конечного числа 
промежутков). Иными словами, можно было бы найти столь большой номер Ау, 


чтобы ни один из промежутков системы 4% не содержался в Д’, а это про- 


тиворечило бы свойству 1) систем 4“). 

В 4’ содержатся некоторые промежутки системы Д” (ибо, в противном 
случае, в нем вовсе не было бы промежутков Д”” ит. д.). Больше того, хоть 
один из содержащихся в 4’ промежутков системы Д” (обозначим его через 4”) 
должен обладать подчеркнутым выше свойством промежутка 4’, т. е. содер- 
жать промежутки бесконечного множества последующих систем, 


* Это можно сделать по свойству остатка сходящегося ряда. 
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ибо иначе этим свойством не мог бы обладать и 4’ (здесь снова играет роль 
конечность системы 4”). Продолжая этот процесс до бесконечности, мы 


последовательно из каждой системы АД“) выделим промежуток 4\®), содер- 


жащийся в ранее выделенном промежутке 4(*-1. 
Получив последовательность вложенных один в другой промежутков 


4(®) — [а,, 6] (Е =1,2,3,...), мы — как и при доказательстве известной 
элементарной леммы [38] — установим, что для монотонных переменных @х 
и 6;. существуют пределы 


Ит ах = а = 8 = Нм 6х. 


Так как о длинах промежутков а) мы ничего не знаем, то равенства пре- 
делов мы здесь утверждать не можем. Но любая точка с, взятая под усло- 


вием а < с < В, принадлежит, очевидно, всем промежуткам а(®) (при Ё =1, 
2, 3,...). Вместе с тем точка с принадлежит кажлой системе А; (при А =\1, 
2, 3,...); значит, каково бы ни было К, точка с необходимо принадлежит 
(если учесть правило построения А») и некоторой системе Д,,,, где #’ >= А. 
Отсюда уже ясно, что точка с принадлежит бесконечному множеству 
систем Ох, Ч. и тр. д. 

526. Предельный переход под знаком интеграла. Теперь вместо 
теоремы 6* п” 436 мы установим следующую теорему, где требование рав- 
номерного стремления функции Г» (х) к своему пределу заменено более 
общим условием ограниченности ее: 

Теорема 1 (Арцела). Пусть дана последовательность функций 


в (х) (п=1, И Вай 


интегрируемых (в собственном смысле) в промежутке [а, 6] и ограничен- 
ных вих совокупности: 


1» (х)| = Ё — (Ё= с0п36 а х<вп=1,2,3,...). 


Г 


Если для всех х в [а, 8] существует предел 


Ф (х) == Пт в (Хх), 
п > со 


и функция $(х) также интегрируема, то 
ь 


Ит в (х) ах = [ ф (х) ах. 


п> < 
а 


ДокдАзаАТЕЛЬСТВО. Ограничимся вначале частным предположением, 
что функции /»„ (х) неотрицательны: 


Лв (х) 0 
и имеют пределом нуль: 


Ниш Г» (Хх) =0. (1) 
п > 


В этом предположении нам нужно будет доказать, что 


[1] 
т [ 1, (х)ах=0. (2) 
п> о ы 
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« 


Взяв последовательность положительных чисел у» —> 0, мы для каждого п 
можем разложить промежуток [4,6] на части ат) (1(=1,2,..., йи) так, 
чтобы соответствующая нижняя сумма Дарбу: 


7, 
а 
сы (7%) 1(% 
$. = >, т 4 ) * 


удовлетворяла неравенству 
ь 


= | Лт (Хх) 4х — $ < 1. 
а 
Тогда, очевидно, 


|, 
т [ль оу ах — вт 0. 
в > со ы 


и для доказательства (2) нам достаточно установить, что 


Пт 5 == 0. (3) 


п > с 


С этой целью, взяв произвольно малые числа = `>0и8`>0, установим, 
что найдется такой номер №, что при л > М сумма длин тех из промежут- 


ков 4 п-го подразделения, которым отвечают нижние границы и” >= з, 
будет = 5. 


Действительно, допустим, что’ это не так. Тогда для бесконечного мно- 
жества значений л: 


ппу, по, ..., Пух, ... 


п п 
сумма длин тех промежутков 4 к), для которых т( К) Е, была бы 8. 


К системам Оу, составленным из этих промежутков, применима лемма пре- 
дыдущего п”. В согласии с ней нашлась бы в [а, 6] такая точка с, которая 
принадлежала бы бесконечному множеству систем Ох. Таким образом, 
для бееконечного множества значений пл выполнялось бы неравенство 


Лт (с) == Е, 


а это противоречит предположению (1), которое должно выполняться и 
при х = с. 

Итак, упомянутый номер № существует; пусть же п >= №. Обозначим 
через {и {” номера тех промежутков л-го подразделения, для которых, 
соответственно, будет 


т <= или т = в. 
Сообразно с этим разобьем и сумму: 
5в = У та) = >, тат -- У тра. 
$ $’ $" 


ани 


* Мы обозначаем через а" и самый частичный промежуток, и длину 


его; т”) есть ШЕЛ (х) в промежутке 4"). 
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Теперь легко видеть, что 
У та < в. Ха <, (6 —а), У та Е. Ха < Е.ь, 
$' $’ 9 $, 

ибо, конечно, тт) = (по условию теоремы). Отсюда 


и: (6—4) + 1.5, 


что — ввиду произвольности чисел е и 5 — и доказывает утверждение (3). 
Общий случай легко приводится к исчерпанному только что частному 
случаю. В самом деле, ввиду неравенства 


ь ь ь 
Г льдах [эодах| < [17.09 — водах, 


достаточно применить доказанное к неотрицательной функции | № (х) — $ (^х) |, 
стремящейся к нулю. 

Следствие. При выполнении всех условий теоремы, кроме предпо- 
ложения 06 интегрируемости предельной функции, во всяком случае 
можно утверждать существование конечного предела 


ь 
И т Ги (х) ах. 
п > со ы 


Для доказательства достаточно [39] установить, что для любого = > 0 
найдется такой номер, М, что при п” > п’> Мбудет ‘ 


[ | |) 
Гл (дах [1 (х) ах | = Ги» (х) — Ли, (х)] 4х |<... 
а а а 


Допустим противное. Тогда существует такое число 0 > 0 и такие две 


и 
последовательности неограниченно возрастающих чисел пи и Пл (т = 12 


3 ь / / 
ре "з>пю), что всегда выполняется соотношение 
Ь 
Г ‚< —л,. ах |2 (4) 
Пт Пт 
: [9 


С другой стороны, 
| (х)—Л,, (2) [= и т [/," (х—л, (*)| — 0. 
т 73 т т 


т > 
Если к функции 


то =ли < —Л,, © 


применить предыдущую теорему, то получим: 
| 


ь 
ит [У (ах = а Г [9 Л, 4х =, 


т > © 
а 


что противоречит соотношению (4). Это противоречие и доказывает наше 
утверждение. 
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От параметра п, принимающего лишь натуральные значения, легко перейти 
и к произвольному параметру у |[ср. теорему 1 п° 506]: 
Теорема 2. Пусть функция Х(х, у) определена для значении х в про- 


межутке [а, 6] и значений у в области Ч, интегрируема по х в [а, 6} 
(при постоянном у) и равномерно ограничена 
1 (х, у)| = (2 = с0п$®) 


для всех упомянутых значений х иу. Если для всех х существует пре- 
дельная функция 


$ (х) = Ши Л(х, у) *, 
у > У 
также интегрируемая в [а, 6], то 


У > 


ь ь 
Ни Гл, у) их = |[$(>) ах. | (5) 


Достаточно применить теорему 1 к функции Хи (х) = Л(х, у), где {уп} 


есть произвольная последовательность значений у из /, стремящаяся к уд. 
Получаемое таким путем соотношение 


[и 6 
вт [Аб уждах = [+00 4х 
а 


п > со 
а 


равносильно (5). 


527. Дифференцирование под знаком интеграла. На основе теоремы 
Арцела легко получается и следующий результат, как аналог и обобщение 
теоремы 3 п° 507. 

Теорема 3. Пусть функция Х(х, у), определенная в прямоугольнике 
[а, 5; с, 9], будет интегрируема по х в [а, 6] при любом постоянном у 
в [с, 9]. [Тредположим, далее, что во всей области существует частная 


/ 
производная } „ (Хх, у), также интегрируемая по х. Если эта производная, 
как функция двух переменных, ограничена: 


|7 (%, У) | =Ё (2 = соп$; ах; с =у-==90), 
то при любом у из [с, 9] для функции 
[ 
(у) = [Л(ь у) ах 
а 


имеет место формула 
|, 
1 (5) = Лу (+, ах. 
а 


ДоклзлатеЕльство. Взяв любое значение у = уу, как и при доказа- 
тельстве в п® 507 [см. (11)], будем иметь 


[1] 
Ку -Н А) — 1(у0) _ Г Л(х, уд ЕЮ — ЛС, Уо) 
Пе = А ця, 


* При этом, конечно, предполагается, что область < допускает предель- 
ный переход при у -> у. 
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Так как, по теореме Лагранжа, 


ЕЕ ЕН 


то подинтегральная функция, зависящая от хи №, будет при всех значениях 
этих переменных ограничена (по абсолютной величине) постоянной Ё. При- 
меняя к этому случаю теорему 2, мы можем перейти к пределу при Ё-—>0 
под знаком интеграла, что и даст нам требуемый результат. 

528. Интегрирование под знаком интеграла. В этом направлении 
имеет место предложение, значительно обобщающее теорему 4 п” 503. 

Теорема 4. Пусть функция Г(х, у), определенная в прямоугольнике 
[а, 6; с, 9], интегрируема по х в [а, 6] (при постоянном у) и поу в (с, 9] 
(при постоянном х). Если, сверх того, функция Г(х, у) ограничена 


[Л (х, у)| =  (Ё= соп$0 


для всех упомянутых значений х и у, то существуют оба повторных 


интеграла 
д Ь [и д 
[чу Гусь, зах, [ах | Лк, ууау 
с а а с 


и равны между собой. 
Докдлдзлалтельство. Положим 


[1 д 
К) = [ Л(% уах, К = Гус у) ду. 
а [8 


Рассмотрим произвольную последовательность разбиений промежутка [с, 9] 
на части с длинами 


и) т ® (70 
И В оч (п =1, 2, 3,...), 
подчиненных лишь тому условию, что шах [57] с возрастанием п стремится 


к 0. В каждой 1-й части (1=1,2,..., й») п-го разбиения по произволу 
возьмем значение у = у") и составим интегральную сумму для функции / (у); 


п п 6 ) 
“и — ь 1 (У; | 5 -- о ДУ (х У") ах | ь 5 -2 
$=1 1=1 ‘а 


Г п \ 
= ЛУ л(» у). ах. 
а $=1 


Если положить 
й 


в. 
Ул (а, ут). М = Лис 


$=1 


то о, перепишется в виде: 


|) 
бен [ 1" (хуах. 
(2) 
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Так как, очевидно, существует предел 
д 
1п_ И, (9) = || ХС, у) 4у = К (2) (6) 
п > © я 


и к тому же для всех значений хип 
* 
| (25) [ =. (9—0), 


то, по следствию п” 526 заключаем о существовании предела 
И си. 
п > < 


Итак, предел этот существует, как бы ни делить промежуток на части 
{лишь бы наибольшая из длин их стремилась к нулю) и как бы ни выбирать 
в них значения у. Отсюда ясно, что предел этот должен быть одним и 
тем же во всех случаях, т. е. что существует интеграл 

д Ь 
[идау= т = Шт [Л (ах. 
с 


п -> со п> о 
а 
Но подобным же образом можно. доказать и существование интеграла 


[ко 4х, т. е. интегрируемость предельной для Х» (х) функции [см. (6)]. 
- + 
Тогда, применив к Л„(х) теорему 1, окончательно получаем 


| д [1 Ь 
ау = 1 * (ху ах = 
Ги у „и, Гл х } кода» 


9 6. |) д 
[ау [лс зах = [ах | 1(х, у) ау, 


ч. и Тр. д. 

Мы ограничились здесь случаем собственных интегралов. Если положить 
в основу доказанные для них теоремы, то можно было бы соответственно 
обобщить и результаты, относящиеся к несобственным интегралам; этим, 
однако, мы заниматься не будем. 


$5. Эйлеровы интегралы 


529. Эйлеров интеграл первого рода. Так называется (по пред- 
ложению Лежандра) интеграл вида 


1 
В(а, 6) = [| х°-1 — 7" ах, (1) 


где а, > 0. Он представляет функцию от двух переменных пара- 
метров а и 6: функцию В («Бета»). 


529] $ 5. ЭЙЛЕРОВЫ ИНТЕГРАЛЫ 795 


Рассматриваемый интеграл, как мы знаем [483, 3) (а)], для поло- 
жительных значений а и 6 (хотя бы и меньших единицы) сходится * 
и, следовательно, действительно может быть положен в основу опре- 
деления функции В. Установим некоторые ее свойства. 

1?. Прежде всего, почти непосредственно (подстановкой х = 1 —) 


получаем: 
В (а, 6) =В 66, а), 


так что функция В является симметричной относительно а и 6. 
2. С помощью интегрирования по частям из формулы (1), при 
р `> 1, находим ** 
ха 


1 
В (а, В = [а— хр а^ = 
Гана 


1. 1 
‚аж ее. а 6-2. 
и и (1 —х) “ах = 
0 0 


1 1 : 
— Г та ак [т тах = 
о | о 


= В(а, а о Б), 


откуда 
в —1 


ато-1 


Эту формулу можно применять с целью уменьшения 6, пока 6 
остается больше 1; таким образом всегда можно достигнуть того, 
чтобы второй аргумент стал = 1. 

Впрочем, того же можно добиться и в отношении первого аргу- 
мента, так как — ввиду симметричности В — имеет место и другая 
формула приведения (а >> 1) 


В (а, = г В (а 6—1). (2) 


а — 
т 
Если 6 равно натуральному числу п, то, последовательно при- 
меняя формулу (2), найдем: 
п \ _ = 2 1 
аРп—1 афп—2 ‘‘‘’а+т 


В (а, 6) = т В (а—1,0). (2’) 


В (а, п) = . В (а, 1). 


* Наоборот, если значение хоть одного из параметров а, 6 будет =), 
то интеграл расходится. 
** Мы используем ниже тождество 


1 


Ха = 9 — 911 —Х), 
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Но 


1 


В (а, = [хх 


[6 
0 


Поэтому для В(а, п) и — одновременно — для В(п, а) получается 
окончательное выражение 


В (п, а) =В (а, п) = 1.2.3... ("— 1) 


а. (а 1). (а-—2)... а-+т-—|)‘ 


Если и а равно натуральному числу т, то 


(3) 


(п (т —Ь! 


В (т, п) тети (т ое” . 


Эту формулу можно применять и при т =1 или п ==1, если под 
символом 0! разуметь 1. 

3°. Дадим для функции В другое аналитическое представление, 
которое часто бывает полезно. Именно, если в интеграле (1) про- 


извести подстановку х — где у — новая переменная, изме- 


Реле 
ТУ 
няющаяся от 0 до сю, то и получим 


‚ © 


| (а, в= |“ ау, (4) 
о ея 


4°. Положим в формуле (4) 6=1— а, считая, что 0<а<1; 
мы найдем 


©.) 


уб-1 
В (а, | ЕВ а) = ] т у. 


‹) 


Читатель узнает уже вычисленный выше интеграл, также связывае- 
мый с именем Эйлера [см. 519, 4) (а) или 522, 1?]. Подставляя 
его значение, приходим к формуле 


к 


у Е 
‚ КИ — ; . (. 
В (а, 1— а) т (О<а<!) 2) 
] 
Если, В частности, взять а == | — а = о ‚ То получим: 
1 1 Е 
В (5 , 5) = п. (52, 


Мы ограничимся этими немногими свойствами функции «Бета» 
потому, что — как увидим сейчас — она очень просто выражается 
через другую функцию — «Гамма», которая и будет главным пред- 
метом нашего нзучения в настоящем параграфе. 
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530. Эйлеров интеграл второго рода. Это название было при- 
своено Лежандром замечательному интегралу: 


г(а) = | хе тах, (6) 
6 


< 


который сходится при любом а > 0 [483, 65 (в)] * и определяет 
функцию Г («Гамма»). Функция Г, после элементарных, является 
одной из важнейших функций для анализа и его приложений. Обстоя- 
тельное изучение свойств функции Г, исходя из ее интегрального 
определения (6), послужит одновременно и прекрасным примером 
применения изложенной выше теории интегралов, зависящих от 
параметра. 

В главах ХГ и ХИ 402, 10); 408; 441, 11) мы встречали уже 
функцию Г, но определяли ее иначе; покажем же, прежде всего, 
тождество обоих определений (конечно, для а > 0). 


| 
Полагая в (6) х=шШ_, найдем: 


Как известно [77, 5) (6)]; 


1 
в Ни \1 ее 
п>с 
в. 
причем выражение в (1 ав) при возрастании п стремится к своему 
пределу возрастая **. В таком случае, на основании 518, оправ- 


дано равенство 
1 


ы 
Г (а) = Им па-* (1 — =) 42 


й > > 
о 


или — если прибегнуть к подстановке 2 = у" — 


п> > 


| | 
Г (а) = Им па Ду а — у)" ‘ау. 
0 


Но, согласно (3), 


Дау" ау В я = 


о 


1.2.3... (п— 1) 
а. (а-- 1). (а-+2)... (а-пт— 1) ° 


* При а==0 интеграл расходится. 


** В этом можно убедиться методами дифференцниального исчисления, 
& 


1—2 
рассматривая выражение —— — как функцию от а. 


49 Г, М. Фижхленгольц, т. Ц 


758 ГЛ. ХУ. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА [531 


Таким образом, окончательно, приходим к знаменитой формуле 
Эйлера - Гаусса: 
| 2:9 =) 
Г (а) = Пт п. —_ 7 
(а) . а. (а 1). (а- 2)... ап)’ (0 
которая выше послужила нам отправной точкой [402 (14)]. В даль- 
нейшем свойства функции Г, как указывалось, мы будем извлекать 
из ее интегрального представления (6). 

531. Простейшие свойства функции Г. 1°. Функцчя Г (а) при 
всех значениях а>0 ‘непрерывна и имеет непрерывные же про- 
изводные всех порядков. Достаточно доказать лишь существование 
производных. Дифференцируя интеграл (6) под знаком интеграла, 
получим 

[© ©) 
Г (а) = [ха-1 „шх-+е-2 ах. (8) 
0 
Применение правила Лейбница оправдано тем, что оба интеграла 
1 со 
| ха-1 .шх.е-тах и [хо .пх.е-хах 
0 1 


сходятся равномерно относительно а: первый при х==0 для 
а=а > 0 (мажоранта х%-!|шх|), а второй при х=ою для 
а=— А < с® (мажоранта хАе-® *). 

Таким же путем можно убедиться и в существовании второй 
производной 


Г” (а) = [ ха-!. (шх)?е-®ах (8*) 
0 


и всех дальнейших. 
2°. Из (6), интегрированием по частям, сразу получаем: 


со (®®) 
а [| хо-1е-гах == хае-2] -- | хае-* ах, 
0 | 


Со 


т. е. [ср. 402 (15)] 
Га 1) =а.Г(а). (9) 
Эта формула, повторно примененная, дает 
Га =(а-п— (апт — 2)... (а ПаГ (а). (10) 


Таким путем вычисление Г для сколь угодно большого значения 
аргумента может быть приведено к вычислению Г для аргумента < 1. 


* Для х>0, очевидно, Шх < Х, 
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Если в (10) взять а==1 и принять во внимание, что 


г(В = [е-24х=1, (11) 

о 

то окажется, что | 
Гири! (12) 


Функция Г является естественным распространением — на 
область любых положительных значений аргумента — факто- 
риала п!, определенного лишь для натуральных значений п. 

3°. Ход изменения функции Г. Теперь мы можем со- 
ставить себе общее представление о поведении функции Г(а) при 
возрастании а от 0 до с®. 

Из (11) и (12) имеем: Г(1)=1Г(2)=1, так что, по теореме 
Ролля, межлу Ги 2 должен лежать корень ау производной Г” (а). 
Эта производная постоянно возрастает, ибо вторая производная Г” (а), 
как видно из ее выражения (8*), всегда положительна. Следова- 
тельно, при О«<а<«< а производная Г’ (2) <0, и функция Г(а) 
убывает, а при @&<а< со будет Г’(а) > 0, так что Г(а) возра- 
стает при а=а, налицо минимум. Вычисление, которого мы 
не приводим, дает 


а, = 1,4616.... шт Г(а) =Г (а) = 0,8856... 


Интересно установить еще предел для Г(а) при приближении а 
к 0 или к сю. Из (11) [и из 1?] ясно, что 


Г (а) = ео Е 
при а—> 0. С другой стороны, ввиду (12) 
Г(а)>п!, лишь только а>п- 1, 


т. е. Г(а) >< и при а>- <. 

График функции Г(а) представлен на черт. 64. (Сейчас нам 
интересна его часть, лежащая в первом координатном углу). 

4°. Связь между функциями В и Г. Для того чтобы 
установить эту связь, мы подстановкой х=у (> 0) преобра- 
зуем (6) к виду: 


Г р Е 
г =] уе цу. (13) 
0 
Заменяя здесь а на а-|-6 и одновременно ! на 1 -- № получим: 


Г(ао) _ а+0—1 —а+0: 
ие => е У у. 
| 


49* 
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Умножим теперь обе части этого равенства на #-! и проинте- 
грируем по ё от 0 до со: 


И 


О [В 0 


В интеграле слева мы узнаем функцию В(а, 6) [см. (4)]; справа же 
переставим интегралы. В результате получим [с учетом (13) и (6}]: 


Гав. В(а, р ау | 179 = 
о 0 


— Гуее-тети Г дуга | уе ау = Га) Г, 
0 0 


откуда, наконец, Г (4). Г (6) 


и 14 
Гат5) (14) 
Приведенный изящный вывод этого соотношения Эйлера прни- 


надлежит Дирихле. Впрочем, для обоснования его надлежит еще 
оправдать перестановку интегралов. 


В (а, 6) = 


Мы сделаем это, ограничиваясь поначалу предположением, что 
а>16>1. Тогда для функции 
в 


„А 
4 
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оказываются выполненными все условия следствия п” 521: эта функ- 
ция непрерывна (и притом положительна) для у>=0О и Е>0, 
а интегралы 


и 


а—1 а+0-—1 ,„-(1-+0у 
Чу — ЕЕ ЕАН, 
[ Го е У Г(а-- 5) (1-20 


го 


е-Те-и | те! = С 
0 


в свою очередь представляют собою непрерывные функции: 
первый — от # для #>0, второй — от у для у=0. Ссылка на упо- 
мянутое следствие оправдывает перестановку интегралов, а с нею. 
и формулу (14) — для случая а>1,6>1. 

Если же известно лишь, что а>0 и 60, то — по доказан- 
нсму — имеем 


__ Гао г(- у 
Ва 6 = О 

А отсюда, используя формулы приведения (2), (2’”) для функции В 
и (9) для функции Г, легко вновь получить формулу (14) уже без 
ненужных ограничений. 

5°. Формула дополнения. Если в формуле (14) положить. 
р—=1 —а (считая О<а< 1), то, ввиду (5) и (11), получим соот- 
ношение [ср. 408 (30)] 
д 
Г (а) ы Г (1 Е О 


| 5) 


которое и называется формулой дополнения. 
1 
При а = = отсюда находим (так как Г(а) > 0): 


2 
г(>)=У*. (16} 


Если в интеграле 


го 
а 
] 
0 


сделать подстановку 2=:х?, то вновь получим значение интеграла. 
Эйлера - Пуассона: 


е_* — 
УЕ аг =Ух 


со 


Ге-еах= я. 


2 
о 
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6°. В качестве применения формулы дополнения определим 
{вместе с Эйлером) величину произведения (где п — любое нату- 
ральное число) 


Е=т(л)г(т) (г. 
Переписав это произведение в обратном порядке: 
кт (" =)... г(2)г(), 


перемножим оба выражения: 


п-1 
в Шт(х)т(" 5") 
о п п 
и к каждой паре множителей г(5)г (=) применим формулу 
дополнения. Мы получим 
3? — лп-1 


п-т... зп (п — 1) 
п п п 


Теперь для вычисления произведения синусов (ср. стр. 621), рас- 
<мотрим тождество 
п-1 


г" — 1 Эуп о 2 
— 2 — 50$ — — 1 51 
г — 1 п п 


и устремим в нем 2 к 1. В пределе: 


п-1 


"= Т(1 — со ри >”) 


у =1 


или, приравнивая модули, 


п-1 о о п-1 
Уд ё УК 1 . У 
п — | — 05 —— — {51 2 [] и — 
у—. у=1 
так что 
п-1 


п-—1 


в-Пк:)= в. | (17) 


у=1 
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7°. Интеграл Раабе. С формулой дополнения связано и вычис- 
ление важного интеграла: 


1 
Ю = [м Г (а) аа, 
0 
очевидно, существующего, так как [см. (9)] 
шГ(а) = шГ(а-- п) — па. 
Заменяя а на | — а, можно написать 
1 
К = [тГ(1 — а) аа 
0 


и, складывая: 


Ш ах 


1 1 
| 2 = шаг — даа = т “ Ча == 
о о | 
: а 
1 : я, - 
ше 1 / шмпхах=шя—2 /пяпхах. 
о у 


Подставляя сюда значение уже известного нам [492, 1°] интеграла» 
найдем: 


К = | т Г (а) аа = шУ 2*. (18) 
0 


Раабе рассмотрел интеграл (при а > 0) 


а-+1 а-+1 а 
ю(@= | шг@аа= | —|. 
Так как, очевидно, | 
Ю' (а) = шГ(а-- 1) — шГ(а) =ша 
[см. (9)], то интегрируя, находим для а>0 
Ю (а =а(та— )- С. 


Но А(а) сохраняет непрерывность и при а==0; переходя здесь. 
к пределу при а-—0, убеждаемся, что С = К. Подставляя значе- 
ние (18), приходим к формуле Раабе: 
а-1 
к (а) = | шГ (4) аа =а(ша—1)-- шУ2. (19) 


в 
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8°. Формула Лежандра. Если в интеграле 
1 1 


т ы | 1 21а-—1 
1} (а, а) = Г х" Е ‘ах = Г[+—(1—*) ее 
| 0 о 


| 1 — 
сделать подстановку = —х==-. УЕ, то получим 


1 
1 
1 С а-1 1 1 
зат] 2 (1—2) = ы-гВ(. а). 
0 


Заменим в обоих случаях функцию В ее выражением (14) через Г: 


‚(1 
УОО ИИ (>)! ) 
Г (2а) 024 —1 Г (@&+5) 


1 а 
‘Сокращая на Г(а) и подставляя вместо г( 5) его значение Ук 


В (а, а) = 


см. (16)] придем к формуле Лежандра: 


гФг(е -+5)=> Иа . Г(2а). (20) 


532. Однозначное определение функции Г ее свойствами. Мы знаем, 
‘что функция Г(а) непрерывна вместе со своей производной для положи- 
тельных значений аргумента. Кроме того [см. (9), (20) и (15)], она удовле- 
‘творяет функциональным уравнениям: 


(И Ф(а-- П =а$ (2), 
У=. 


1 
(1) Фа Фа) = Баг $ (29), 
(ИО ФФ =. 


Мы покажем, что эти свойства в совокупности вполне характеризуют 
‘функцию Г (так что каждая функция, обладающая этими свойствами, тожде- 
ственна с Г). 

Одних свойств (Г) и (1) для этого недостаточно, так как, наряду с Г, 
ими обладает и функция 


Ф (а) = Г (а) . [4 $1 ак № (при цв > 0). 


Точно так же недостаточно и свойств (ШП) и (Ш), ибо они принадлежат 


и функции 
1 


Ф (2) =Г (а).2 *“ (при г2>0). 
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Наконец, свойства (Г) и (ПТ) явно оставляют произвольными значения функ- 


.] , 
ции Ф(а) для О<хах 5. Иначе обстоит дело, если налицо все три свой- 


ства. Впрочем, свойство (П) может быть заменено более слабым требова- 
нием, чтобы функция Ф(а) при а`>0 не обращалась в 0, что как раз 
и вытекает из (111) *. 

Итак, пусть функция Ф (4) для а`>0 непрерывна вместе со своей 
производной, отлична от 0 и удовлетворяет соотношениям (1) и (1). 
Докажем, что тогда Ф (а) =Г (а). 

Положим Ф (а) = М (а). Г (4); очевидно, функция М (а) также непре- 
рывна вместе со своей производной и отлична от 0. Кроме того, так как Ф (а) 
и Г (а) обе удовлетворяют условиям (1) и (1), то М (а) удовлетворяет соот- 
ношениям 


(1) Ма =М(а) и (РМ (2) м(а-+ 5) = ма) 


Из (1’) явствует, что при а-> 0 для М(а) существует конечный 
предел. Если принять его за значение М(0), то М (а) окажется непрерывной 
вместе со своей производной вплоть до а = 0. 


1 
Заметим, что из (П”) при а = следует, что м(>)= 1; значит, 


р 
М (а) `> 0 для всех а—0. Это дает нам право рассматривать функцию 

[ (а) = т М (а),. 
которая также непрерывна вместе со своей производной для а>0, ино 
удовлетворяет условиям: 


(Е (ан =Ё (а) и ПМ Е(@-Е (в - 5) = 2 (2а). 
Наконец, введем еще непрерывную функцию 
А (а) = [/ (а); 
она выполняет соотношения: 


(27) 4 (а =А (42) и (1) А (а) | А (4 -|- 5) —= 24 (2а). 


Из (11””), заменяя а на 5 ‚ получим 


Нез 


а а-+!1 
Если здесь снова заменить а сначала на 5, а затем на 27 и сложить 


полученные равенства, то найдем, что 
418 (4) +4 (Г) +4 (92) (24 3) а 


Методом математической индукции легко установить общее соотношение 


Ва 
| ау | 
я У 4“) а) 
у-=0 


— 


* Для 9«ас< 1; соблюдение этого требования для прочих значений & 
следует уже из (Т). 
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Но, каково бы ни было а, сумму слева можно рассматривать как инте- 
гральную сумму для интеграла 


1 
Гао ых 
0 
Поэтому 
2" —1 1 
ИЕ 1%, а-ту -/ — ве 
НЕ У, (“=—) = А (х)ах =Ё (1) —[ (0) =0 


0 
[ввиду (1”)]. В таком случае Д (а) = соп$ё, значит и М (4) = соп${. Но мы 


| | 
видели, что м(>)= 1, так что М (а) =Т и Ф(а) =Г (а), ч. и тр. д. 
= 
В заключение отметим еще, что требование дифференцируемости играет 
при этом существенную роль и не может быть отброшено. Если, например, 
положить 


[Ф@) 
— 
Ё (а) = У № 51 (27?ка), 
п=1 


то в лице (а) будем иметь непрерывную функцию, удовлетворяющую ус- 


ловиям (1”) и (11). Вместе с тем [ (0) =Ои 2 (3 


4 
сводится к постоянной! 

533. Другая функциональная характеристика функции Г. В пре- 
дыдущем п° была дана характеристика функции Г (а), как единственной 
непрерывной вместе со своей производной функции, удовлетворяющей 
функциональным уравнениям (Т) и (П) и не обращающейся в 0 (для а`> 0). 
Здесь же мы дадим более простую характеристику функции Г (а), исполь- 
зуя лишь одно функциональное уравнение (1), но налагая на функцию еще 
^ требование «логарифмической выпуклости», смысл которого мы сейчас выясним. 

В п” 141 было дано определение выпуклой функции / (х). Положи- 
тельная функция У(х), заданная в промежутке 3, называется лога- 


рифмически выпуклой в этом промежутке, если ее логарифм 
ш/(х) оказывается выпуклой функцией. Так как 


ое, 


то в силу 142, 3° из логарифмической выпуклости функции Х(х) вы- 
текает ее выпуклость; обратное заключение, вообще, неверно. Таким обра- 
зом, логарифмически выпуклые функции составляют лишь часть всего класса 
выпуклых функций. 

Пользуясь теоремой 2 п° 143, можно установить условие логарифмиче- 
ской выпуклости: пусть положительная функция Г(х) непрерывна вместе 
со своей производной Г’(х) в промежутке 35 и имеет внутри проме- 


жутка конечную вторую производную /” (х); тогда для логарифмиче- 
ской выпуклости функции Х(х) в © необходимо и достаточно, чтобы 


внутри 3$) было 


) =>, так что /, (а) не 


Л(х) - Л" (х) УР ==0. 


Доказательство состоит в применении упомянутой теоремы к функции п / (Хх). 


* Учитывая при этом периодичность функции ДА (а), в силу (1”). 
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Вернемся теперь к функции Г (^х). Ее первая и вторая производные вы- 
ражаются формулами (8) и (8*). По неравенству Буняковского [321, 
(13’); 483, 7)]: 


2 


|9) [1 Ь 
Гесорах . | едва убоя 4х —0, 


если положить здесь 
а=0, 6= 00; $%(х)=У ха-ю-%, у(х)= У ха-е-т.шх, 
получим: 
Г (а). Г” (а) — [Г' (а)]? == 0. | 
Отсюда, по только что приведенному условию, функция Г (а) в промежутке 
(0, оо) оказывается логарифмически выпуклой. Вот этим-то свойством, 
совместно с уравнением (Г), функция Г и определяется с точностью до 


постоянного множителя. Иными словами: 
Если 1) в промежутке (0, со) Ф(а) удовлетворяет уравнению (Т) 


Ф(а-- 0 =а.Ф(а), 
2) Ф(а) логарифмически выпукла и 
3) Ф (1) =1, то Ф (а) =Г (а). 
Допустим, что для Ф (а) выполнены все эти три `условия. 
Повторно применяя уравнение (1), придем к общему равенству 


Ф (а п) = (ап 1) (а п—2)..... @--)-а.Ф(а), (21) 

где п — любое натуральное число; отсюда, полагая а =] [см. 3)] и замеияя п 
на п — |1, найдем: 

Ф (п) = (п— 1! (22) 


Отметим, что достаточно доказать совпадение Ф (а) с Г(а) в промежутке 
(0, 1], ибо, вследствие (1), эти функции будут совпадать и повсюду. 
Пусть же 0% а=1. 

Вспомним неравенство (6) п” 143 


жд Л, Г) Л 


хх —х Хо — Хх 


имеющее место для выпуклой функции /(х) при единственном условии: 
х1«х.*. Применив дважды это неравенство к выпуклой, ввиду 2), функ- 
ции пФ (а) при любом п 2, получим 


шФ(— 1-7) —ШФ(п) _ шФ(а-л) — Ш® (п) —м Фа п) — МФ (п) 
(>17) —п гы (а-- п) —п >”. (1 +7) —п 
или — с учетом (22) — 


а И 


= пл. 
а 


Отсюда следует 
ш (п— 1)°.(п— 1)! = шФ (ал) <= шла. (п— 1), 


а значит: 
(п— 1). п—1)! = $ (а-+ п) = 1. (п— 1) 


* Правда, в указанном месте было предположено, что ху «< х< хо, но 
нетрудно убедиться, что написанное неравенство справедливо при любом 
положении точки х, лишь бы она не совпадала с х| их», 
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Переходя теперь, с помощью формулы `(21), к самому значению Ф (а), при- 
дем к неравенствам 
(п 1) .(и—1)! п о 
а(а--1).... -(а-тп—1) а(а--1).... (аи — 1)‘ 


Наконец, заменяя в первом из них п на п--1 представим полученные 
неравенства в виде: 


= (а) = 


1.2.3.... (п — 1) 
а-(а-1!)....  (а@а-птп—1) 


Отсюда уже ясно, что 


Ф (2) = п" = (а). Е", 


ий с. 
И р 


— в силу формулы (7) Эйлера — Гаусса. 
534. Примеры. 1) Найти интеграл 
1 


а” ах (р, а, т`>> 0). 


0 


= Г (а) 


УказаНИЕ. Полагая х” = у, сводим его к эйлерову интегралу пер- 
вого рода. 
Ответ. 


Предлагается с помощью этого результата доказать, например, что при 
любом натуральном п 


1 в (2 ‘} | г(и г 


1 
ах хпах п ы 
Де Уж 2 рии 
0 о 


2) Вычислить интеграл 
1 


ы хР-! (1 в)” 
Ы—ы Я в — 
] залория“” ©1249 


С помощью подстановки 
__ @тох аи. о РО я 
охват ’ ава -—х 1 , 
ОТО ах у, 
[вх + Ва — х) +1 
предложенный интеграл приводится к виду 
1 


ны] 2-1 (1—271 4Ё = _ В, 9 
(НОР КОР и" 
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3) Найти интегралы 


+1 
ха-1 ь-—1 /* эт —1 2п-—1 
Хх а-х (1х) (1 —х) 
а 6 Дмю— кд Х. 
„/ а” х› (6) . ам" х 
(а, 0, р>0) (т, п> 0) 
х 
У . 
х 
га-х)? >». в 
О д * 
1 о 
Ответ. (а) —————-В(а, 6); (6) 2"1"--В (т, п). 
р)“ р” 


Отсюда, в свою очередь, может быть получен ряд любопытных интегра- 
лов. Например, если в последнем взять п = | — т, положить 2т — | = с0$ 2а 
и сделать подстановку х =, то найдем: 


(© ф- зп ф\ “03 2 т 
ЧИ а = д. 
) с0$ф — $ ф ) 2 ЫП (п.с052 а) 


4) Найти интегралы 


к 
2 


(а) |[ 5-1 © с038-10 40 (а, 6>0}; 
- | 


к 


(6) Г зш@-1 6 = | с03‘-1044  (а>0); 
0 


о 


м|а 


вр 


(в) [| 5°94Ф (<< 1) 
0 


РЕШЕНИЕ. (а) Полагая х = п, приведем предложенный интеграл к 
интегралу | 


1 |/) | 
аа: (1 — ^?)  дх, 
0 


так что, используя задачу 1), будем иметь 


1 г (5 г (5) 
5112 -1 90-19495 В (5 ы 5)= А Е 


=—_ р 
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(6) В частности, при 6 =1, получим отсюда 


а 
_ г(5 
по И 27+, 
| {® т (т) 
| 2 


С помощью формулы Лежандра этот результат может быть переписан 


в виде: 
® 
— 2 
. [" (5) 
] -- ыы Г (а) 
0 


(в) Наконец, полагая в (а) а= 1-Нси д=1— с, где |с| < 1, найдем 
(используя формулу дополнения) 


к 


2 


Ти 1-е ит — с п 
0 


2 с05$ Ех 


[= 
— 
> 
ак 
——/ 


5) Определить площадь Р фигуры, ограниченной кривою 
Г — 5113 0 со$ 6. 
РЕШЕНИЕ. Кривая имеет две петли —в одну и в три четверти; доста- 


точно удвоить площадь одной из них. По формуле для площади в полярных 
координатах [338 (9)] имеем: 


к 


й г(ч) г (3) г 
Р = 2.1 | Уп 30 с0$.? 6 40 = А ГАИ. г(+)г (3) а У? 


2Г (2) 8 


у 


[см. зад. 4) (а) и соотношения (9), (12), (15)]. , 
6) Определить (а) площадь Р фигуры, ограниченной одним витком 
кривой (17: — натуральное число) 
Гт — ат со$ тд, 
и (6) длину $ этого витка. 
РУ 


к 
ь 2 
а? | т а? п 
РЕШЕНИЕ. вр-2. с05 то ав = 2 || оз фаф = 
0 


[см. зад. 4) (6) и соотношения (9), (20)]. 


* Легко проверить, что в этой формуле как частные случаи содержатся 
обе формулы (8) п? 312. 
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(6) По формуле для длины дуги в полярных координатах [329 (46)] 


а ыРвиа @] 
52 | сот _ а А с \2т/ 1. 
- т 

0 о = 


[см. зад. 4) (6)]. 
7) Вычислить интегралы 


48 
о ] Уз — созб ' 


__ 9$ __ )- = ах 
в /` (вес) 1-- 2 созф о 


{а) у КАЗАНИЕ, Подстановка: с0$ 8 =1— 2 Ух. 
ь 1 1\]2 
Ответ. ———= Ё (+) : 
Ё4У* ы. 


{6) УклзадниеЕ. Подстановка: {5 5 = ] 


(1 — 42)4/* Г @) 
8) Доказать, что 


ТЩ®, 
ГА Е. 


Ответ. 


1 — 1 
Га») ах= УЗ | (8—1 * (х. 
—с 1 


РЕШЕНИЕ. Положим 
1 1 [в ®) 


1 
Га—») Зах=,, Гез—1) ах =, 
0 1 


Там так Рау а, 


— с 
Подлежит доказательству равенство 
Г —- В — у 3 р. 

1 
Применяя к этим интегралам подстановки (соответственно) х=Ё? , 

1 1 

Е, х= (11—18 й 
х = т — ‚ приведем их к эйлеровым интегралам первого 
рода. Затем придется лишь несколько раз использовать формулу допол- 
нения. 

9) Доказать формулу (принадлежащую Дирихле) 


Г ивы а 5, в, 0 
[= Е х / У у за г>0. 
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УкАаЗАНИЕ. Подставить 


со Фе) 
Г (г) . -/. —-(а+э) и уг” : ау, ь (5) - = [ е7 (1-1) ® 8-х 
(е-х’ с И 


и использовать перестановку интегралов по хи по у (случай положи- 


тельной функцин). 
10) В задаче 12) п’ 511 мы доказали тождеств 


ЕК’ -- Е’К — КК’ = с = соп%1 
(относительно обозначений см, в указанном месте). Затем, с помощью некоего 
г 
предельного перехода было установлено, что с = у. Этот же результат 


можно было бы получить, вычислив величину левой части при каком-нибудь 
частном значенин ^. 
Пусть А = У 2; тогда А’ =А, Е’=Е и К’ = К, и тождество принимает 


вид 
ЗЕК — К? = (2Е —К).К == с. 
Интегралы 


у 
| а 


2 ` 


к ти 
= ие -/ у 1 — у 5 фаф 
о | — 0 


последовательными подстановками с0$ф =, #4 = х приводятся к эйлеровым 
интегралам первого рода: 
1, 


= Г. о 2 4х, 


1 1 1 1 


| 
1 = РЕН 

—-4 1х а. Зах [| х м) ав, 
И [2 / 
так, что 


2Е —К = 


уз, 


Отсюда искомая постоянная 


— 
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РЕШЕНИЕ. 


|.) 


оо 
_1 
(а) Г хе г 4х = = Г д8-1 у е-1® ах = У, х8—1-7® 4х = 
1 


о 
= Уго. 


если через (5$) [функция «дзета»› Римана], как обычно, обозначить сумму 
последнего ряда. Мы воспользовались здесь теоремой об и 
положительного ряда [518] и формулой (13). | 


8—1 


® / Пртаксго У а . Мажоранта: т: 


Если $ > 1, то этот ‘результат можно представить в виде 
Г (5) 1—2'-8).5 (5), 


г =. = о: Аа 
Ха и = 


12) Некоторое обобщение предыдущей задачи представляют разложения: 


ибо 


х8—1е-вх 1 р 
(а) = «его. У ие 61, 2>0 
п=0 
(11) (а) отсюда | при а= 1}; 


2х8- — ([-[1=2<Т1и $ >0, 
о Де а р или 2=1 $>1) 


п=1 


|009) в отсюда получается при 2 = |, а 11) (6) — при 2 = — 1]. 
13) Обозначая сумму гипергеометрического ряда [см. 441, 6)] 


ео). ОР. В+" Ю, 
+У 2... п. т(И. о) 


п-1 
через Р (а, В, 1, х), доказать соотношение: 
| Г.Г —@«— В) 
БР (а, Вт, |= 
ОТ —.т6 В 
(Г аусс). 
Считая а > 0 и {— а`> 0, рассмотрим интеграл 
1 
Г(х) = Г Е — г) —*-! (1 — 2х) -В а2 
| 
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при О«< х< 1. Так как ряд 


Ш 20-8. У 860... @ ло 


\”?2? 
1.2 ь о П 


п=0 
сходится (при фиксированном х) равномерно относительно г в проме- 
жутке [0, 1], то — умножая на интегрируемую в этом промежутке функцию 
2°—1 (1 — 2)1-*-1 — полученный ряд можем интегрировать почленно. Мы при- 
дем к разложению 


Г(х) = У. д”, 
0 


где 
у ао вне И ЗИ ле бы 
= ный Г -п) Г 
—Г(@®ГЕ— в), аа НИ... ат ПВО... @ 1—1 
Г (1) 1.2... п.1а-+1... а-+т-—| 
[см. (10)], | 


Таким образом, 


Г (а — 
=. Ра, В, 1, х). 


Для получения формулы Гаусса остается лишь перейти здесь к пределу 
при х-—1 (считая 1 —а —В`> 0). В ряде этот переход можно выполнить 
почленно — по теореме Абеля [437, 6°]. В интеграле же можно перейти 
к пределу под знаком интеграла — ввиду наличия мажоранты;: 


2°-1 (1 — 2)!“ (при В < 0) или 2°-1 (1 —2)1-°-В-1 (при В > 0). 
В результате [см. (14)] 


Г (а) Г (уе — В) _Г@Га—@), 
Г (1—8) Г (1) Е (а, В, т, 1), 


откуда и следует доказываемое соотношение. 
Из него, в частности, при | =1, 8 = — а получается [с учетом (11), (9), 
(15)], любопытное разложение (0<а< 1). 


п ак о а? (аз —]1) а? (а — 1) (а? —4) ы р 
ав — 1 (1.2)? (1.2.3)2 -- 

535. Логарифмическая‘ производная функции Г. Продолжая 
изучение свойств функции Г, обратимся к рассмотрению ее лога- 
рифмической производной, т. е. выражения 

аштг (а) _ Г’ (а) 
аа ^^ Г(а)’ 


9°. Различные представления этого выражения в виде интегралов 
можно получить и из формулы (8). Но проще исходит из следующих 


* Оно, впрочем, может быть выведено и преобразованием известного 
бесконечного произведения, выражающего синус [403]. 
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соображений. Имеем: 
Г (@) Г (6 ГС — 
г — В. =ГО—тоты-т Гери 1 

Геи Гати-го. 
— Г@-ь° |, 

так что, если перейти здесь к пределу при 6 -»›0, 
Г’ (а) 
Г(а) 


= не ГФ— Ва, р)]. 


Возьмем сначала [см. (6) и (4)]: 


[© ©) со 


Го = | х-е-тах. В (а, 5 = /] печ 4%. 
0 


Тогда 


и, выполняя предельный переход под знаком интеграла, получим 
формулу Коши: 


Г’ (а) и ИЕ ах 
Г (а) Л и. х` у 


Для оправдания предельного перехода заметим, что вблизи 
х =0, 5 —=0 выражение ` 


1 [ в 1 

— е — 

х (1- х)”* 
будет непрерывной функцией от х и р, а х?<1. Для достаточно 
больших х и б=<В имеется мажоранта: 


хб-1 Е г и 
(1 х)8 


Если же в выражении (1) для В сначала сделать подстановку 
— е-# 


В (а, = | 6 (1 —е-1)?-! АЕ, 
0 
то можно написать 


{®, 
Г’ | & ыы 
Е = т [6-20-11 — ее“? (1 —е-2)? ‘| 4х. 


+0 
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Переходя здесь к пределу под знаком интеграла (что оправдывается 
аналогично), придем к другой формуле: 


Г’ (а) __ е-х е- вх 
та) = ] (7-4. г 


Насборот, можно вовсе устранить показательные выражения из 
подинтегральной функции. С этой целью положим в (23) а=1: 


[®.®) 


О =/ -_ 1] 4 
га) те. Ё ГЕ. о 


где С есть так называемая эйлерова постоянная *. Вычитая почленно 
это равенство из (23), получим 


Г’ (а) ВИ ` 1__ ее |=. 
го +=] [+ ах) Г х 


1 
Наконец, подстановка # == т приведет нас к формуле Гаусса: 


Г’ (а) а: 
а 9 = Де о. ео 


536. Теорема умножения для функции Г. 10°. Опираясь на 
представление (25) для логарифмической производной, установим 
теперь следующую замечательную формулу, также принадлежащую 


Гауссу: ° 
ге г (а т)... Г(а-+“=^)= 


п-1 
(2=) * 
1 


Та =>— 
п р. 


Г (па) (26) 


(п — любое натуральное число). Она выражает теорему умно- 


жения для функции Г. 
Полагая в (25) Е = и”, получим: 


1 
Г’ (а) И ип-1 — цпа-1 
Г(а) о ео 


* Мы имели в главе Х1 [367, 10)] другое определение этой постоянной, 
Ниже мы убедимся в тождестве обоих определений. 
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откуда, заменяя а на а--—- (у= 0, 1,..., п— 1), 


У 1 
г (+) 

п и"-—1 — цта+*-1 
а и 
Г (+) 0 


п 


и, суммируя по уот 0 доп — 1, 


+», . г) ела [ее | аи. 


ог (а+ >) 0 —=- -е 


Сопоставим это равенство со " 
_Г’ (па) / 1 — ина-1 
а В 


Умножив последнее равенство нап и вычитая из предыдущего, 
найдем: 


— п пы 
} У Г (па | -- из 1 —и 
ог (а) а 


п-аГ, - та 
1 (2+ о . Г’ (па) __ о. пиз-—1 1 


1 --- ив 
—— п |п- | = — ии, 
1 —и 


что можно написать в виде: 


а гад (ат). (+) 


п 4 ЕЕ 1 
аа Г (па) и. 
Отсюда, интегрируя, получим | 
Г (а)Г (+=) Е (а + "| 
и — — ап ю8п | шС* 
или 
| ` 1 } п— 1 
га) (а-- т)... Г (+ - _с 
Г (ла) — па’ 


| 1 
Для определения постоянной С положим здесь а=-. Очевидно, 


С —пЕ, где Е есть то произведение Эйлера, которое мы 


* Предвидя потенцирование, мы заранее берем произвольную постоян- 
ную под видом ш С. 


50 Г. М. Фихтенгольц, т. П 
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вычисляли в 631,6°. Подставляя его значение из (17), придем 
к формуле (26). 
Частным случаем формулы Гаусса является ранее выведенная 


независимо формула Лежандра (20). Действительно, если в (26) 
взять И = 2, то получим формулу 


Г (а) Г (2 +5 ыы —”_- Г (24), 
2 


которая равносильна (20). 
537. Некоторые разложения в ряды и произведения. 11°. Источ- 


ником их является та же формула (25). Разложим подинтегральное 
выражение в ряд: 


__ а со со 
— = — 12-1) У р — У, (В — @+›-1, 


у=0 у=0 


все члены которого имеют один и тот же знак. Почленное инте- 
грирование дает: 


ми 1 1 | 
рига += У (ту). (27) 
у=0 
Ряд этот сходится равномерно для 0 < а=а,, ибо мажорируется 
рядом (4% -- оу и 


Если его ее продифференцировать по а, то получим 
замечательное по простоте разложение 


1 
2 ИЕ 
Оп Г (а) = > Е" (28) 
Так как и этот ряд сходится равномерно для а > 0 —(мажорируется 


со 


рядом У= то почленное дифференцирование оправдано. 
У=1 
12°. Проинтегрировав почленно ряд (27) по аот |1 доа>0 
(что законно, ввиду равномерной сходимости ряда), получим 


вто се-р=У (41 — Ш вет г). (29) 


Заменяя здесь а на а--1 (при а> —1), перепишем разложение 
в виде 


У = 


Фе) 


птоконы- рье 


П=1 
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или — 
пер = 2+ У, [1 (1 +=)—+|. 
п=1 
Отсюда, потенцируя, приходим к уже известной нам формуле 


Вейерштрасса [ср. 402. (16)], дающей разложение 
в бесконечное произведение: 


И — еСа П (1 в =) т (@>— 1. (30) 
7:=1 


13°. Возвращаясь к (29), положим здесь а =2. Так как ш Г (2) = 
—111 = 0, то получим: 


с Утв). (31) 


Заметим попутно, что отсюда 


С — Пт | Е -пе+ь| 


Г (а!) 


к-—1 
и мы приходим к уже знакомому нам определению эйлеровой по- 
стоянной [367,10)]. 


Наконец, умножая (31) на а—1 и вычитая почленно из (29), 
мы исключим С: 


х У--2 а-- у 
шГ (2) = У [а ри ЦЕ] = 
ео = 


— Ит Ш [па-1 
® > со 


1.2... (П— 1) 
ааа | 
или, что то же, 


И" я 1.2... п— 1) | 
и. [1 а(а-+ 1)... (а-т--1) ]. 


Отсюда, потенцируя, мы вновь находим формулу (7) Эйлера- 
Гаусса, выше установленную другим путем. 


538. Примеры и дополнения. 1) Пользуясь тем, что 


Ёп" 
е-ё = Ит (1%) | 
п > © п 
доказать, что (при а`> 0) 
со тт] . 
г(а) = | -е-тш = т ] и), 
у | пе о п 
и вывести отсюда формулу (7). 


50* 
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УклзАНИЕ. Предельное равенство устанавливается так же, как это 
было сделано в задачах 10) и 11) п° 519. Подстановкой т = = преобразуем 
интеграл 

п 1 


ея п-ка дак ив. Ва, п 
9 0 


и нспользуем формулу (3). 
2) Из формулы (23) 


у 
Г (а) . (1-х) | х 


непосредственно вывести формулу (24). 


со 
Г’ (а) -/ е-и е-ав 
Г (а) —_ [ и —=—=| си: 
0 


Заметим, что трудность здесь в том, что нельзя интеграл (24) рас- 
сматривать как разность двух интегралов (иначе вопрос был бы исчерпан 
преобразованием второго подстановкой х = ем — 1) 

Поэтому, обходя ее, напишем: 


г (а) _ | _е-тах _ [ ах _ 
г (2) 450 | х / @И-х)а.х | — 


| 
$. $) ОО 
—1 ь _в 
о Г еае _ | Мнение 1 


8—0 | - Ц 1 —е-в 
: п (1+8) 
со ее) 
—( —ац -_# — 644 
= № | [^ РЕЛЕ Ни ]4и = [2 Ва ац 
в>0 [7 1 —е-в и 1 е-в , 
в о 
так как 
в 
е-ав 
Пт. ———___ Ци = 
и ] т 0. 


11 (1- =) 
[Это видно из того, что интеграл оценивается выражением 
= — п (1-е) Е 
&а—1 < а-—1 11° 
Е (1 $) 2 (1 =) 


3) Исходя из определения эйлеровой постоянной равенством < 
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установить интегральные формулы 


1 оо 
в) с= а—е-=)-4* — Г.-Х, 
о 1 


1 | 1 1 
$ — {т В, Е з 
У - / Хе = [| ! и = |9 а 
У 1—2 $ . 
1 1 [У 0 


й 
Г 45 
пп = —, 
$ 
- | 
1 п 
ве. = п : 
С = Ш В Е. — |-> = 
п>® |. 5$ 5 


то 


о 
1 п 
х \"] ах х \" ах 
ние 
аи п х п х 


Предельный переход во втором интеграле проводится, как и в 1). Отно- 
снтельно преобразования (а) в (6) см. 2). 
4) Полагая (при а>0и$> 1) 


е ХЛ 


1 1 
С ($, а) = Хата’ 
п =0 


доказать, что 


| Г’ (а) 
| ше , т! — — 
| Е Г (а) 
Мы имели [534, 12) (а) ] 
] “* х8—е-ах 
С ($, = ту. ИЕ 
о 
Поэтому со ) 
1 1 * хз—1е-ах . —_ 
оо тео] ия! в 
0 
[© ©) 


— 1 ] И | аж 
Г (5) | —е-* х 
9 
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Предельный переход при 5$ ->1 можно произвести под знаком интеграла, 
так как подинтегральное выражение, в промежутках [0, 1] и [1, -- ©®] по- 
рознь, стремится к своему пределу монотонно 518. Затем использовать фор- 
мулу (24). 

При а =1, в частности, получается 


т [< — т =С 


8 > 1+0 


[Ср. 375, 1)]. 
5) Вычислить величину бесконечного произведения 


(®.®) 
2-Й 
П=1 


где 
—_ Мама)... @-Раю)_ ыы 
. тии)... @ в) (а, &>— 1). 
[Эйлер). 
(Так как 


ой ак в вк" _ 

шь = (1-1)... (1+ =) (1+-1) ... (1+) = 

а ний а) — (6 в | А 

0 СВ ею — ры — 

то сходящимся бесконечное произведение будет лишь при условии 
и... Нак=Ь: |... 8 


в этом предположении и предлагается вычислить Р]. 
УказАНИЕ. Представив ин в виде 


использовать формулу Вейерштрасса (30). 
га-шга 4)... га) 
Ответ. РЕ 
га-а)га- а)... Га ак) 


6) Предполагая 


0х |4], 19| < 
вывести из 5) другой результат Эйлера: 
п=+ | 
— т б1т - Уп бот -... - п бут 
И ит = п ап: Уп @9п.... о зп аул ° 
п=-— со 


УклзадНИиЕ. Воспользоваться формулой 


Гао. гало (0<|‹1< 1, 
которая вытекает из (9) и (15). 
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7) Вернемся к формуле Гаусса: 
ГГ — В) 
Е а, р, Т, 1) = м дли. а\,' 
Тяга -Ь 
которая в 534, 13) была установлена в предположении, что 

а`> 0, 1 —а>0 и 1—а—В_`>0. 

Сейчас предлагается доказать ее другим путем, предполагая лишь положи- 


тельными аргументы функции Г в правой части формулы и опустив не- 
нужное условие а `> 0. 


Укажем план доказательства. Обозначим, соответственно, через ап, бп, 
с, общие члены гипергеометрических рядов 


А = Р(а, Вт, 1), В=Р(а—1,8 1,1), С=Е(а, ВТ 1. 


Непосредственно проверяются соотношения 


@п — @п+1 = (1 т) би — би+1, 
(1— а) (а, — 6) = Ваи—1 + (п— 1) 4-1 — пав 


и доказывается, что па, -—0. Складывая эти соотношения при изменении 
указателя от 1 до п и переходя к пределу, получим: 


1В = (1—8) С, (1—@а)(А— В) = ВА, 


откуда 
(1— а) (1— в) 
А = ————=—=—=—т—т—и т” с 
1(1—@— В) 
Рассмотрим теперь выражение 
Б(а, В, 1, 1). га-эга-в. (32) 


Гга—=—В’ 


предыдущее соотношение [в связи с (9)] показывает, что значение этого 
выражения не изменится при замене 1 на 1--1. Таким образом, 


Г (1—@).Г (1—8) 
БР(а, В, 1, ща = 
О га. в) 
Гут — а) Гат В, 
Гат. Га-тр—@— В) 
Перейдем здесь справа к пределу при т—о0. Из равномерной, относи- 


тельно т, сходимости ряда Р(а, В, { - т, 1) следует [433], что его сумма 
стремится к 1. Таков же будет предел и множителя 


Гат — а) Гат — В) 
Гат) ГгаттрЫ—«—В' 


так как он представляет собой остаточное произведение для сходяще- 
гося [в силу 5)] произведения 


ГГ а—@&+ ав”). 
ао 


В таком случае выражение (32) оказывается равным 1, а это равносильно 
формуле Гаусса. 


= Р (а, 8, тт, 1) 
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1 
Из этой формулы теперь можно, при 1 = 1, а=В = — 5, Получить раз- 
ложение 
1 \2 1.1 \2 1.1.3 \2 1.1.3.5 \2 | 4. 
1+(5) +(5:+) +(52=5) +553) ИТ ($) ^ 
2 
можно доказать и более общий результат, что сумма биномиальных коэф- 
фициентов, отвечающих показателю т бинома, при п>—ъ ‚ равна 
Г(--2т) 
И аа =], а=В = —т), 
ПО яр ‘ и 


Раньше мы это сделать не могли из-за ограничения а `>> 0. 
8) Распространение Г (а) на случай отрицательных а. По фор- 


муле (9), т (а) = Г (а = 1) 
Е" , 


так что значение Г(а) определяется через значение Г(а--1). Если 
—1<а< 0, то а+1`>0, иГ(а--1) имеет смысл. Определим Г (а) 
то предыдущей формуле; таким образом, определение функции Г (4) распро- 
странено и на случай — 1 <“ а< 0. Вообще, если —п<а < — (п— 1), то 
распространяя на этот случай формулу (10), определим Г (а) равенством 


= Г (а-+ п) 
= а(а-+ 1)... а-+т—1)° (33) 
Если для большей отчетливости положить здесь а= — п-Ра, где 
О<а< 1, то определение это перепишется так: 
Г (<) 
РИ ыы 
си: Ш Неее (34) 


Отсюда сразу видно, что знак Г (а) ля —п«<а< — (п— 1) дается множи- 
телем (—1)". При приближении ак —п или — (п — 1) (т.е. при прибли- 
жении ак О или к 1) Г (2) обращается в сю (первого порядка!) 

9) Предлагается, основываясь на 8), обобщить на случай любых веще- 
ственных значений аргументов формулы (7), (9), (15), (20), (26), (30) (избегая 
лишь целых отрицательных и нулевого значений аргументов). 

Уклздниге. При распространении формулы [30] учесть равенство (33). 

Если воспользоваться распространением Г (а) на случай отрицатель- 
ных а, то и формула Гаусса, о которой речь была в 7), окажется верной 
при единственном предположении: 1 —а —В8`>0, которое необходимо для 
сходимости самого ряда Р (а, В, 1, 1) [378, 4]. у 

10) Основываясь на формуле (34), доказать, что, при изменении а от 0 
до 1, Г’(&а— п) однажды (скажем, при а =а,„) проходит через 0, меняя знак 
(—1)° 1 на (—1)”. При соответствующем значении а = а; — п функция Т (а) 
имеет, таким образом, положительный минимум (при п четном) либо отри- 
цательный максимум (при п нечетном). См. график функции Г на черт. 64. 

Предлагается доказать также, что (при возрастании п) как а„, так 
н Г. =|Г (а, —п)|, монотонно убывая, стремятся к 0. 

Уклзлние. Основанием для этих заключений служат равенства 


Ио" |Г (@ —п) | 
а. пгт ея. 
ее Пе. 


п 1—а Тата 
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п 
Г’ Г (ав) _ _У, 1 
Г (а) (а„) — ры у—аз” 


11) Доказать, что при —п<«а< —(п—1) функция Г (а) выражается 
интегралом 


— 


г) | ее... -- (— сета. 
о 


УклзадниЕ. Применить интегрирование по частям; см. 8). 

12) В главе Х! [402, 10)], исходя из определения функции Г (а) фор- 
мулой Эйлера-Гаусса (7), —и притом сразу для любых вещественных 
значений аргумента (исключая нуль и целые отрицательные числа) — мы' 
установили некоторые простейшие свойства этой функции [см. также 408]. 
То же можно сделать и по отношению к другим изученным свойствам. 

Точно так же отправной точкой для изучения функции Г (4) при любых 
вещественных а (за теми же нсключениями) может служить ряд 


ЗИ 
Оли г (а) = У, 
ет 


при дополнительных условиях Г (1) =Г (2) = 1. 

13) Наконец, отметим, что функция Г (4) может быть определена, как 
однозначная аналитическая функция, во всей плоскости комплексной 
переменной а*. Это может быть сделано, исходя из самого интегрального 
определения (6), если разбить 


{®*) 1 


| на два ] +] =Р9+0 | 


0 


Тогла функция 
1 


Р®- ха- мае Де уни и а 
0 


1 


\ (—1)" $. 01 

р < —1) са — Я (— 

-У п! Де = п! ат 
0 0 0 


естественно распространяется на всю плоскость комплексной переменной; 
как мероморфная функция, с простыми полюсами в точках 0, —1, —2,..., 


—п,..., Которым отвечают вычеты 1, —1, г... (—1)” тт» **. Функ- 


ция де 
оо 


9 («= | ха—1е-хаАх 


1 


* Это последнее замечание о распространении функции Г может быть 
понято лишь теми, кто знаком с основными понятиями и терминами теории 
функций комплексной переменной. 


ъ 
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имеет смысл и при комплексных значениях а и представляется целой 
функцией. 

Свойства функции Г(а), доказанные для положительных вещественных 
значений аргумента, автоматически распространяются на всю плоскость, 
по известной теореме об аналитических функциях (мы имеем в виду свой- 
ства, выражаемые равенствами между аналитическими функциями). В част- 
ности, из формулы дополнения (15), которую можно написать так: 


1 — 
Г(1— а) —_ 


явствует, что 1/Г (4) голоморфна во всей плоскости. Таким образом, Г (а) не 
имеет корней. 

В заключение упомянем, что как формула Эйлера-Гаусса (7), так 
и формула Вейерштрасса (30) с успехом могут быть положены 
в основу определения функций Г (4) сразу во всей плоскости. 

539. Вычисление некоторых определенных интегралов. Обратимся 
к рассмотрению некоторых интегралов, при вычислении которых используется 
функция Г (а) и ее свойства. 

1) Дифференцируя по а формулу 


©) 


Г (а) ыы Г ха-1е-х ах, 
0 


- эп ат + Г (а) = — 5ш ат [Р (а) {+ О (а)] *, 


мы получили в 531, 1° формулу (8): 


[© ©) 
Г’ (а) = | ха-—1е-* пх Ах. 
0 
Полагая здесь а =1, так как Г’ (1) = — С, получим: 
9) 
[ е-* пхах = — С. 
`0 
Подстановка х = — ши приведет к любопытному интегралу 


1 
] т (— ши) 4и = — С. 
0 


1 | 
Если взять 4 = 5 и положить х =, то найдем: 
(ФФ) у 
ь 1 1 ® 
—1 р В Е ЗИ ВЯ 
| т = ТГ (5) (С 22), 
0 


как это легко получается из разложения (27) —с учетом логарифмического 
ряда. 
Повторяя дифференцирование по а, мы пришли к равенству (8’): 


Фо) 
Г” (а) = Г х9—1е-® т? хах. 
0 


* В тех точках, где Р (а) имеет полюс, Уп ак обращается в нуль. 
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При а =1 оно дает нам: 
па 
Й е-х 11 хх = Г” (1) = С? о 
0 


Последний результат получается из (28), если при этом воспользоваться 


известным рядом 
[Ф®) 
У => 
п? 6’ 
1 


1 
Наконец, полагая и здесь а ==, с помощью подстановки х = Ё полу- 
чим еще такой интеграл: 


Ф®) 


й п р 
[г пеши = И (са =] 
| о. 

ит. д. 
2) Вычислить интеграл 


ФФ) 
Рх 
1= |" НЫ: 
х 
0 


где р есть рациональная дробь с нечетными числителем и знаменателем. 
УклзадниеЕ. Воспользоваться формулой Лобачевского [497, 14)]; 
в согласии с ней 


к 
2 
=] зтР-1х ах 
0 
2 
у=_1(5) [Г (5) 
и ор. 
См. 532, 4) (6) Ответ. Л = 5 - (+ у 2 (р) 
2 
3) Вычислить интегралы (8 `>> 0): . 
©.) ©) 
= | со$ 6х Ни в= / 5 бх Не 
х8 хз 
0 0 
(0<8<!1) (0<85<?) 
Имеем [см. (13)]: 
1_ 1 ее 
2 Г() [ е-2= г, 
0 


так что 
со 


оо 
А-те / созбхах | ге-1е-вр 4. 
Г 0 0 


9 
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Переставив интегрирования, получим 
©.) 2. ®) (©) 


1 1 28 42 
ее. _1 - — ОРС 
0 


или, полагая 62 = 27, 


со 821 
5? Г —. 68-1 (+1 ) 
^=эт $) ГЕЙ =) В: 
8—1 л льз- _1 
| _ #6) нЕт ЭТ (5). соз 5 
[см. (4), (5)]. Аналогично д рв-1 
| В = ЕБЕТ 
2Г (5) $ 5 


Обоснование перестановки интегралов проводится так же, как и при 
со 


вычислении интеграла ] ах в 524, 11). 


4) Вычислить интегралы 
[®,®) со 


] ее. й ЗП Х па хах. 
х х 


0 ( 
Согласно 3), интеграл (0% $52) 


[в ©) 
т х п 
и 
хз 5т 
9 


2Г (5) эт 5 


Дифференцируя его по параметру 5 (пользуясь правилом Лейбинца), 
найдем: 


0.9) 


Дт пока Г п -- 5Г (5). с0$ а 
0 х - Ё ($). $ < | 


Применение правила Лейбница оправдывается равномерной сходи- 
мостью полученного интеграла относительно $ как при х = © (для $ >= $5 > 0, 
см. 515, 4°), так и при х =0 (для 5 = $1, мажоранта | пх|: х*:7!). 


Продифференцировав полученное равенство еще раз (что обосновывается 
аналогично), найдем: 


со 


пох п 2 
. |112 ее \ а 
Г рег 112 хах | 5 [Г ($) зп — > ее 5 Г (5) соз 5^ - 
о Ё (5) - $ "3 


НЕроетИм Я + =Ё" (5) с0$ Г (3) эт}. 
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Полагая в обоих равенствах $ = 1, найдем значения искомых интегралов 
ы со 
- их п 
шхах=-.Г’Оа 
И и. 
0 


©о 


9 Х па хах = п [Г' (1) —=.г” += 


© 
Учитывая, что [ср. 1)] 
У: 
мое, мона", 


окончательно будем иметь: 
[®.®) со 


п х п зи х | п 8 

Е 27 Ш ЕЕ. | 

[ > шт хах = 5 С, Г . 113 х ах о С? -|- 4 
о 


5) Мы имели уже [см. 534, 4 (6)] формулу 


з 
зи чат . —®_ (а`>0). 
0 г(2-+ 5) 


Дифференцируя по а [с применением правила Лейбница, 520], по- 
лучим 


® 

Е] 
й 3112 —14.пзтф 4ф = 
9 


1 УЕ _ г) [дите В ня | 


2 2 г(+ 5 аа аа 


Если воспользоваться формулой Гаусса (25), то выражение в скобках 
перепишется в виде 


Положим теперь 24а — | =2лп, где п — любое натуральное число или нуль, и 
сделаем подстановку { = из. Тогда получим 


я а У * г ("+ 
И 39 $1 = — : 
Ре! 2 ая и 


я 
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При пл =0 эта формула дает уже известный результат: 


к 


р. 


там с ао =—5 12. 
0 
При пл =1 мы приходим к новому интегралу 


Е] 
У эт по. што 4 5 5 1 5 +3 .’ — п 12). 
0 

6) Вычислить интегралы (42`>0, р>0) 


©®) 
-и= [ е- 1? хР-1 созрхах, = [ е-@® хР-1 т фх 4х. 
0 
Решение проводится аналогично 8) п° 523. Для функции ® =и- от 6, 
как и там, получается дифференцнальное уравнение 
= (фам, 


которое можно переписать в виде: 
о И ВА 
а Ра’ 
Легко проверить, что — в силу этого уравнения — 
и. (а— БР = с = сопз *. 
Полагая здесь $ =0, находим, что с =Г(р). Таким образом, 
— _ (р) Г _ (а-- Ы)Р = 
(а—80)Р  (42-— 5)Р 


|, |, 
= АВ. } с0$ р аг — р 151 р агс{ —— 
Приравнивая порознь вещественные и мнимые части, получим, наконец; 


—= ева р9, “= РИ В п ро, 
(а?-- 52) _ 


(а? -- 6) 7? 
|, 
где для краткости положено: 9 = агсё р 


Заменяя У - 3 через Я 


а 
или через 
п 0 Р _ со 


50’ можно переписать ре- 


зультат в виде 


ы_ -р ) Зи” 0 соз р0 = —2 оз? 6 соз рб, 
а 
№ го зт Р 9 зш рб = ГР) созР о эт 20. 
6Р аР 


* Под (а - 60)Р здесь и ниже мы разумеем ту ветвь степенной функции, 
которая при $ =0 обращается в положительное вещественное число аР. 
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Предлагается получить отсюда интегралы А и В задачи 3), полагая р = 1—5 


|, 
и устремляя ак 0 (при р `>0 угол 8 = ага Р будет тогда стремиться 
д 
2] , 
Дифференцируя по р интегралы и, 9, можно получить ряд новых инте- 
гралов; предоставляем это читателю. 


7) Найденные для интегралов и, 9 значения позволят нам вычислить 
другие интересные интегралы. Умножим обе части равенства 


К 


[®®) 
Г -Р в ба ре = [| в-4®хР-1 с036х 4х 
. | 
на 
48 
Ч. {09-1 — 69-1 
27.1070. аут" 46 


(считая 0 4<рид<!) и проинтегрируем слева по вот 0 до 5 ‚ а спра- 
ва по фот 0 до со *. В результате получим 


к 
Я 
н=|[ 052-71-10. 5119-10. с0з р@ 40 = 
0 


| и «|. е-@® хР-1 со вх ах. 
Я 


Если переставить справа интегралы, то это сразу приведет к вычислению 
интеграла ./|: 


©. ®) ©) 


= обе хР-тах || 65 фх Чь. 
а (р) 1-9 


0 0 


Из 3) легко установить, что значение внутреннего интеграла будет 
ыы 
1 (4) с0з = х-9, так что 
че п 
аР ЧГ (9) соз ^^ 29 


ь р хр 9-1 ах 


ы. о ИСК атЕЕ 
. 0 


и, окончательно, 


к 

2 
= ] с05? -9-1. 5119-10. с0$ р0а8 = а с0$ ®. 
0 


* Связь между переменными 6 и 0 дается формулой 6 =а 15 0 (а =соп?з\). 
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Аналогично можно вывести: 


к 


2 


Л= | совр 9-1 6 м-в про о = Е -9) и 4 >. 
ь | 


Покажем теперь, как обосновать перестановку интегралов, без чего, 
разумеется, результат не может считаться установленным. Так как интеграл 


{®.®) 


Г хР-1е-92 „4-1 соб рхах 
0 


сходится равномерно для 0% 5 == В< - сю, то 


В оо [е%) в 
Ги Г хР-1 е-@® созфх ах = еле хР-тах | 61-1 соз фх ав = 
| 0 о ь, 
(ве) Во 
из [етих Ч-1 4х [ ц4—1 соз и аи. 
[и ых 


оо 


Ввиду существования интеграла и1-1 сози4и, внутренний интеграл 
у су | у 


при 2 О и В -»-{ сю стремится к В оставаясь ограниченным: 
Вх 
Г и 1 созиаи | < [, 
6, 


‚ так что все подинтегральное выражение мажорируется функцией 2.274 Ж 


Хх хР-Ч-1, и предельный переход при $5 ->0 и В -> -- оо допустим иод знаком 
интеграла и т. д. 


8) Положим 
1 


1 — хё-! 
4 =риг = акс 


о 


[см. (25)]. Тогда 
1 


р 
=== 4х = (а-- ) —ф (РИ 


9 


(при р-- 1>>0, 9 1>>0). 


Заметив это, рассмотрим интеграл 


ты ПеаыРы, 


(1 —х) шх 
ие 1, В >-1 «48 >-И. 
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Его В по & 
1 — Г 1 
— а хе о-фе-+ено = дираеерр: 
Поэтому | : 
ЕС 


Рако т 
Так как / =0 при а =0, то необходимо С = п Г (8 -|- 1), следовательно, 
у_игетогечнь 
Гео 


Аналогично находятся интегралы 


К— Е (1 — 5х8) (1 —х) ры 


(1 —х) шх (е>-1, +8 >-Ь 
«+1 >-1, «+341 >-1 
и Гаетеогаезо 

Г (а-- ПР (ава и ° 


Е = (1 — 52) (1 — 8) (1 — х1) 


и лшх 4х= 
о (и > —1 ит. д.) 
_ и Р@-+тоее+ога--огачяеуно 
(а РВРОГ (а т ОРВИ ' 
ит. п. 
Если в интеграле К взять =, а=т-—1, =“ и сделать 


подстановку х == 2, то придем к интегралу 


нь "СЕ 
ГЕЯ! 
ИО м: (2) (= 


(а, #>0) 
При $ =1 — 4 отсюда получается любопытный интеграл 
ь 1-1 ра {4 


Приведенных примеров достаточно, чтобы показать, насколько расии- 
ряются наши возможности представления интегралов конечной формулой 
благодаря введению функции Г. Даже в тех случаях, когда конечная фор- 
мула не содержит иных функций, кроме элементарных, получение ее все 
же часто облегчается использованием функции Г, хотя бы в промежуточных 
выкладках. 

540. Формула Стирлинга. Обратимся теперь к выводу удобных при- 


ближенных формул для шГ (а) и к вопросу о вычислении значений этого 
логарифма (и самой функции Г). 


51 Г. М. Фихтенгольц, г. 1 
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Отправной точкой нам будет служить формула (24) для логарифмиче- 
ской производной Г: 


г [о-я — о-ах 
рига) = Е Тр Ах. 


0 


Так как подинтегральное ‹ выражение представляет собой непрерывную 
функцию от обоих аргументов х и а при хсоо0иа›>0 (при х=0в этом 
можно ‘убедиться разложением в ряд), а при х = со интеграл сходится рав- 
номерно относительно а для а со ау > 0 — мажоранта 


в-х е-@х 
х и 1 0% ии 
то можно проинтегрировагь по @, от 1 до а, под знаком интеграла: 
{®.®) 
_х -_ах 
г е_^ —е ах 
шг(а) = /] (Пер (а>0). 
Го 1—е* х 
0 

Изменяя знак переменной интегрирования, перейдем к промежутку 

[— оо, 0]: 
0 
ах Хх 
е”^ —е ах 
шГ (а) = ] о (@— 1) | —° (35) 
г” — 1 х 
— со 
И этот интеграл сходится равномерно при х = — с® для 0« а, со асе А< -{ со; 
проинтегрируем снова по а, от а до а-{-1, под знаком интеграла 
а+1 


®(а)= | ШГ (а) аа = 


0 


20% ех 1 ах | 
м Ш] (4-1) (| ==. (36) 


—_ со 


Мы используем полученный интеграл, равно как и элементарный интеграл 
Фруллани [495]: 


1 ет —е-‘* ах 21% —е* 4х 
уша= ] о == =” ие (37) 


о ее 


для упрощения выражения (35). Именно, вычитая из него (36) и прибавляя 
(37), получим: | 


шГ (2) — А (а) уша= А= 2+3] ^“. 


Полагая, для удобства, 
ге 0 


1 т, 11 2% ах | 
мые. 


со 
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и подставляя вместо Л (а) известное уже нам выражение (19) интеграла 
Раабе, получим 


шт (2) = У + (2—5) ма-а-+ 5 (2) (39) 


В главе ХП [441, 10] мы имели разложение на простые дроби гипербо- 
лического котангенса: | 
1 2х 
ин 
ЕР Е 
Е=1 


действительное для всех значений х => 0. Заменяя здесь х на х/2, можно 
преобразовать его к виду [ср. 449]: 


|.) 

х х _ 2х? 

о: 
К=1 


илн, наконец, 
1 < 
т = (=т-х +3) =? Ж-иаит. 
К=1 


В Х(х) мы узнаем функцию, входящую в подинтегральное выражение 
3 ). Н 

Фиксируем любое неотрицательное целое число т и заменим каждый 
член ряда тождественной _ суммой 


| 1 т—2 


Ис ЕАН ВЕРЬ, АРЕНЫ п а аи __ 1\т%-—1 
Хх? -- 4А?к? 4? т? ат ый Е о :+С Г) я + 
ты х2т 1 
О дет 1 
4? т? 
Суммируем отдельно слагаемые вида 
х2п-? 
[1 -—  (1=<17=<мт 
(42т2)" 


при А =1, 2; 3,... Полагая, как обычно, 


Ф9. 


1 
р2т — 52, 


К=1 
получим результат ь“ 
— 11 —— бт. 2-7; 
ее. (2*)2” ыы 
если ввести п-е число Бернулли [449]; 
2. (2п)! 
о 0) 
Ш (2п)” 2п | 
то этот результат перепишется так: 
г. В 
В о № п . хп-2. 
>) 2. (2п)! . 


51* 
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Хх? 
44?т2 ? 
представляющими положительные правильные дроби, то, суммируя их, при- 
дем к члену 


Что же касается последних слагаемых, снабженных множителями 1/1 -|- 


(2 1)” ут Вт 1 2т 


ото" 


— 
где 0 также есть положительная правильная дробь. 
Окончательно о" такое выражение для /(х): 


__ В „Ва В 
1 _ 3 +4 и 1\т8-1 № „2т-2 
20) = о. р о 
В 
—_ 1\т.$. т--1 2т т : 
5 (—1)`.8 их (0<8<1 
Нодставив это в (36), проинтегрируем почленно. Так как 
© у {® >) 
ах 28] х — -а“л 21 [у — 2п! 
е Е ы ат! 
— оо [# . 
и 
6 о 
ея. хтакнв. ебхтах о. ПИ (0<8<1)*, 
а2т-+1 
— со — со 
то находим, что 
В. 1 а ] 
ааа 


В 1 
а Ее 
-Е (—.1) (Эт — 1) 2т а2т-1 те 


+18. Вт 1 << 1 
(2т 1 @т-2) а2т+! р 


Наконец, если в (39), вместо ® (4), подставить полученное выражение, 
то мы придем к формуле: 


тГ (а) = м У2х - («-з)па-а+ть 5 = 
В, _ В 1 
3.4 4 а. +0" ож ° рт Ва 
В 1 
ол а ©<1<, (41) 


(2т - 1) 2@т--2) а2т+1 


иосящей имя Стирлинга ()}. энг). 
В простейшем случае при т = 0 формула принимает вид 


шГ (а) = м У (ау) (0< 0х 1). 


+) Обращаем внимание читатсля на то, что @ зависит от х, а 9 — мет. 
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Если, отбросив дополнительный член (содержащий множителем 0), 
продолжить ряд членов в формуле до бесконечности, то получится так на- 
зываемый ряд Стирлинга: 

| = 1 в 1 Ва 1 
шт (4) > шУ * (5) та—а А 
-- а И: 
® (2т--1):2т  ат-Е | **° 


Этот ряд будет расходящимся. Действительно, ввиду (40), абсо- 
яютная величина общего члена ряда Стирлинга 
Въ | 1 (21—2) 


(2п—1)27 Е а2"'-1 РА (2ка)"-1 ан > 09 
при п- 00. 

Тем не менее этот’ ряд очень полезен для приближенного вычисления 
функцин шГ (а), являясь ее асимптотическим представлением 
ив то же время обвертывая ее. Мы уже сталкивались как с формулой, 
таки с рядом Стирлинга для п (п!) [см. 469, (26) и (27)]. Только что 
полученные разложения имеют более общий характер. Если пожелать вы- 
вести из них прежние результаты, то следует положить а = пл и, кроме того, 
прибавить еще шл, так как Г (п) =п — И, а не л!. И в рассматриваемом 
общем случае также, потенцируя [464, 3°], можно получить асимптотическое 
разложение для самой функции Г (а) [см. 469]. 

541. Вычисление эйлеровой постоянной. Вернемся к формуле (39), 
которую продифференцируем по 4: 


` а. | / 
РГ (а) = па— 5. +’ (@), 


где 
0 


ю’ (а) = Г хеах } (х) ах. 


— со 


Повторяя прежние выкладки, получим 


В 1, В 1 „Вир 1. 
= пра р ая 
оны Вы. т  05и<\) (42) 


2 -- о а2т-?. 


Отсюда и приходим к асимптотическому разложению 


1 В 1 В 1 
РГ (а) о та-- 5, — а-я. 
В, 1 
НОЕ ЕН 


Формально оно может быть получено почленным дифференцированием 
ряда Стирлинга *. | 

Из выведенной формулы (42) можно извлечь удобный прием для вычи- 
сления эйлеровой постоянной С. 


* Таким образом, в данном случае оказалось допустимым почлен- 
ное дифференцирование асимптотического разложения [ср. замечание в п° 464]. 
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Полагая в ыы Га й. сса (25) а равным натуральному числу Ё, найдем 


1, к-1 
С = ——_р@—Риг(*). 
0 


Но 
1 &- _1 
а т И Е +, 
так что 
1 


[ 1 #- —1 
ПЕРИ -1+5+...+т 


Используя формулу (42) при а = Ё, окончательно получим 


с=1+5 +... тра тоа+ 
+в — ва > ти. т 2 Е сз 
(0<и<| 
По этой формуле, взяв Ё = 10 и вычисляя члены вплоть до содержа- 
щего ^А12, Эйлер нашел значение С с 15-ю знаками: 
С = 0,577 215 664 901 532 .. 
542. Составление таблицы десятичных рб функции Г. Ука- 


щжем вкратце путь для составления упомянутой таблицы. 
Вернемся к формуле (27), которую, заменяя а на 1 -- а, напишем в виде 


И -с+ (+ 


‚ Последовательным дифференцированием придем к ору для П-Й `‘произ- 


водной 
ап тг -а) п 1 
=" и Е 


{равномерная сходимость получаемых рядов оправдывает почленное диффе- 
ренцирование). 
Таким образом, находим коэффициенты ряда Тейлора: 
1 ап ШГ -а) | п 5п 
—Щ = (—1) —, 
а=0 п 


п! а” 


2+). 


где 


Тогда для |а|< 1 будем иметь: 


| | 1 
_ Ш -а) = — ба о 5? — 3 ами... 
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Так как числа $» (особенно для больших А) близки к 1, то выгодно при- 
бавить почленно разложение (также справедливое для |а|< 1) 
| 1 | 
Ша) = а— а ее а 


что дает нам 


ШГ -а) = 
=-па+я+а-Оа+ (в-—09—5 (88—09 .* 


Умножив на модуль М и полагая 


ми—С©-=С, 5 М(а—0= С» 3 
получим р 
шг-а) = —_Шши-а) + С1а- Соа? — С.аз + С. —... (43 
Заменяя а на — а, вычтем получаемое разложение 
ШГ (1 — а) =— 1 (1 — а) — Са + Са? - Сзаз + Са4- ... 


из предыдущего, Так как, по формуле дополнения, 


М (5—1) =С.,..., 


` ` а 
Гага = 


| ат 
ШГ =—ига--ии—, 
то найдем: 


та -- С1а — Сза8 — Сб —... (44) 


-- аа 


т 1 
Ра = $. 


Лежандр дал значения коэффициентов С» (для п < 15) и их лога- 
рифмы и вычислил с помощью формул (43) и (44) десятичные логарифмы 
Г (а) для а от 1 до 2 через 0,001, сначала с 7, а затем и с 12 десятичными. 
знаками. | 


Заканчивая этим изучение функции «Гамма», мы видим, что, 
исходя из ее представления с помощью интеграла, содержащего па-. 
раметр а, мы не только ознакомились с глубокими ее свойствами, 
но и научились вычислять ее. Новая функция эта является в такой 
же мере освоенной нами, как и элементарные функции. 


АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Абелевы интегралы 84 

Абель 292, 294, 530 

Абеля лемма 308 

— подстановка 69, 612 

— преобразование 307, 314, 405 

— признак сходимости ряда 309 

— — равномерной сходимости ряда 
432 

— -—. сходимости интеграла 568 

— -Пуассона метод обобщенного сум- 
мирования рядов 403, 411 

— теорема 330, 399, 519 

Абсолютно интегрируемая функция 
567, 590 

— сходящееся произведение 358 

— сходящийся несобственный инте- 
грал 567, 590 

— — ряд 298, 358, 516 

— — —, переместительное свойство 
317, 334, 358, 516 

— — —, умножение 323, 516 

Адамар 302 

Аддитивная функция промежутка 226 

Аддитивность площади 189 

— объема 204 

Алгебраическая часть интеграла, вы- 
деление 68 

Амплитуда 254 

Аналитическая функция 452, 453, 494, 
502, 505 

Аргумент комплексного числа 513 

Арксинус, главное значение 528 

—, степенной ряд 461, 470, 506, 
529 

Арктангенс, главное значение 527 

—, степенной ряд 370, 460, 527 

Арцела 436, 441, 747, 749 

Архимедова спираль 176, 200 

Асимптотический ряд 537, 654, 797 

— —, действия 939 

— —, дифференцирование 543, 797 

— —, единственность 537 

— —, интегрирование 541 

— —, потенцирование 541 

Астроида 176, 185, 186, 203, 211, 219 


Барроу 15 

Бернулли Иоганн 95 

Бернуллиевы числа 497, 544, 707, 708 

Бертрана признак 281 

Бесконечно малых элементов сумми- 
рование 222, 229 

в функции 347, 467, 472, 713, 
7 


Бесселя дифференциальное уравнение 
472, 679 

Бета-функция 754 

— —, рекуррентная формула 755 

— —, связь с гамма-функцией 759 

— —, симметричность 755 

Биномиальный дифференциал, ннте- 
грирование 51 

— ряд 374, 455, 471, 490, 529 

Био и Савара закон 244, 561 

Бонне формула 119 

Бореля метод обобщенного суммиро- 
вания рядов 413 

Буняковского неравенство 154, 594 


Валлиса формула 146, 354, 373, 379, 
617, 708 


Ван-дер-Варден 482 

Варианта комплексная 514 

— —, предел 514 

Вейерштрасс 437, 482, 491 

Вейерштрасса формула 364, 476, 779, 
182 | 


Вивиани кривая 187, 224 

Виета 3954 

Винтовая линия 187 

Вороного методы обобщенного сум- 
мирования рядов 410 

Выделение алгебраической 
интеграла 68 

— рациональной части интеграла 44 

Вычисление интегралов: 


части 


| ш (1 — 27 соз х - 72) 4х 122, 140, 


0 
467, 677 
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х 


[ я ах 618, 625, 722, 746 
№ 
со5 Вх - 
[ эаркр@х 710, 725, 733, 744, 
0 
745 
[®.®) 


х зи Вх | 
Г а? —- хз ах 7.25, 733, 744 
0 


а 703, 721 
Е.“ 03, 


у [®. ©) 
| т х? Ах, [ 0$ хх 725, 733 
о 0 


Вычисление определенных интегра- 
лов, дифференцирование по пара- 
метру 677, 678, 721, 725, 727, 786 

— — —, интегральные суммы 120, 
619, 621 
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метру 683, 722, 725, 726, 738, 760, 
788 

— — —, интегрирование по 
131, 607, 636, 638, 640 

— — —, искусственные приемы 615, 
625, 627 
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грального исчисления 124, 558, 586 

— -—- —- подстановка 135, 144, 609, 
615, 634, 635, 768 

— — —, предельный переход по па- 
раметру 708, 721, 723, 726, 739, 791 

— — --, разложение в ряд 460—470, 
618, 638, 674, 675, 676, 701—714, 787 


частям 


Гамма-функция 363, 757 
в Вейерштрасса формула 364, 
9 


801 


Гаусса формулы 776 

график 759 

дополнения формула 379, 761 

Коши формула 775 

Лежандра формула 764, 778 

логарифмическая производная 
476, 774, 778 

— —, максимумы и минимумы 759, 


ее 
нета 


| 
| 


‚ определение ее свойствами 764, 


‚ Раабе интеграл 763 

— —, распространение 784 
—, рекуррентная формула 363, 758 
—, Стирлинга формула и ряд 796, 


—- —, таблицы логарифмов 798 
— —, Эйлера произведение 76. 
-, Эйлера — Гаусса формула 363, 
758, 773, 779, 783 
Гармонический ряд 2265, 269, 272, 291 
Гаусс 283, 684, 773 
Гаусса признак 282 
— формулы 142, 776 
И формула 363, 758, 773, 779, 


Гёльдера методы обобщенного сум- 
мирования рядов 413 

Гипербола 178, 196 

Гиперболические функции, сопоста- 
вление с тригонометрическими 197, 
526 | 

—_, подстановки 29 


Гипергеометрический ряд 12282, 299, 
361, 473, 773 
Гнпергеометрническое дифферен- 


циальное уравнение 473 
Гипоциклоида 186 
Главное значение аргумента комплекс- 
ного числа 513 | 
— -- арксинуса 528 
-- -—- арктангенса 527 
— - логарифма 528 
— - несобственного интеграла 595, 
598 
. степени 529 
Гладкая кривая 193 
‚ поверхность 205 
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Гульдина теоремы 230, 233 


Даламбера признак 273, 280, 298, 516 
Дарбу 97 

— интегралы, верхний и нижний 100 
— — как пределы 106 

— суммы, верхняя и нижняя 97 

— теорема 106 
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Двойной ряд 335, 455 

‚Декартов лист 201 

ре 266, 289, 364, 472, 773, 
78 

‚Дини 292, 293, 294 

.-— теорема 434 

— —, обобщение 661, 699, 715 

‚Дирихле 292, 760, 771 

— признак сходимости ряда 309 

— р равномерной сходимости ряда 
4 


— — сходимости интеграла 568 

— разрывный множитель 637, 644, 745 

— ряды 311, 454, 471 

— функция 105, 106, 591 

‚Дифференциальное уравнение 245 

— — Бесселя 472, 679 

— — гигергеометрическое 473 

— —, составление 254 

‚Дифференцирование интеграла по 
‘верхнему (нижнему) пределу 116, 
604 

‚— — по параметру (дифференциро- 
вание под знаком интеграла) 665, 
670, 673, 714, 753 

— ряда, почленное 450, 520 

‚Длина кривой 170, 172 

— —, выражение интегралом 170 

— —, производная 170 

— —, пространственной кривой 186 


е (число), трансцендентность 147 
Ермакова признак 287 
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Зайдель 427 
Знакопеременный ряд 304 
— —, оценка остатка 305 
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— — тела 242 

Интегральная сумма 97 
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Интегральный косинус 83, 570, 643, 
656 

— логарифм 83, 597, 654 

— синус 83, 570, 643, 656, 713 

— признак Маклорена — Коши 284 

Интегралы, не выражающиеся в ко- 
нечном виде, 36, 52, 83, 86, 92, 462 

‘Интегрирование биномиальных диф- 
ференциалов 51 

'_ в конечном виде 36 

— интеграла по параметру (интегри- 
рование под знаком интеграла) 667, 
673, 718, 753 
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— по частям 31, 130, 606 

— подстановкой (путем замены пере- 
менной) 23, 135, 144, 608 

—, правила 18 

— простых дробей 37 

— радикальных выражений 50, 51, 
56, 66, 532 

— рациональных выражений 43 

— ряда почленное 450, 672, 701, 714 

— тригонометрических и показатель- 
ных выражений 74, 83, 532 

Интегрируемая функция 97 

— —, классы 101 

— —, свойства 103 

— с квадратом функция 594 

Интегрируемость предельной функ- 
ции 440, 661 

Интерполирование — параболическое 
157 

Канторович 646 

Кардиоида 179, 186, 201, 219 

Каталана постоянная 169, 463, 738 

Квадратура 16 

Квази-равномерная сходимость 436 

Квадрируемая фигура 188 

Квадрируемости условие 188, 190, 192 

Кеплера уравнение 511 

Кнопп 313 

Комплексная варианта 514 

— переменная, функции от нее 516, 
521, 523, 525, 529 

— плоскость 512 

Комплексное число 511 

— —, аргумент 513 

— —, вещественная часть 512 

— —, действия 512 

— —, мнимая часть 512 

‚ модуль 9512 
— —, тригонометрическая форма 513 


‚ Конус круговой 209, 240, 241, 242 


Корень из комплексного числа 514 

Корни из вещественных чисел, вычи- 
сление 385 

Косинус, аналитическое определение 
480 

—, бесконечное произведение 379 

—, степенной ряд 369, 526 

—, — — для логарифма 500 

— гиперболический, бесконечное про- 
изведение 380 

— —, степенной ряд 369 

— в комплексной области 526 

Котангенс, разложение на простые 
дроби 475 

— гиперболический, разложение на 
простые дроби 476 
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—, степенной ряд 487, 499, 527 

— —, степенной ряд 487, 499, 527 

— Коши 292, 505, 595 

— Гёльдера неравенство для инте- 
гралов 152 

рядов 295 

— Адамара теорема 302 

— Маклорена признак 284 

— признаки 272, 292, 565, 588 

— теорема 323, 328 

— формула 323 

Кратный ряд 352 

Кубируемое тело 203 

Куммера признак 279 

— преобразование рядов 390 


Лагерра (Чебышёва) многочлены 608 

Лагранжа ряд 507 

Ламберта ряд 313, 343 

Ландау 312 

Ландена преобразование 142 

Лаплас 511, 705, 725, 733 

Лежандр 92, 681, 707, 754, 757, 799 

Лежандра многочлены 138, 149, 494, 
511, 533, 675 | 

— формула 764, 778 

— функции К (2, $), Е (Е, $) 33, 116, 
178 


(Е), Е (Ё) 143, 167, 178, 215, 
295, 254, 354, 468, 679, 738, 772 

Лейбниц 15, 95, 397 

Лейбница и Ньютона теорема 15 

— правило 665 

— теорема 304, 310 

Лемниската 179, 201, 220 

Лиувилль 

Лобачевский 618 

Лобачевского формулы 638, 676 

Логарифм комплексного числа 523 

Логарифмическая спираль 177, 185, 
186 

— функция, степенной ряд 370, 456, 
460, 487, 506, 525 

— — в комплексной области 523 

Логарифмы, вычисление 383 


Мажорантный интеграл 689 

— ряд 430 

Мажорантных рядов метод 505 

Маклорена — Коши признак 283 

Маркова преобразование рядов 394 

Маятник математический 252 

Мертенса теорема 330 

Механическая работа 234 

Минковского неравенство 295, 594 › 

Многозначные функции комплексной 
переменной 516, 524, 527, 528, 529 


803. 


Множитель сходимости 722, 726 

Моавра формула 376 

Модуль комплексного числа 512 

— перехода от натуральных лога-. 
рифмов к десятичным 384 | 

— эллиптического интеграла 93 


Момент инерции плоской фигуры,. 
тела 242 


Мэшина формула 382 


Направление в промежутке 108 
Натуральное уравнение кривой 181 
— — эволюты 186 


Натуральный логарифм комплексного. 
числа 523 


Начальное значение величины 14 
Начальные условия 14, 245 


Неабсолютно сходящееся произведе-- 
ние 358 


— сходящийся интеграл 567, 
573, 590 

— — ряд 298, 306, 338, 519 

Неопределенный интеграл 11 

= геометрическое истолкование- 
4 


569, 


— —, свойства 13 

— —, существование 116 

— —, таблица 17 

Неопределенных коэффициентов ме-. 
тод 42, 45, 67, 91, 473, 491, 495 

Непрерывная функция без производ-. 
ной 48 

Непрерывность интеграла по пара-- 
метру 664, 679, 682, 714 

— предельной функции 423, 661 

— суммы ряд 433 

— — степенного ряда 447, 449 

— функции комплексной переменной. 
516 


Неравенства для интегралов 152 
— для рядов 295 
Неравномерная сходимость интеграла. 
7, 693 
— — последовательности, ряда 425,. 
449 


Неравномерности точки 428, 447 

Несобственный интеграл от неогра- 
ниченной функции 581, 582 

— — с бесконечным пределом 556,. 
584 

— — сходящийся, расходящийся 556, . 
582 

— —, признаки сходимости 565, 568, 
588 


— —, свойства 601 
— —. аналогия и связь с рядами 562, 
590, 717 
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> условия существования 0566, 

9 

Нечетная функция, интеграл по сим- 
метричному промежутку 138, 146 

Неявные функции 477, 501 

Ньютон 15, 249, 374 

Ньютона — Лейбница теорема 13 

— — формула 124 


Обвертывающий ряд 537, 547, 553, 
655, 797 

Обратные тригонометрические функ- 
ции — см. Арксинус и Арктангенс 

Обращение степенного ряда 505, 509 

Объем тела 203 

— --, внутренний, внешний 203 

— — вращения 203 

— — как предел 204 

— — по поперечным сечениям 207, 
208 | 

— —, аддитивность 204 

— —, выражение интегралом 206 

— —_, условие существования 204, 205 

Определенный интеграл в собствен- 
ном смысле ©6 

— —, вычисление с помощью инте- 
гральных сумм 120 

— —, вычисление с помощью перво- 
образной 124 

— —, свойства 108 

— —, схема применения 226 


— —, условия существования 100, 
105, 107 
Ориентированный промежуток 108, 


602 

Осиовная последовательность разбие- 
ний промежутка 96 

— теорема алгебры 684 

— формула интегрального исчисле- 
ния 13, 127, 128, 558, 986 

Особая точка функции 581, 584, 585 

Особенности выделения при вычисле- 
нии интегралов 646, 650 

Остаток ряда 262 

Остаточное произведение 355 

Остроградского метод выделения ра- 
цнональной части интеграла 43 

— формула 45 

Ось вещественная 512 

— мнимая 512 

Оценка остатка ряда 285, 305, 380 


Парабола 16, 175, 198, 233, 234 

Параметр 658 

Первообразная функция 11 

— —, восстановяение с помощью 
определенного интеграла 129, 587 


АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Переместительное свойство обсолютно 
сходящегося произведения 358 

— — — —_ ряда 317, 334, 516 

Перестановка двух предельных пере- 
ходов 445, 446, 662 

Пернодическая функция, интеграл по 
периоду 138, 146 

к 1% приближенное вычисление 

1 

Площадь криволинейной трапеции 193 

— — — как первообразная 16 

— — — —- предел суммы 94 

— плоской фигуры 188 

— -- —, аддитивность 189 

— — —, внутренняя, внешняя 188 

— — —, Выражение интегралом 193 

— — — как предел 189 
— —, условия существования 188, 

190, 192 

— поверхности вращения 215 

— цилиндрической поверхности 221 

Повторный ряд 332 

Подинтегральная функция 12 

Подинтегральное выражение 12 

Подстановка (замена переменной) 33, 
134, 144, 608 

-- Абеля 69 

— гиперболическая 29 

— дробно-линейная 70, 87 

— ряда в ряд 488 

— тригономстрическая 29 

— Эйлера 57, 59 

Показательная функция, связь с три- 
гонометрическими функциями 522, 
526 г 

— — в комплексной области 521 

— —, степенной ряд 369, 455, 457 
471, 521 

Последовательных приближений ме- 
тод 477 

Почленное дифференцирование ряда 
441, 520 

— интегрирование ряда 439, 673, 701, 
714 

— умножение рядов 323, 330, 335, 
409, 459, 516 

Почленный переход к пределу 437, 518 

Правильная дробь, разложение на 
простые 21, 39 

Предел интеграла по параметру (пре- 
дельный переход под знаком инте- 
грала) 445, 663, 672, 698, 700, 749, 
752 

— функции комплексной переменной 
917 

Пределы интеграла нижнии и верх- 
ний 97 


АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Предельная функция, дифференци- 
руемость 446 — 

— —, интегрируемость 446, 661 

— —, непрерывность 661 

Предельный переход в ряде, почлен- 
ный 437, 518 

— — под знаком интеграла 446, 663, 
672, 698, 700, 749, 752 

Преобразование рядов по Куммеру 
390 


— — — Маркову 394 

— — — Эйлеру 386 

Приведения формулы для биномиаль- 
ных дифференциалов 54 

— — — интегралов от $1’ х с0$" х 
18 

— — — определенных 
130 

Приближенное вычисление интегра- 
лов собственных 154, 650 

— — — несобственных 645, 651, 654 

Приближенные вычисления с по- 
мощью рядов 380, 390, 392, 462, 
463, 469, 654 

Произведение бесконечное 353 

— —, абсолютно сходящееся 358 

— —, признаки сходимости и расхо- 
димости 396 

— —, расходящееся 353 

— —, сходящееся 353 

— остаточное 355 

— частичное 353 

Производная функции комплексной 
переменной 518 

Производящая функция для бесселе- 
вых функций 347 

— -— — многочленов Лежандра 495, 
51 

Простые дроби 37 

— —, интегрирование 37 

— —, разложение правильной дроби 
21, 39, 42 


интегралов 


— —, разложение функций сх, 
сих, фх Е -. к ви 
: ’ хх’ 5х’ 5х 

475, 476 


Прямоугольников формула 155 

—- —, дополнительный член 160 

Псовдо-эллиптические интегралы 86 

Пуассон 122, 140, 616 

Пуассона — Абеля метод обобщен- 
ного суммирования рядов 398 

Пуассона формула 257 


Раабе интеграл 763 
— признак 275, 280 
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Равномерная сходимость 

686, 691, 692 

— —, признаки 688, 692 
— —, связь с рядами 688, 692 

— —, условие 688, 691 

— ряда, последовательности 422, 

425, 427, 518 | 

— — —, признаки: Абеля 432, Вейер- 
штрасса 430, Дирихле 432 

— — —, условие 428 

— — стененного ряда 447, 449 

Равномерное стремление к предель- 
ной функции 658 

Разрывный множитель Дирихле 637, 
644, 740, 745 

Расходящиеся бесконечные произве- 
дения 353 

Расходящийся интеграл 556, 582 

— —, обобщенное значение 599 

— ряд 260, 335 | 

Расходящихся рядов суммирование, 
см. Суммирование рядов обобщен- 
ное 

Рационализация подинтегрального 
выражения 50, 51, 57, 74, 85 

Рациональная функция, — интеграл 
о бесконечными пределами 

— часть интеграла, выделение 44 

Регулярный метод суммирования 397 

Решение уравнений рядами 501 

Риман 97, 266 

Римана теорема 319 

Риманова (интегральная) сумма 97 

Ряд (бесконечный) 259, 515 

— гармонический 265, 269, 
291 

— гипергеометрический 282, 299, 361, 
473, 773 

двойной 335, 516 

знакопеременный 304 

кратный 352 

лейбницевского типа 305 

повторный 332 

расхолящийся 260, 294, 335 

сходящийся 260, 294, 335, 515 

— абсолютно 298, 338, 516 

— неабсолютно 298, 319, 338, 519 

‚ остаток 262 

-—, сумма 260, 335, 515. 

--, условие сходимости 296 

—, частичная сумма 259, 335, 515 см. 
также Степенной ряд 


интеграла 


ПРЕ] 


272, 


РЕКЕ 


Сапогова признак 293 
Симпсона формула 160 
— —, дополнительный член 163 


“ 
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Синус, аналитическое 
480 

—, бесконечное произведение `378 

—, разложение обратной величины 
на простые дроби 475 

—, степенной ряд 369, 457, 525 


5зшх 


определение 


—, степенной ряд для 105 500 


— в комплексной области 526 

— гиперболический, бесконечное 
произведение 380 

— —, разложение обратной величины 
на простые дроби 476 

— —, степенной ряд 369 

Сочетательное свойство ряда 315, 334 

Спрямляемая кривая 170 

Сравнения теоремы для несобствен- 
ных интегралов 564 

— — — рядов 266 

Среднее значение, теорема 113. 

— — —, связь с формулой Лагранжа 
124 

— —, вторая теорема 117, 604 

— —, обобщенная теорема 114, 604 

Статический момент кривой 229 

— — плоской фигуры 232 

— — поверхности вращения 241 

— —,.тела 240 


— —, цилиндрической поверхности 
241 


Степенная функция, главное значение 
529 

Степенной ряд 300, 366, 518 

действия 484, 488, 521 . 

деление 495, 521 

дифференцирование 450, 452 

единственность 448 

интегрирование 450 

круг сходимости 518 

непрерывность 447, 449 

обращение 505, 509, 521 

—, промежуток сходимости 301, 


Шов 
ини 


| 
| 
| 


Сл 
‚фовыей 
№) 


— —, радиус сходимости 302, 518 

— --, с двумя переменными 348 

— —, с несколькими переменными 
392 

Стилтьес 655 

Стирлинг 362 

Стирлинга ряд 554, 797 

— формулы 371, 554, 796 

Стокс 427 

Сумма ряда 259, 335, 515 

Суммирование рядов обобщенное 397 

— — —, метод Бореля 413 

— — — — Вороного 419 


АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


— — — — Гёльдера 413 

— — — — Пуассона — Абеля 398 

— — — — Чезаро 403, 411 

— — — — Эйлера 417 

Сфера (полусфера) 241, 242 

Сходимости пограничная абсцисса 311 

— принцип 310, 515 

Сходимость бесконечного произведе- 
ния, признаки 356 

— бесконечного ряда, признаки: Абе- 
ля 309, Бертрана 281, Гаусса 281, 
Даламбера 273, 290, 298, 516, Ди- 
рихле 309, Ермакова 287, Коши 2272, 
Коши — Маклорена 284, Куммера 
279, Лейбница 304, 310, Раабе 275, 
280, Сапогова 293 

— — —, условие 295 

— несобственного интеграла, призна- 
ки 965, 567, 588 

— — —, условие 564, 588 

Сходящееся бесконечное произведе- 
ние 353 

Сходящийся бесконечный ряд 260, 294 

— несобственный интеграл 556, 582 


Тангенс, разложение на 
дроби 475 

—, степенной` ряд 496, 500, 527 

— в комплексной области 526 

Таубера теорема 400, 407 

Тейлора ряд 366, 452, 453 

— формула 366 

— —, дополнительный член 147, 368 

Тёплица теорема 327 

Тождество степенных рядов 448 

Тор 231, 234 

Торичелли 244 

Трактриса 180, 249 

Трапеций формула 156 

— —, дополнительный член 162 

Тригонометрическая форма комплекс- 
ного числа 513 

Тригонометрические подстановки 29 


простые 


— функции, аналитическое опреде- 
ление 480 
— —, связь с  гиперболическими 


функциями 197, 526 

— —, связь с показательной функ- 
цией 522, 526 

— — в комплексной области 525 см. 
также Сннус ит. д. 


Улитка 178, 200 

Умножение рядов 323, 330, 335, 409, 
459, 516 

Упикурсальная кривая 85 


